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S序
ここ数年来､TT次元路子の振動の問題は解析的に追求できるためか､いろ

いろな角皮か ら精力的に研究され､蒼々と成果が上っている｡

ここでは,所謂 牧 深刻 な話 " か ら少し探刻さを取 り除いた話を述べようO

格子運動の時間を含む問題の中で､運動方程式の解析的厳密解が得られて

いる場合はあまり多 くはない｡ここで述べる完全格子の特定の粒子にブラウ

ン運動の理論で周知の不漁則力が働 くときの振動の問題は厳密に追求できる｡

しかし統計力学的現象を完全に力学的に義軍する立場からは､不親則力を力

学的に計算できるものに置換 えなければならないDこの報告ではまだ話をそ

こまで深刻にしていない事をことわってお く｡

この結果はブラウン運動の systenaもic force-βⅤの力学的基礎づげ

と関連 した興味ある模型 となっ ているO 又､ harmonicchainの heaも

flow の問題 とも関連 している｡

S1

ブラウン運動で周知の Langevin方程式1)

av .

丘 も
-ev+f(il)

における f用 と同じ性質を もつ ramdom furceを考える｡すなわち､

= ¢(t1- も2)

(ll

(2)

上式で平均は も= Oで､Ⅴ-voで出発 した粒子の ensembleを考えて,そ

れについて とるO ¢(もーも2)は ti-七2 のみの関数である事を示 しているO

扱 う問題は､半無限の一次元調和完全格子で端に f(可 を働か した もので
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ある｡

まず､一般に考えて､有限格子から出発す る｡ 運致方程式は､ n番 目の原

子の平衡位置からのずれを unと書けば､

1'n- a2(㌔十1+ un- 1- 2㌔)十 8n,i i(i)

で.b るoa2-K/mで､:mtま原子の質量､ kはフック ･バネの常数であるo境
界条件 としては話を簡単にするために自由端を考えるO 亘のため次の量 を定

義 して■ぉ けば､制は端の粒子について も成立つ o

uo･= ul I uN十1 1= 一束

Ej

●

(4)

初期条件 としては､全粒子が平衡位置に静止 している場合をとるo

この間題を elegdntに解 は めに､ P･C･ Hem讐er2)㌫方法に倣って上

の有限格子に仮想的な粒子を付加して丙無限の格子の問題を持っ てい く?

そ うすると図から symmeもryにより､付加 した粒子が元か らある 1,･･･,N

の粒子の運動を dis七urb しないためには了

fl+2rNiも)- fl(I)≡ i(i)･ f2rN+2王F･i-1(･t)… f(i) (5)

(r- 0,±1,±2,･･∴･･)

なる random furceを各 1十2rN番 目,･2r封+:･2由番 目.の粒子に加えてお

く必要がある｡

fnが un 1nnの関数であるときにはこんな考えの許 されない事 を 注意 し

てお く o

そうす ると(3ゆ 方程式は､
(:X)

un- a2(un十l+ un-1- 2%)+r三悪 1,1十2rN+ Sn,2rN+2N)f(tH 6)

●●

nニー- ,･･････-1,一0,1･.･十00
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になる｡

(6)を解 く.ための母函数

(>〇

F(邑･七)= 霊 nun(t)-

を導入する30)(6)の両辺に zn をかけ､ nほっもさて和をとる と､

意 F'Z･t)-{a(毒 ,2F- ･言{Z2r"+flM･ Z2r"'2"瑚 }r==H>〇

●

初期条件 %(0)-Ln(o)-O は F(Z,0)- F(乙,0)-0を意味す るか ら､
二階の非斉次微分方撃式の解 ぎ 方に従って.

- i,-r崖 珊 '･ 乞2(叶 1'N)ftdTlT{叫 (- カ セ′}fir,

- 品 2rN+i z2'r'1)",ftd'rj-drtltnE=一m32n(2aも′)znI(lT,

(>3

r==細〇 _-0 O

(7)

(8)

倒

Nー∞の時､すなわ ち半無限格子の場合にはr O番 冒 ,1番目だけに 鍋

が加わった丙無限格子を考えることになノるから､

セ セ-T OO

F(Z･･り - fdTf dt'nfi J2缶-1)(2a円 + J2n(2aり 〕znI(TH 10)
′

0 0

㌔ の係数を比密 して､ 1㌧･
JJI

癖 )-/tdTr dTl(J2(nql)(2gで)十 J2n(2a1)〕 桝 (ll)0 0
時間微分 をとれば､

ち

研 -Tff(I)〔JZ(a-1)(2a(ち- r)‡Tr J2才ga(ti-T))〕dT J 12)0

(12)を平方 して平均をとり､ f伸 こ関す る仮定､ 珊 - 頼 二TJ)杏

使 うと一

七も -

番由 再 (7-F,tJZ({n2～aL,(ち- 十J2{n2a(Jt-叫 J2t農a(13-- i2a(i,J )}jdTdfoo 2n (13)
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§ 2
次に(13)の積分にうつるが､二度変数変換 し､ 七7-の場合を求め亭〇

･十 TJ- I.fT千- I- 甲 に変数変換し､ Jai(2a(い り )等を巧につい七展開
し,2次の項 まで考える｡

暮 詳 董 酬 Q{JJ三cm}2Ta2由 J )-'JJ十JI
礼 2(n-13'J2㌢J2lJ(a-カ 禦 2tn-1,'2,](14'

ダッシュは Ⅹ-2a(七三{)についての致分であるO⊂<)

モーメン トを qO- と 柚 的 , q2- な 2柚 鋤 ･と書 き･部分積分により-

竃-意tw {Jh･J2(a-1),2dx'-aq2亭 J;n･J;(n-1)}2dx (15'
(15)の各分積は漸化式を使って計算できて､ (Struveの積分)

CC
ItJ凄)十J2(a-1)射 2dx-0

○く)

t{JJh･JJZ(nil,,2dx-vij

4(2n-1)2

符(2n二‡)(2n-i )
a

{2n･i)(2nl2

(16)

(a-1)2 4n(a- 1)
丁十 13_ー 5 - ll_ I1__-
) (2n-i)(2n-i) 3/W(2n一言).(2n-

(17)

特に 柚 )- q｡拍 )- q,08(r-T')の ときには2次のモーメントは考 えなくて
もよいから

-巧0 2 qo (2n-1)2

n a (2n-÷)(2n一号)
(18)

と簡単な答が得 られる｡

S■3
(18)でも-o?での各粒子の平均エネルギーが求まつ:たわけだ_が.-･亮 _iこつIL､

てどう変化するかを調べてみる｡ 樽 に､a-1の近傍 とn--の場合を考え

ると

~蔓 8 -qo Tヂtil=--',u 2 =37Ea
36 2 qo

35 だ a
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1im
n--00

丁云0 2 qou =n . 7r a (20)

とな り､nicroscLPic local temperatureが n- 1の近 くでだけ高 く

なっていて､少 し離れると殆んど皆等 しくなっ ている事がわかるo これは

f用の中には bandの外の振動数の振動に対応する力が混って'いて､ これは

格子の中を伝わ らな くて､ n,- 1の近 くに localiBe し七いるためと考え

られる｡

ブラウン運動の場合18)tは

●
~巧uo

lin 11
も一斗00

% kで

2-iP--~~~~｢nI
(21)

なる_性質があった｡

f用の働 くn- 1の粒子の運動を ブラウン運■動 と等価祝 してβ を求めてみる

と､
q_0 8 qo
訂 3,r a

kT
- から
Tn ♂ - 意 a

(22)

､ これか ら､barmonic forceによって右側の格子へエネルギが移ってい く

｣-･- のは､-βu1- -蓬む a ul なる粘性力が n- 1の粒子に働いている 状態 と

● ●

16

同じであるとい う解釈ができる｡

っ､ぎに､ energy flow の計算結果を述べ る. (2次まで) これ も上 と

同じくも一一-の場合には､

-Run(un-unJ 0-Ktみ -莞 ) (23'

ただ し､n>1のときのみ計算可能｡

この結果 を吟味してみ ると､ 七一-ではnによらない定常流が流れていて､

数値的に も､柏村一寺本42'Heaも f子｡W の開 摘 似 した結果が得られて

い る｡

この事 と関連 して､ fを熟椿 と考えられないか とい う意図で原子数を

1,･･-･･,Nにして､ IとNに f,㌢各各加えた時の振動 を調べた.O

結果は否定的で瑠 (n-1,･･･,･･,N)は 七棚 で発散する事が示される0
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●

それで､ f(t‖=(-βu)を同噂 に加宜 ると発散は防げるが､計算は大変面倒

になる｡

§ 結 論
ブラウン運動における f河を半無限調和魔 子の一端に働かす｡粘性力 とし

て現われる sysもenatic force､eev)はブラウン運動の理論では力学的

基礎づげはない o

菖 3で述べた解釈に従 うと､この systeⅢatic forde は各原 子間に働 く

調和力の全体である｡

それに対応す るβが求められた｡ ブラウン運動での dissipaも土vepart

が半無限の振動子系で表現 され得ることがわかった｡

終 りに常に御指導 をいただき､ この論文を書 くことをおすすめ下 さったこ了 二

寺本 英先生に感謝いたします｡
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