
parも Ⅳ Baleschの 理 論

蛋1 Pri･gogineの一般論

西 川 恭 治 (東大教養)

Bal色SOuの理論は､不可逆過程統計力学に対す るPrigogine の∵般 言l:,

に俵処 しているので､まずその要約か ら始めよう｡

出発点 はT空間に於 ける Liouvil･le方程式である｡

f意 十 iL ifN(Ⅹ "v"ち)- o

L = Lo+ SL I

(1)

(2)

ilo- V"意 , iSL- -÷ 3-5,"`驚 ･〔音 一 長 日 3)

ここに fN(ⅩNvNt)はN休の分布 関数 ､ ⅩN,vNは夫 々Nケの粒子 の位置及

び遵度座標 の全体 を表わす｡ mは質量 ,毎 は粒 子間 Potentiaユ を表わすo
Laplace変換 並びに搾動展開の方 法 によっ て､ この方程式の解 は次の よ う
に書かれ る｡

OC

fⅣ(Ⅹ"vNも)-去 禦 e-izt(L㌻B,-12 卜 8L(Lo-A)-i)nF(IW o･)-,(4)n=0

ここに積分路 Cは被積分関数のすべ ての特異点を下に見て--か らや まで

とるo Prigogine理論の特徴は, この fN(ⅩNvNt)白身の時間変化を追っ

て行 く代 りに､ その座標空間での Folユrier変換を追って行 く点にある｡ 即

ち

pKN(V"I)-fdxNe-iK"･瑚 x"vNも)

去 fdZbqiZ譲,nE=京K"l(L㌻Zrl上 根 Lo-灯 1〕nげ づ ･
x pg,"No) (5)
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N

< KN1(Lo-Z)1iK吋 > -JF-lSKj,･K,3･

ここに

KN･vN-2;

1

<K"i-吋 K"ら-盲 ,?> 茂 j Kikj･EKSK,j-Kj･K6KrK;･K･

- ･(有 意 )I

∂

(6)

描

郎 ま体積..C･は密度 (サ/嘉 ),そして纏 )は 鮎 の Fourier 変換 である.

(4沌)ら(5)への変換は､T空間上の点の運動を追ってい く力学の立場 か ら､

粒子間相関の生成消滅のdynamics を追ってい く統計力学の立場への移行

を表わしている｡ 実際
PKN(
vNt)は､ KN で指定 され る粒子間相関を表わし
Lゝ

てい る0時に KiN- Oは､ N鉢の速度分布関数 に対応 していて､粒子間相関

の全然ない状態を表わ し､又､ ki = -KJキo･KE= 0(Eキ i,j)は､ i番
目とj番 目の粒子の閲だけの対相関を琴才)しているO

さて､非可逆過程統計力学に於 ては､様 々な時間依存性の車か らーある

se?ular な依存性を示す部分だけを拾 い出す事 が本質的であるo この よう

な操作は､(5)の表示法 を使 う使 う事 によら て簡単になされ る. Prigogine

等の一般論によれば､空間的に均一な系では､ secular な振舞 をす るのは

KN- KN′-O と お い た もの だ け で ある-O す ると po(V Nも) は-殻に次の よ

うに書かれ る｡

riz七 cQ

po(帆)〒去 fd乞L E〔FA(Z,三 〕np.(V"o) (8)～Z n= o

但 し､和 は､(5)のmatrix element(KN-KN/-o) に於て､中間状態

げ "><-が 〟再 ,･KNu- oとならないような ものの二轡 である. この方程式
を微分 して書 きかえると

-ap｡(vNt)

T -一意 ftdTfdze-izTF(Z" o(V"i-弓C

をうる｡ 或いは一鉢に reduce L,,prod,u･C七 properもy

Ⅳ

po(vN-.r)- a f(Vjも一丁)
j=1
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西川恭治

を仮定す ると､次の ように も書かれる｡

∂f(Vat) 1 ,も｡ I._ → 7.T ,ーyJト1__′､竺
r d-Tfdze～b凄 V"l g'Z'立f(VJi-T) 'll)0 c j=1∂七 22ri

ここ.にfdVN～1は､ Vaを除 目 N-1) ケの速度座環についての積分 を表わ

す｡(9歳 ㌔ま典型的なNon-Markoffian方程式であるoここで もしも記憶が

充分短い時間で消え失せる･として･ po(VN- r)をpo(VN七) でおきかえる
と､次の Smuiukowski方程式(master equation)をうる.･

ap｡(VNt) -1 p_ D-izも
三 上 ‥二二1-- ど.二 ･∵ ::-;:∂七

安定な気体に対する通常の輸送理論はこの方程式を出発点 としている0

菖2 不安定プラズマに対す るBalescuの理論

(12)

不安定 プラズマに対す るBalesclユの理論はql)式を出発点 とす る｡ 即ち

i(i)〒空 三有 を冬れ､F(Z)に対 していわゆるring近似を行 う･O

この近似 は

2
亡ゝ -■ト0, C- … , e2C - 有限 x) (13)

とい う極限で有限 な寄与 を全都集めた ものに対応するO.この近似ではql)式

は次の ように書かれ る｡

意 f(Vt)ニ ーi電 fdK首 ･有 3K(VLt)･-I
堤 ∂

菟(Ⅴも)-意 ttdT㌘ 抄e-kwTFK(Ⅴ切- T)
(ka)…Z)

ここに FK(Vuい T)は次の積分方程式の解 として与えられるO

e妄(Ⅴ-a･,)乾(Ⅴ以い り - qK(･V60)十ddV)/dVl
F_K(VlかもーT)

K･Ⅳ -Vl

A).この極限のより正確な定義については PartH8)式を見 よ0
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不安定プラズマ

ek(V)- 1+ fdVl
2色〉

ddV) … 一昔K
a
～Ⅳ

･生しVl)

kv-K'Vi
(Ⅴ ∈ ∈し ) (17)

f(V-もーrl (18)

2

qK(VO)- & fdkl･

但 し

･∂

K･･(V 一 幕 f(Ⅴ trT)f卑 -I,

K ･(Ⅴ-Vl)- ka･

曳(V)は下草平面 S_ で解析的な複素誘電率 で､ PartI(3)式 で定義 された

e+K(V)及び ParもⅠ.tt(9)色で定義 された ∈(K,p)とは次の関係にある.

ehK(V)- 〔e+K(vx)芋 - e卜K,ikv) (20)

よく知 られている.ように､ プラ.ズマ振動数及びそのdamping constant
!'

は､ e妄(V)-O の板か ら求められるo BalescuGまそのような板は唯一つ
しか存在 しない と仮定してそれを (+で表わ し

e妄(V)- oi(V)I(,-(+)

lj= - al0士 iro

(21)

(22)

と表わすOここ浸 き(V)は､夫々上 ,下草平面で解析的で､ プラズマ振動に

関係 した零点は もたないO系の安定性は Toの附号できまるO

㌔ > 0

< 0

(16)式は､安定 ,不安定の区別 な く成 り立つが､安定の場合には_
Guernseyの方法li2直ちに解けて､ その結果は次の様に垂締 るo

覧(Ⅴ山 一')=
qK(Ⅴ伽)

e妄(Ⅴ-O)･wi警 董vlSJ:V-vl)
01+(vIJa･)二 転(vIZu)

e+K(vl)e～K(vl-a)
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但し､ OI(vHw){ 転(vltW)は夫 々

･I(vILが)-÷tmduS.〔vr u]fdVSlu一一誓 〕束 Ⅴ,･む1) (24)

･?(vlト以)ニー‡f3･u8-〔vrujfd･V8(u- 誉 〕q-K(V;a)ロ5)

で与 えられ､そのvl平面上での解析接続 は夫立上半平面 ,下草平面で解析的

で､且つ Halderの条件をみたす.
不安定系の場合の解は､(23)式の解析接続 として求められ る. 即ち､(23)

式第二項で e妄(vl)及び eK(vl-u')の零点め位置が移動L/て実働 を切ると共

に､ vl についての鏡分格 も変形 してやればよいOか くして禽 られた解を

'15)及び(14)iこ代入すれば､求めるkinetic equatioilかえられる｡

ここで､q+K(Ta･)に対する表式 を代入すると,(23)式は次のよ_う乾草皐か
えられる｡

Fk(Vw t- T)=
q正Va,)

eK (Ⅴ-a･)一二五 警 f叫 〔v-vl'

Q)

47cc女声

fI (vrQ') )-L(vILw) fi(vl)
e'K-(vl) ∈+K(雪-a,)

蘇

ここに

fi(V)-±÷ i:du8i(V-u)fdV8(V-Kf 〕ど(Ⅴ ;ち-･T). (27)

fi(V)-±÷ twduSi(v-u)fdVSlv-慧 〕÷ ･意 f(V;- 弓
(28)

及びこれ らの解析接続､ V･1 の積別 離ま不安定系では上述の処方で変形 した

ものを とる｡

これから.更に免 に進むに当っ て､Balescuは〔12)の 胞 rkoff近似を行

うo Balescu は｣ これが使 える準件 として､?0-巨ot であればよい と
し老ている. この近似の下では､(15)式は次のように書かれ るO

EK(Ⅴ七)-二忘f紬 aI
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不安定 プ ラズマ

C2)を(29)に代入 した ものは､Partm (21),(22)式で 9(KVIV20)= 0
とおいた もの と完全に一致す るO 但 しト nOも5Ltionの問の関係は次表の通 り

であるこ

Parも Ⅳ

菟(Vlも)

-iku

qK(Va)

C

ddV)

Vl

ikC+

Parも ttl

gI(KVlも)十 gIl(KVlも)

p

-ifd等
-a(KVVl)

K/I(Ⅴ-Vl)-kw

a

inea(KV)I

-Pl̂ k

i:p(土 K)

以下､Parも ⅠⅠⅠ とほぼ同様の計算で PartItt(27)式(但 し

罪(KVIV20)-0)に到達するO ここでBalescuは,_Schwartz 甲意味
の分布関数を考えると称 して､次の書 きかえを行 うo

9-ik(vjjji_1
( v -(+)

V(V) ～

0 for ± ro<0

g(V)

V-(+
for 土 ro>0

(30)

このような書きかえが正しくない事は､ ParもⅠTI AppendixII より明ら

かなので､ これ以後のBalescuの計算結果は省略す るO

義3 王∋alesctlの理論の批判

Bales-cuの理論は､次の二点で ParもⅠⅠⅠの理論 と異っているo

(i) 対相関の初期値の寄与が無視されているo
顛泉

鋸 (26)式では､(9)の苦味までのNon-ぬ rkoffpIh,<とり入れられてい る O

-15ニー



一･㌦ 西川恭治

実は､ この二つの点に関連 して､'Baユesclユ̀の考え方は基本的な誤 りをお

かしていると思われるので､本章では､ この二点について考察する0

(i) 初期条件の考察

prigogine理論によれば､初期相関の寄与はmicroな時間 r｡の中に消＼

えてしまう｡その条件は､初期相関が短距離である事である｡ ところでプラ

ズマは於 ては､一般に長距群相互作用に基づ くt長凝離相関が存在するが､そ

の kinetic eqlユationへの寄与は趣 く小 さいので､通常 この条件はみたさ

れていると考えてよい｡その結果､安定系では初期相関によらぬ方程式

(Balescu-Lenardの方程式) が導かれたOところが不安定系では､初期

相関は時間 と共に成長するわけであるか ら､ Prigogine理論の結果は理解

しに くい とこ~ろがある.これは Prigogine理論が､暗然の車に-章のpha-

se randomneSSの仮定 を行っているためと思われ る｡この夜程は当然不

安定系では再考を要するO

それでは､ Prigogine理論を拡張 して､初期相関の寄与 をとり入れると

どうなるかoまず､ PartIでものべたように､初期相関の寄与が､重要と

なるのは､粒子問相関の不安定成長が進行 している段階 (t～ T2̀∈ T3)で

あるO この段階に於 げる初期相関の寄与は Parも工tIの結果 と全 く一致す る

事が示 される｡ (Appe'ndix).一方､不安定成長が充分進んで粒子問相関

がある 常値に近づいた段階では,ー最早初期相関_ほ･はよらな くなるであろう

(Parも工II §5)Oその段階では､(12)式を出発点 とす る事 は正 しいと思わ

れ るがー今度は次長のべ る Non十胞 rkoff効果が無視できなくなると思 わ.

九 る｡

餌 Non一晩 rkoff効果

BaleSCuは(9)の意味の Non-ぬ rko'ff効果が無視出来 る条件は

巨｡i≪ woだとしているが､これ野 草に於ける記憶の喪失が 1/W の程
度の時間で起るとい う先入観に基づp.て いるためと思われ るO(9蟻 かPBも明

らかなように､Won-MarkGff効果が無視できるのはrF(A)の polesが

回 ≫yll (Tlは扉VNt)･の緩和時間)ほしや存在 しない時に限 る｡ とめ

ころが parほ 畳3jF巣ヂ示すよぅに､ %≫ 巨01-VkTlではこの条件
はみた されない (むL,ろT rOIが充分大 きく､ k巨｡f≫yTl の時にみた
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不安定 プラズマ

され るわけであや)Dところが､ kl,oL≦ yTlとなるのは正に不安定系
の樽徴である. 実際､不安定系が安定化 LJてい くに従って巨｡tはい くらで
も小 さくなるか らであるO か くして NonrMarkoff効果G_ま､不安定弟が安

定化 して行 くメカニズムを詞長る上 に欠 く事のできない効果 となるo

Balescu の方法の特徴は､正 にこの Non-Marko_ff 効果を取 り扱える点

にあった筈である｡ とのよ うな観点か ら､次章では樽にこの効果について

考察す る事にしようO

菖4 Non-Markoff主an Effectの取 り扱い .

我々の出発点は(23)式及びその不安定系への解析接続である｡P左TもⅠⅠ‡

釜4と同様､ plasma poLes の寄与のみを求め る事に しよ う｡まず､oI

たす事を用いて､右辺第二項の vl='についての鏡分を行 5tと.､安定 ,不安定

を問わず､次の結果をうる｡

%(Vwt-I)=
1 ′ qK(Vw)

O- Ⅴ + I l √(Ⅴ-a')

十

i ヱ竺 d都 〔汰

疎 む十L-巨 )

重 くviw)

GHv)√(V-W)

C+(a･十CJ (Ⅴ-() ㌻({J

oI(a,+EJ か)-吋 (+ia)

(v-(+)6+((+)O-(L)
(31)

･E. れ を (1 5 ) 式 に代香 し 耳 qK , ¢ I , ¢ 言 にその表式 を入れ ると､次のよう正吾

かれる｡

懲 V-i,-盲翫 tdT{eqk'V雪 等 昌 ･--一 票 研

e~LL10'

-≡ :-f-千 丁

fk(Ⅴ,ち-I)

V- (+

e2kroTー_2,ri . fl(CJ-fjCJ

(ら)㌻(CJ

f+(Vト ー詳 2ni 甲 f-(CJ

Ⅴ-I+ 一●近 ~hI' or
_i a,2

但 し 軒 も-I)- 豊 (V-(.,- o+,LV) 0--(L )

この結果を導くほ 当って次の関係式を用いた｡
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fl((.) = 亡に ) - 2Ki 塞
1 k2

(34)

さて､ ここで Non-ぬ rkoffian effeoも とい うのは､･巨｡まが非常に小

さい時に､ r｡.の時間依存性を適 して現われ る事を想い起そうOそこ.で

RK(Ⅴもーr),f(vt-ど).,dF)等がⅤ及び 七の関数として痩っ くり変化す る
と仮定 して､次のように近似す る｡

RK(Ⅴ,もー r) 駕 RK((+･七) 牝 RK(U t)

Ⅴ -I+ v - (+ Ⅴ -(+

g+((.) 駕 o+(L) ～～ ale+) 一籍 √(L ) ;3 2/～

f+((+)- fJL) 彩 kfdVS〔K ･Ⅴ-ka･o〕f(V)

(35)

(36)

67)

こ.の内､(36),(37)は 琵打もIII (29),(31)式 と夫 々等価 である.これらの

近似を行 うと(30)は次のように書かれる.

ち

･懲 Vも)～～忘 f･dr(eqik'rU Tk% fM

e～ik(V-(ijL 1 2k,.r _2
(38)

･ ㌔ 養子尋 e2kror打i'k%)2噺 )/dVlSlK･㌣ kが 町 }
e

最後に, Schwa-rtB●の意味の分布関数を考える際の Parもm Appendix

T工で証明した近似式

e-ik(VィijLl 方i ー7r1

～～ - ｢㌃ 8. 〔wo-Ⅴ 〕
k(V- (+)

を使い､虚教部分だけを残せば､

･懲 Ⅴ七)- 忘 ttdTIe塊 Ev-CJTkwoI(V,

+ LH2 k 2 轟 〔K･Ⅴ-k% 〕 e2kroT･dKM

fdVlS(K･V1-kwo〕f(Vl))
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となる｡ここで､ L 及び r｡はいずれ も時刻(もーr)における値 を代入 した も

のである｡

(40)式を (14)式に代入 した も甲が､ Non-Markoffian effecも もとり入

れた kinetio equationであるO ここで､第-項∴ほ自然放出項を ,第二項

は拡散項を与 える｡

この方程式は､Pines-Schrieffer方程式で個別粒子の分布関数の時間

依存性 と集田運動のそれ とを coupユeさせた もの とは全 亡異る結泉を 与 え

る｡ こ れ は､ Parも‡Ⅰに ものべたように､後者 が本質的に､Markoff 近似

に依拠 しているためである｡

それでは､(40)式に現われた Non-Markoffian effrect は､安定状態

の性質や､輸送係数にどのよ うな影響を与 えるであろうか｡ この間題が最 も

興味ある問題であるが､ これはまだ検討中である. これ を詞べ るための一つ

の方法は､ r｡(もーT)をTで 展開して逐次 Non-旭 rkoffian ef'fect を

求めて行 く事であ り､ もう一つの方法は簡単 なモデ/i,に●よ'る計算 であ､ろ う｡

これらについての考察は技の機会に行う事､にす る｡

Appendix 初期相関の寄与

(5)式 に於 て､･KN-0.とおいた ものへの､ KNl* Oの項の寄与を調べ 畠の
I

が､ この Appendixの目的である｡

まず, PartrtIと同様､初期相関 としては､ 対相関の､みを残 L,､次の声

うに表わす｡

1
piNNNo)- po'V"o)'寺 島 ｡f>EE壕tq"o)∂毒嫁 鴫 ,ESi･o aT-i)

この項の寄与 を(13)の極限に於 て求める｡ それには､第一図で表 わされ る

Ringdiagram=
where

u J二しけ _itコ1:t__i

･C2･･-･･
十 〇 十 一エ｣上し二 十･･.･･･

窮 一 因 Ringdiagram
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ringdiagramsの くり返 しの他に､第二図で表わされる diagramS が一

つ､付け加わったーものを残せば充分であるo
y'-

･ 覧 + 肇誓 十･･･

嘉三園 粛 (vNo)の寄与

これを代入 した結果を sche甲aticに書 けば､(5)式は次のようになるo

po(#t,-語㌘乞誓よ0億◎ ま 〕n､19,
･io(普)十克 号室L<Ot蛋巨e;K,
gmo<je;可〔-◎K(VrVE)-Z

K(VJ-VL)一五

〕n-tヨe;Kモ fPKE(V"O))担 2)

但 し

･Eje;K>…鳴 ニーKE=K,Ki=0 (iキ j;e)> (A-3)

まず俸ト2)式で皿-0以外の項は七が大 きい時の漸近的振舞には寄与 L'ない

ので省略する. 次に(A-2)を七で微分すると､右辺はnキ 0の寄与 とn-0

の寄与 とに分けて次のように書かれる｡

apo(帆 ) -ち(◎ 準 輿 )rr｢.-まtdze

･i一基｡f,チ01藍 ije;K, K･(VJi )-a

~(A-4)

dKL(vNo))

但 し To(vN乙) は po(VN七)の Laplase変換であるo

To〔V"Z)- lwdもei如p｡(V"i)
(A-4)の右辺第一項は次の書きかえi∈よって(9)式 (F(2;)を ring近似
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(A-5)
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二三三主でお きかえた もの)･時運元 きれ るO

t

,力
一Lと
l
一
ノヽ
〓
】

去本宅㌻驚茅iTcvNz,--iild乞ejzTfdどei乞T◎ po(V"I)

-.一志ttdz-rizT◎ po(vN- ど) (A-｡

この項の計算は 53-貞4に示 した通 りで,特 に も～ T2.≪ T3 では(12)め

MaTkoff近似の式を使 う事ができるO

次に第二項 につい七は､ ri首g-diag,ran.q)寄与 を求める際 に最後 の

>p.'(ザ ojの部分を 鮮 (㌔ o)でお きかえた もの妄代入すれ

ばよい. ここで prod11C七一PrOpeTもy･

雇(vFo)-cg(KVIVID)H ･f.(ViO)
軸 ,ど

＼

を仮定 して ring近似での計算結果を入れ ると､ このおきか宜 は､(16)又

は(23)に於 て､ qk(Va')を

IdVl
5 (KVV10)

K.(V1-Ylト k 也･

とした ものに対応す る事が分 るo この関係 を償って ､ 七 ～ T2草 T3とい う

場合に､初期相関の寄与 も含 めた kiPeticequation -の寄与 を求める

と･ それは･ (16)又は83)のqK(VQ,) を

qk(Va･)- f且V.
ka,9(EVVI0)

K･(Ⅴ-Vl)一如

でお きか えた もの となる｡ その結果は Parも‡‡工で求めた もの と完全に一致

-す る｡
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