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i.1 -序

格子場内を運動す る1個の電子の波動函数 を準吟るのは､多 くの散乱ポテ
･ノ＼

ンシャ ルが存在す るときめ schrodinger万撃式 を解 く問題に帰せ られ るO

散乱ポテンシャルが少ない場合は､平面波か らの摂動が使えるo 即ち､各散

乱中心か らの部分故を夫々足せば良いわけであるO_ヌ 周期格子の場合 は

Blockwave解が あり､不純 物が存在す るならば BユocP wave解か らの摂

動が成立す るo不純物の密度が小 さいならば嘩次の換動のみを考 えれば良い

事になるo Lか L,散乱ポテンシャ ル或いは不純物の密度 が木 きくなると もは

や普通の摂動は使 えなくなるO 少 くとも低次の摂動だけでは.駄 目であるO そ

こで多 くの散乱 ポテ ンシャ ル を如何 に取扱 うべきか という問題が生ず る｡

低次の摂動のみでな く高次の ものを も取れば良いの･ではないかともいえるが

散乱の摂動計算は散乱鉢が 1個の時 で も､ S波 ,P波 ･.･･.･･･と足 してい く事

は容易 でない. まして散乱 Jjioテンシャル申多数にな り互 いに相関す るよ うに

なると高次の摂動を普通の方法で求め る事は至難の技 である. 又摂動 を表わ

す級数が必ず収欽す るt-い う保証 はな 高

現在の所､ との ような系を取扱 う方法 は大別 して2つ あ亙 ようは思われ ao

その 1つは ユoOalな改動函数の振舞は考えず に､ エネルギースペク トルを求

める ものであるO こ･の有力な手段はグリーン函数遠鞍 あるO これによると特

定の摂動を無限次蓬寄せ集める事がー出来､_,与れ tlギ-密度又は格子点の近 く

の電子密度 を求 めることが出来 るo しか し､∵格子点の近 くの改動函数 の値 は

求められないので､J系の微妙な諸性質卑 Self-consisもenもな意 味 に於 て

求める事が出来 ない ように思われ る｡ 他の 1つ は波動函数を摂動 としてでは

なく､部分的 に 構成~してい く方法であるoいわば1品 aユから全体を見 る行 き

方である｡ この有力な手段 としてTransfer1-ha--もri･Ⅹ1)D方法が ある｡ 波動
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函数をMatrixを通 じて両隣で繋 ぎ合かせ るぺわけであるO -次元の時にはこ

のように して波動函数 を作 るとnode countingi)其勉によってエネルギー

密度 を求め ることが出来 る｡ しか し三次元への拡張 とな ると可成 り困難な問

題を控 えているように著者には思われるO 実用化す るには､出来れ ば波動函

数の解析的 な表現 が望まれるのだが､ もransfer naもrix 方法 によると

matrixの鏡が現 た るOこれが著者には厄介の ように感 じるo

この論文では ユocaユの波動函数の解析的表現 を得る為に積分方程式の

itera七ioiTlを計異 し､その級数を_落す項無 しに全部評価す る事を試よ る｡

又解は積分常数又は任意函数 を入れて解 きこれを最後に境界条件によって決

めるよ うにす る｡ 即ち境界条件を付 けずに波動函数の性質がどの程度決定せ

られるか とい う事に注意 を向けるO境界条件 を始めか ら導入 しないとi_､解を

容易に求 め得る場合が存在す る1. itrationの磯数 は∂函数 ポテンシャ }t/の

時には母函数 を使って残 らず集めることが出来 る. Volもerra及 Fredholm

の積分方程式両方について議論す るがFred王10ユ皿 の積分方程式は容易に三 次

元-拡張 出釆 るように思 うO (論文銅 ) Q itera七ion を寧価する事 によ り

周期格子では Bloch wave解が得 られ､又格子聞箱の分布函数が与 えられ

ている時には近似解が得 られる｡ このよ うにして得 られ た解は廻 りの格子点

か らの級の泰阜 を集めた形をしているO この解は格子点の分布函数を用いて

ユocalの意味に 於いて表現す る事が出来 る｡

52 itera七ion (Volもerraの積分方程式)
′＼

～次元の線上に 並んだポテンシャル場 に 対す る､-電子Schrodinger方

程式は､ 解が戎点の近傍で知 られてい るならば第 2種のVolもerra積分方程

式に直す事が出来 るQ又 その解は逐次近似で正確に求め られ､解を表わす概

数は収赦す る事が知 られている｡
ノ＼

Scbrodまngen方奉式は

d2
謬 F 十 k2g 芋UF

但 し
2m

k2-才 E
2n

U=1㌢EV(Ⅹ-Ⅹi)
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-電子波動函数

kが実数の時は正のエネjL'.ギー状態､虚数の場合は負のエネルギー･状態 を表

わすo Ev(Ⅹ-xi)は格子に よるポテ ンシャル を表わ し･ Eは格子点につ い

て とられ るもの とす る-0

(1)を積分方程式に変換 して

棉 - 醐 ･+÷ txshk(丈-E)碑 F(如 f
(3)

となる｡ Vo(x‖まSchr莞di血gen 方程式の Ⅹ- 0の近傍に於 ける解であ る｡

又÷ 血 k(Ⅹ-I)U(I)は綴分方程式の格 を表わすo iteraもion によ り

F(I,- 醐 ･nE_i btdfltfld&･･･毎 〔÷血 k(Ⅹ-El,U(fl)

00 Ⅹ
0

x÷血 k(Er f2川 を一 ･7 - 近(も=lL)U(ち)Fo(&)
1.

Fo(x) は格 子点をのぞ く点 で

Fo図 --Acoskx十王はbkx

と書 ける｡ 又 ポテンシャル を∂函数塾

Ⅴ(Ⅹ-xl)- EoS(文一xi)

とす ると

となる｡

xil ;華子点

CQ E

棉 - nE=(oTEデ‡AFl(Ⅹ,n)' B緑 ,轟

Fo(Ⅹ,n)= E････T血 k(Ⅹ｢薫 )･--･ ･･･-･･･感触 (Ⅹn- 0)
-̂rl :ら/i

(5)

(6)

(7)

(8)

Fl(Ⅹ,a)= E･･･E血 k(Ⅹ-xi)･･････:･･申 年 菩長 女n)伽Sk(㌔ -0):i-1雪l_

上式のZ は 号 を 0-㌔_1 の間のすべての格 子点 につ いて和凌 とる事を意
Ⅹ i

味するo

'Il′
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53 周期格子

格子間隔 aの周期場を考える. 0-6 ,Ⅹ - Eに格 子点が来 る横に 0,Ⅹ

を とる. (s≪ 色) Ⅹ - Naとしよう｡ すると

Fo(x･n)= EG("a･n)= NEl'::･EN土器 Nlka'.1‥一~血 "n･lka

Nl十 ･･-･････.･･十 Nn十1=N kaキ皿 だ

上級数 を求める為に､次の母函.数を定義すれば yNo係数は 屯 を与 えるo

GF.(y･n)-izwySsh skaP+i-Cs=1

Fo(Na･n)-L s

従っ て

y弧 ka

1-2ywBka_十y2

yn十1gidl+1kad y

yN+1(1-2yooska十y2)n十 1

)二汁1

‡yl< 1

となるo FT.(Na,0)- sizINkaとなるのはす ぐわか る｡ この F.により

nZm=謹 )n射 Na･n)- 去 S

とまとめる事が出来 る. 甲(y)は

p(y)二二

ro
完｢ySmka

ト 2ycK)3ka十72

によって与えられ る-｡又

cosaa- ooska十 ÷snka

÷爪.によっ てaを定義すると

nE:～ o(÷ )nFo(Na,n)-志 s

Slnka
.~~~■･.~一･.-_■.__･.･.･..■.■_..■■.._･.■-...~~ ▲

Smaa

p研 dy

yN+1(ト p(yD

ySmkady-I

(㌣ eぬ )(Y一一㌻ lq )yN十l

Sn Naa

-12:卜.-

(9)

(10)

(1 1)

(12)

(13)

(14)

(15)
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-電子陵動函数

,次に Fl(Na,a)に対す る母函数

GFl(NaIn)-(p2-mlyPsinpkaP(qB=Woyq巌 ka),･-

を定義すると

Fl(Na･n)=
1 , ynSidlka(卜yCOSka)

2xiIyN+1(卜 2yGOS-ka+.yZ)n十1

と書 ける. Fl(Ⅳa,0)= cosNka をみる事 は容易であるo 前 と同様に

･ G

3(-i-)nFl(Na,n)- 去 s

F(Na)-A‡

従って

一義｣ 甲(y-)(1-yGOSka)
だo

yN+ 1(ト p(y)頭血ka

由(N十1)aa - 弧 Naa

Smαa Sm αa

sh(N十1)aa snNaa

SInaa Sn aa

dy

COSka

coska-)十B
SmNαa

Snaa

(16)

(17)

(19)

(14)は Kronig Penney relation であり､ aが realか inaginary

かほより､振動解 ,指数解に分れる｡

更に晦 は りg(Na)を硬 めF(0巨細 a)･ 脚 ･- 管(Na)を鹿 せばA/B,

a(real)が決ま り､固有値 kが得 られ るO これは所謂 Bloch wave であるO

§4 非周期格子

格子間隔 が分布函数 Fに より与え られ る場合を考え よう.

x≫ a (a :平均間隔) とす ると次の平均操作が考え られ る｡

Fo(Ⅹ,n)- 2･･･2血k(I-xi)-････-血 k(xn-1-㌔)sink(㌔-0)瀕 (20)
Fo(Ⅹ,a)= E･･･E<血 k(I-3q)> ･･･<血 k(xn～r㌔)><血 転-O)>

< -> は分布函数による平均であ る. 上式を求 め､紋動函数を得 る為 に

C<)

㌔(p)-I血 k(tl十･･i七S)I(tl)･･････Xとts)C～P(析 ･･･十ts)dtl･･･its0
Ql)⊥[L
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h錘)-f60Sk(tl十･･･十ts)∫(tl).･･-II(ts)e-節(示 ･･･+b)dtl-･･鴨

0く〉

0

を定義す る. すると近似方式 として次の三つが考冬ら九一る去

1) 0- Ⅹの問の格子点数に制限 なし

この場合

T

Fo(Ⅹ,n)- 2 だ rT lfw?gw= lh妙 紳 ?-p X dp

琵 Bw= lhs(p,)A(S萎｡h:(p" ㌔Xdp

(22)

(23)

上式でIlは x(I)の娩格化の条件が丙塊が画定 している故多少影響を受ける̀事

ほより生 じた ものでありp- aの大 きさを持つO

従って

軽 ,-ま ま
∞ AEhSLr,江BEhsb)

ト 音 BIS(p)

㌔ 'jrdp (lJLl)
として､単-蹟分 として与 えられる.

･2) 0⊥ Ⅹの問の~格子点数 N- チ エ∵定の条件をつ けてみようO この壊
し､:∠ゝ

iコ

干hsb)-蜘 十蜘

h'sl'-去 _Ie,_警 1-I‥‥‥欄 -rp(t'lt,1,I:::･'';(fs5'dtl-症

H(82'- 忘 felk(tl十''''''十■か p(屯'xEt'ly･I･y x(ts)､｡も･･･dts

を定義 し,母函数

(ZH(sl転 IS-2h(S2)b)lS〕n十1

Ii(EAsl)(pus-2ds2転)習〔Eh(slb‖ si璃 転 p]一

事

を作 り､計算す ると

一 三_Ll_̂-

(25)

(26)

t､

■･



-電子較動函数

T 禦 -Ai画 td+E覇 p汁埠朝 頭-EAR)(b))
F･滴-三Tf

27r
C~-1甲 霊 等 epxdp

(29)

の結果が得 られ る｡ βは

k
CCBO- 掬 +掬 十震 (堰 -蜘 )

で与 えられる｡

3)近似の改良

Ⅹの近 くの格子点を次第に平均操作か らはず してい く事が考えられ る｡

(30)

F(Ⅹ,n)の表現 を

o次 2- 2< 血 k(Ⅹ-ち)> -･･･<血 k(Ⅹn- 0)>

1次 E･･･ESik (I-Ⅹ1)<shk(xi-ち)>･･････<血 k(Ⅹn-0)> (31)

2次 i･･･E血 k(Ⅹ1 1)sink(xi-ち)嶺 政(F2-も)･･････<血 k(軒 0)>

次数を上 げてい(･とF(Ⅹ,a)は女の近 ぐの格子点の配列 に 甲甲 Sitive

になることは明 らかであるQ

この方針で近似方式 1)を改良す ると

1 次
J= Ko .

野(I)-孟〔E(憲 二)niA重 訂訂 十B雇 ㌻訂 ‡〕｢㌃ snk(-xl) (32)

一 一∴ + AC0Skx-ト PSb kx

の表現 が得 られ る｡ この式は

拍 - 頼 )十 E A一血 k(Ⅹrxl)r(xl),
写=D′-甥 k

を意味 し､ F(xi) として近似方式 1)を入れた ものであるO､同様にして

2 次

F(x)-Fc何 十 2 -エ 血 ･k(Ⅹ-xi)~一gcxi､)
当=0-偲 k

･fZ措 )2 血 k(-守 血 k(xiL卵 (ち)
-125-
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として近似を高めていけば次掛 こ精度の高り韓動函数 が得 られ る事にな るo

これ らは配置についての分布函数で表わ､して もよいだろ う｡

先づ近似方式 1)で Rando皿 格子を寂扱ってみよう｡

〔Random 格子 〕

格子間隔の分布函数 x(Ⅹ)を求めてみようO (分布が Random で も平均密度

が与 えられていると分布函数を持つ)

n個の格子点をⅩ- 0- Lの間に挿入 L,､ Random な配置 をとらせるとき､

号 と xi十1 の間隔がⅩである確率は

I(i)ここ
抽 声 ‰1･･･[㌔ 拍 了 Xi十1-I,

L

i

擁 t㌔ % 1･･･[x2dq

82= lhsb)-

(24)に入れて

÷(-÷)町1

こゝでn-- ,..p-- yn とすると

掴 〒 ÷ e～ま

となる｡ この 7回を使 い

oo ka

♂a2十㌔㌔ '

症 -I-f=-i:i:'二

CO

sE= ｡ti(p)=

Apa十Bka

2kよ如 P2aぞ十k2a2-Eoa

= Aエ (DS
a_. -一一二 Ⅹ十 B

a

pa

♂㌔十㌔ ♂

㌔ Ⅹ dp

fo _ k r

となるo この Fの単位長 さ当 りの node の数は

I(35)

(36)

(37)

(39)

となり､ CLれは 8函数 ポテンシャ}L,をな らした時の plane wave の nod･e

数 と考 える事が出来 るO (29)紘:0,tical近似 として､ k2-｣ ｣≫ Oの場

＼

a
-12ト
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･-ヤ電子披動函数

合に よは 算機の結果 と一致す るO)
応o ______...__..._ 2 G

(28)よ りk2-JL>0の時は襲動解- 汰--i-<Oの場合は指数解 となるa
わけであるO 近似方式 2)によ'ると

F(x)= --.-,T1--ヂ
Apa十 Bka 血(普-1)♂

●

-

●

2打il-(11十pa)2十k2a2-oa)I/2a+1

但 L 伽SO =

1十 pa

(1十pa)2十 k2 a2- Eoa

となる｡

又近似方式 3)によると

町(Ⅹ)-A80Skx十 Bsiakx

良

sine

2(Aoos,雪十Bニ 血 rxi)shk(Ⅹ一㌔)
雪 r

-γ

(42)

となや､或る配列に従っ て上の段数和を求 めればよい事 になる｡ 数値的取扱

いは次に廻そ う｡

〔液体格子 〕

r(ち)としてGausBian_をとると､方式 1) により

I(I)= (A )!'2eTβ(い a)2

〔Aicql･hI;-2h,1a/;)十iihi-里 〕i'Ⅹ

(43)
7E

拍 - -ま 若

il-;-‡三

二ー1,--をIy::I

--♂ ,12e
gr23㍍ 2h",-意 ii叶 q')1

-βa2-
e

Jlヽ

43 Erfc(与 β ～布 -2aCTik)〕

む-2aP十ik)2

4β Er

1

fG〔‡p-す軒毎十ik)〕

となる｡ _Brfcは GalユSSの誤差函数である
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昏5 iteration (Fred,hoユTD の積分方程式)
<

scflrOdinger方程式に対する通常の Fredhoユ皿の境分方程式は､境界

条件 を満たす unperもurbed披動函数及 びグ リー ン函数を使用す るo Lか し

こ.の境分方程式は固有解を求める場合は済次形であり､今蓬の ような i.･t畠ra一

七ion は出来ない｡又､最初から境界条件を云々す るのは方針 と反す るo 従

って次の形 をとろ う｡

F区E gTo国+
k匡-fi

♭ 2k
U(E)g(E)dE

Fo(I)は U(x)- 0の時の解であ り､U励 ま8函数型 として

F.(x)- Acoskx十 B血 kx

(45)

2m
U(I)=す 雲.EOS(Ⅹ~xi)

1

上式が Schr合dinger方程式 を満足す るのは明らかである｡核の形及び積分

範囲がvolもerraの場合 と少 し異なるO (kが虚数の時は 由 可Ⅹ-Ei
sinkix-Eト e=k3㌢ Elとす るo iteraもion ほより

野(x)-基 (意 )niAq(x･n)十 B射 Ⅹ,a)i

O くつ

(47)

罷(jE,a)- 3･･･2血 可Ⅹ-雪上･･･血 可 xn-oi
(48)

q(I,n)-3･･･3血 k巨一㌔ト･･･血 k転 -予 xn匝 skf㌔-ol

となるO上式の-2はxlの各々について独立に 0- L迄の範囲の格子点につい

てとられ るもの とする｡

Ⅹ 3 0- Lに制限 して上の和を求めるのは大変であるか ら (反射壁 が 2つ

あ るときのぬ rkov chain の問題)､ i-oDにして和 を求めようo

35･ 0 Ⅹま

一■′■ヽ′■ヽ
'4 -▲ムU-J

Fig･ i

I-



-電子汝動函数

i6 周期格子

Eo(qa,a)- 2-･2 血 tNllka二････血戦 十1匝 Ⅹ - qa
NI Nn十1 (49)

ka_キ m3=

この場合 Niの和についての制限 はな い o Niは～∞ か ら 十∞迄の整数値をと

り得る｡

母函数
CQ

GE｡(y,n)- ia Sinska(yS十 ㌻S)in十 1 (50)s= 1

を定義するとyqの係数が 民.(qa,n)を与え ることになるム上の級数 は

y- elPの時以外は完全に発散 し意味がない｡:そこで意味の-ある場合を考え

よう｡
⊂X⊃

G宜｡(y,a)主 (2 2sinbkaCOS白PP十ls= 1

Cベ:I

-〔sZ_u 血 S(ka十 や)-血 S(ka-p)げ 十 1

この級数は超函数の意味で収赦す去1.)

- (i ico漂 ±エ 十 cot2
S王aka

ka十P ka- 甲

COSp-GOSka

これを iterationに入れ､級数和を求め yP-eiq甲の係数を求めるO

nE= o(意 ,n Eo(qa'n,-去 s# 1

00

ySnkaay

血 kaa(elP)
E o .

cosr C̀OBka～巧言Sn ka

㌔†l(声 (2_ooska十五血ka)yitik

一一12≦トー

(51)

(52)
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だ0.
2coSka十 … Sm ka - 2¢osaa

k
.A

叉 El(q宣.,n)

塾(qa,n)-,3-3血 Nlka･･ ･ ･･･ ･･･血 NnkaCOSNn十Fa

に対す る母函数は

(53)

(54)

GEL(y,n)-(sE=* ska(yS･y-a)円 蓋 sska(yS･㌻S)チ (55)V

C六〇

どなるO右辺の終 りの級数G_ま超函数の意味で収戯 す る-o

C※〇 0く⊃

sz= O(?cosskaCOSSp)= sE= 真鯛 S(ka十 や)十OOSS(ka-甲)

n=mN∞〔8(ka十p-2wh)十 8(ka-甲-2nm)]
= 1十ZEE

S函数が利いて来 る甲の値は併 くO す ると

= 1

従つ 4 aEl(y,a)= 〔

Snka

COS9- 60S k a

nZ: 漂 )nq (qa,a)

1

2万i

y2- 2CoSka･y十1

yN+liy2-(2鵬 ka+旦 血 ka)y+1
k

sin(N-1)aa- 2coBkaSizINaa十Sh(事十1)aa

Smqa

(56)

(57)

dy

(58)

(59)
ー･一-.

(52),(59)よりg'が決まる. A,Bの とり方によ りBlochwave となるO

喜7 非周期格子

Volterraの場合の取扱いを踏襲す る. 但 しLaplaoe変換の代 りに

Fourier-cosine変換 を行 な うo

Oく⊃

Js(p)= 2′血 k(tl+ラ?+･･･tS)oQSp(ち.十㌢ ･.･甘 鵜 )-I(ts)0

-13㌻
dtl･･･dts (60)



-電子改動函数

(60)
Cく)

Jgb)-2jTCO軸(tl十･･･十tJ cosp(ち十･･･+ts)I(tl)･･･I(ts)0
dちH dも

を定義 しー Volterraの場合.と同 じ近似横式に従 う｡

近 似 l)

A(I,a)=吉f:(sE=W IJsbげ十 l e- 躯 d･P

1 ㌘

El(x･n)=去去(

F(I)-nE=墓意Pi

Cx〇
sE= l Jsb))n十l(差｡騨 ehipKdF

Aq(Ⅹ,a)､十 B馬 (Ⅹ･n)i

Il一㌘ーAEJdp)
27EJ_wL句

t BE追坦

卜妄2Jsb)

∈｢ユpX dP

により与 えられるO

近似 2)を通 り越 して近似 3)へ行 くと

1sも

摘 - Flo(I)十2 -- Ko ･
xl--- 産 卵 k恒 Ⅹ十 時 1)

(61)

(62)

(63)

これは各ポテンシャ ルか らの波 (定常改)を寄せ集めて改動函数が構成 され

ている事 を示す｡

〔Rando･J格子 〕 近似方式 1)によれば

EJsb)-
2ka

一㌔㌔十㌔a2 チEJ錘 )
2Pa

-p2a2+kZa2

が得られ､ Volもerraの場合 と全 く同 じ波動函数が出て来 る｡

(64)

S7 結

次の間選があるo

1) 三次声-の拡張- これは Fredholn の鏡分方程式か ら形式的には容易

である｡
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2)近似の改良 - 近似方式 3)より出来 る0

3)8函数ポテンシャル より山型及井 戸型 ポ テ ン シ ャ }L,又 一 般 ポ テ ン シ ャ ル へ

の一般化 これは可成 り困紫 を予想 させ るO.

以上の桂 な観,酎 こ基 き､ーもう少 L/一 般 的 な 議 論 を 論 文 〔 II ] に 於 て 行 な う 積

りである｡
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