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(11月 5日受理)

§1 序

繭に発表 した積分方程式の 土もeration級数より多数のポテンシャル中心場

内の-電子波動函数 を顧扱 う方法1)を､.iS函数ポテンシャル より一次元一般ポ

テンシャルの場 合今 と拡張するO 周期場 ,不純物のある周期場及び非周期場の

中の波動函数を求めるが､非周期場のノ琴扱いは､近似の-意味などについて､ 8

函数ポテンシャ ルの場合と共に次に検討 ,報告するつ ､もりであるO

周期場及不純物のあ る周期場については､ i七eraもiori6)級数を全部足 し合

せる事が出来､又一般的なK.P.relationが得 られ る_0

.非周期場については､ポテンシャル 中心の分布に亨 いての二体分布函数によ

り､波動函数が近似的に表現出来る｡

菖2 表 軍

一次元 の'schr-odinger方程式の､Volterra塑積分方程式による表現は

芦sink(Ⅹ- f)
サ(x)- 亀国 +I

o 近
V(E)桝E)a_i

ヽ

となるO但 し.Qo弼-はⅤ= 0の時の解であり

亀(A)=AcOSkx+Bs王nkx

を表わす｡上で,k及びVは

k2- 芸 E , Vtx,-f筈U(Ⅹ-xi,

であり､ EU(Ⅹ一㌔ )は各ポテンシャ ル中'心からの寄与 を示す･

iteraもionにより､用の解は
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-電子波動函数

(4)

棉-+.噛･tdEl･声E2jmdfn
X
O

X V(E2)･･･

sink(Ⅹ-fl)

sink(E1-f2) i,′†､ Sink(frr1-fTll

V(EI

Ⅴ(En)鶴(Ed

と書 く事が出来 る｡

ポテンシャ ルⅤ勘 として次の ものをとる｡

シャ ル中心間の距離は自由"とする. 即ちsq.uare､barrierpotentialで
あれば､山の高さ ,幅は共通で､間隔は自由 と考える｡

乎 y-ro→
Ⅴ

Fig. 11J il

且1

●
●■●●■●■一●■●■●●●●

‥
Ⅹ
‥
.
†

iterationの級数 に於て､琴分点 (EIL･E21･:･与i)が同じポテンシャ ルの中にあ

るもの と,異ったポテンシャルの車にあるものを分けて考える｡又(1)の 1番 目

のポテンシャル とiJ+1番 目.のポテンシャ/}Uとの間隔~を d紬 とし､ E座標の代
りに次式で定義さ経 るy座標 を使用するO

yi一 瓶 .*屯 1… fr ji+1

これはポテンシャル中心 に関す る匪標である｡す ると(1†は､

b b
棉-蓋｡柘植 -柄軸 k,(dl⊥yi)

x藍押ill'd412,･･li等0
xv戒 2))･･･

血 kdlb-1)-Tit))
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x V(y2)-

･･･-革ljnr,
血 k(ち+逮卜 亀):.
sink(y;

sink(ir-1L粛
~ヽノぜⅤ

V(Jnr))4.(‰ 十1/nr))

Ⅴ(3/n2))･･････

とな も O 豊orTf及 デ f-fは各々二っのポテンシャ ルについての寄興を示すOr二=0

積分点が一個の場合 ,二滴 ,三個-･･･の場 合があるわけであるO 肩に帝皐のつ

いていない yl,y2-yn は異ったポテンシャ ル内に位置 L,ているo sq牌 re

barrierの場 合に一つを図示するとFig.2の横になる｡

刷上 一恵聖yn

sinkd,-coskd

･･･草 江 Fig･ 2

ここで次式により､二つのマ トリックス及行ベク トル ,列ベク トルを定義す

るo.

T酢 軍(COSkd, sinkd) S… (IcB ∴ 与 C)
ⅠLj ⊥S〕SS

-Asinkd+ Bcoskd_

Acoskd+Bs書見kd
亨 … (0,,1) , T… (

b

･ぴ-てdylfldy2C6kylK&1･y2,sh去Y2

･p-fbdylfldy2血 kylK'(yl･V2'_伐Sky2
b

㍍ Idyl･f:dy2叫 Kul･y2)這約 2

忘 -.Idylfldy2血kyIKUl毒 血約2
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A(yl･y2)…ヱ廻 6(yr Y2)+ I

∞

_k も=o

XⅤ(yl)血 k(yr Jl))
近 k

- 電子波動函数

･y:ld#,I/ lid2,A･i thjt',y2

i)､ Sihk(甚 y2)
V(y(i))･･･

これ らのマ トリックス及ベク トルにより(6)は

C)ら

n=odI+d2+･･I+qlや=X

V(72)

(9)

(10)

とまとめる事 が出来 る｡ ここで も1ポテンシャル中心の分布が与 えられ ると､

母函数の方法で (10)の級数和 を求めることが出来るO

§3 周期格子

ポテンシャji,中心間の鹿錐が一定 (=a)の周期格子澄考えようa この時

di=Niaと書 くならば

･(q)-(S: …N"liaa∴ ≡kkN"llaa)

であ るので､ これ に対す る母函数マ ト1)ツクスT｡(Z)を定義す るO

E虚slrN.a,

(ll)

∋ (12,

す ると級数和 (10)に於 ける条件 dl+d2+･･･寸恥 1=Ⅹは Nl+N2+-+Nnfl=N
_と代 ゎ,ToをTの位置に贋 いた時がの係数･が咽 を与 えることになるo
To(Z)より更に

To(Z)-

■｢

z cosha=Z-;

(

ZL 2cosk/aZ+キ＼血ka/T

≡ i-Z-2cos恕aZ+i TJo

にょってToを定義す ると
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少的--サ匝)-i
a.Z

ず 平 rg =O

･･･To'EYT.但 %

zn

(Z2-2CoskaZ+1)aTT;qT'.S･･･

Fwsinkqa釣 +BtE?coskqa動
堕 - o 甲戸 0

kc禦 aA ･智 明 a

(>〇 CH〇

と表わせ る｡.次 に T.'S…MとL,Mをユニタ リー変換 で対角化す るo

ToJS…M ,YTIMY - Mo (U

.
^
2

0

,A
1
･人

0

′

し

とす ると

百Tos･･････S等-亨Y崎7-1To-pjln+ql2n

O 4)

(15)

(lq

の形にな る故 (14)に於 ける破積分項の級数和がー求められ るoq,Pは Zの函

数であ る｡

班 - T.S='(
(coska-Z)its+sinkalss･ (coska-Z)I00 + Ⅰ茄a

近也S

1eoska-Z)Iss+血 kaIcs, I-tcoska-Z)Isc+S

持 去iAqi･Mi2±堅rM22)2+叫 2M21i'l

玩.a汰､m
Eiii7
77エ′し5iiZ

I(18)

Y-＼孟 (ll篭 1, ス2葦 1, ･ Y-1- 嘉 (_(,ll;"qlll,'/ :1122)
(19)

亨Y-義 (- 1,- 1) (20, -I

(ス2-lil)ぐZL2C岱kaZ+1)

X

(21)
(lr｣‰)卜AZsh､ぬ +B(ト名coska)上塗2(.A(1-Zcoska)

+ BZsinkai,
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-電子波動函数
f

-(lrMll)卜 AZsinka+B(1-Zcoska)チ+叫2iA(1-coska)
i

+ BZs血ka†,

これ らを使っ て計算すると(1-4)の級数和は

(ll-城1)(Å2-Åち2)

M12(12- ll)

+

ZL2CoskaZ+1-Zll

+ a(

+

2 CoskaZ+1-Z}2

1

(Zsinka+

Z2-2coskaZ+1-Z･ll

ZL 2CoskaA-1･-Z}2

(-Zsinka-

llAI12(1-Zcoska)

ll- 班ll

((1-Zcoska)-

(-(1-Zcoska)+

:I
lq - Mll

)‡ (22)

M12Zsinka

12- M言

蝿2Sinka

ス1-Mll

となる｡共通分母に して求めてい くと､

I

(Z2-2C6kaZ+1-Z}1)(Z2-2coskaZ+- Zl2)

- (Z2-2C- aZ･1-Z喜(巧rM22)2+lvt121A21)

朗の値を入れ計算す ると

- (Z2-2cDSkaZ+1)iZZ〔1+Id-Ii,C+Isc工csJ cld

-Z〔2eoska+coska(Ics一三茄 )+sinka(I芯+Ice)〕+1I

)‡〕

)+

(23)

Aの項の分子は計算の綾果､

(ス2-ll)(Z2-2coskaZ+1)モー Z細 ka+S如 a耳遠+coskaIcs)‡叫2(24)
■

となり,Bの項の分子は

(12-ll)とZ2-2這 ･az+1)iA(sinka-coska=S,-sinkaXcB)明2 C25)

となり,最終的に
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級数和-

これを

Aiト Zlcoska(1十もS)+sinka】遠li+B顎shka(トh )-cokalfX3)
I

承1+Zf3STIEK,+IE,Sics-IEJG)

=A
1-hZ ダZ

1-2fZ+cZ2 I ～ 1-2fZ+CZF

･;-檀

C≡ 1+Ics-Ⅰ芯+IscI∝rI広三∞

f≡ C6kaf1･言(IC- fd i弓 申 ka(IES･Id

g≡ sinka(1-Id - .coska=ES

h≡ coska(1+I(逮+sinkaI蕊

と書 くと､(27)をZで展開 した時一針の値が少を与 え去事になる‥ 直ちに

択Na)
sinNe,h

四日聖 藍 莞 - iiiiiiiiiiiiiiji~二~~-
sine C 2 sine c2

+B sinNe g
陸!

s也 c c2

檀
f

coseF言j=-

(27)

(28)

(29).:A

(3(か

の様に得 られ るo AとBの とり方により､N琴のみの項 ,⊥N乗のそ､の項が夫

々残 るpことになるo cはrealであるか ら､Blockwaveが生ず る為には

C- 1でなければならない｡ これは後で示そ う.;:'f七-1の時

cGe-C6 aa-C6kail+与(IG-Isが･与shka(Iea+IcJ (31)

とな ･Jt.aはBlocbwaveの波数 となる｡ これは一般的なK.P.relation

といえ る｡
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-電子波動函数

樽殊なポテンシャルの場合に､ この関係をみてみよう｡

(1) 8寧数ポテンシャル､ Ⅴ図 - 6｡36(Ⅹ-Xi)

この時も3-也k ,Its-Its-Ien-0

cosaa- coska+豊 血ka c - 1

(32)

となるo これは よく申 られた娼係式であるo

t2) 也 (井戸)塾ポテンシャル

山の高さ. Vo･山の幅 b,谷の幅a- bとするo Iの値は次の様にL,て求

め られ る'先ず(9)で定義 したK(yl･Y2)を計算す るo

K&1.y2)-意 的 -y2)+豊新 相 .〆 i'42,:･-･ly(dt-JIB,y2 y2 y2

血 k(yr jl),S如 (jlLj2))･･･血 kCPL頓
この各項 をV.について次数の少ない ものや ら図に示す-･t-I-Fig.3.

｣｢ . ⊥｢ L + 了｢二
〇:鏡分点` Fig. 3

のように表わす事が出釆 る｡

- S+2次の項をとり､;li,I yy22 ==yyiとすると

Js.2…(i)S+1.fdylf dv2･-･･iys~ldys

x血 k(y-yl)sink(yr y2)･･･Sink宥 --~

上式のLaplace変換 をと-ると

I?Js･2&}g ay- (i ,S･1 (pk2S.'k12, i
-137-
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.Sにづいて和 を とり､逆変換 を行な うと (わのrealpartは級数が収赦す

るように とる｡ )

,-- vo∈ダ
.∫
左ヰ∞ P2+k2-vo

dP= Vo
Jk2-V.
Ⅶ

＼/kLVo
従って

K(yl･y2)-% [8(yr y2)I

となる. これにより

三㌔ 芸 i

･岱 - 品 {

･s - 品 {

･03- 藷 i

sin､7扇⊂有 y

sinJ房=有cyl- y2)

Vo

･扉二宮

(35)′

sin腐 コ京yl-y2)〕 (36)

1-cos(近+β)b 1-cos(･k-β)b

k + β k- β

1-cos(k+β)b 1-00S(汰-♂)b
k + β k - β

sin(k-β)b sin(耳+β)b

k- β k + β

sin(汰-β)b sin(近+♂)b

k - _β k+ β

C2= k2- vo

が得 られ

C- 1+I岱-IfD+IscI6-IssI00 - 1

cosaa- C癖 a(1+喜(Iが 局 )弓 血 ka(㌔㌔ Ⅰ∞)

- -ska(諾

+sinka(-

S主nβbsinkb+cosβbcoskb)
1

β2+㌔

2kβ
sinβbcoskb+00Sβbs重罰kb)

㌔+β2
=cosh(a-b)cosβb-です㌻ Sin(a-b)sineb

となるO これはよ く知 られ た式であるo

T13-8-
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-電子波動函数

S4 不純物のある周期格子

ここでは簡単の為に,不純物 として､ポテンシャ ルの山が一つだけ他の山 と

違 う場 合を考えよう.即ち(7)で定義 したS行列が特定の格子点の上に於いての

み 8'となる三不純物が更に多い場合､他の種類の不純物の存在の場合等 iこ拡張

して議論す るのは左遷 困難ではない｡ さて

Ⅰ′

-sl… (岱 ･ I'

Ik 這 '

(39)

を定義す るな らばこ す図 -+(Na)に対する式(105に幹て SJの入った項が生ず

る事 になるo SJが現れ る場合SJ-S+ (g-S~)と置いてみるo Sと置いてみ

ると これは不純物の無い象合の波動函数であるO 従って(SJ-S)の項 より不純

物の影響が生ず るO 上の過程から明 らかなようにGS/- S)の入った項は積分点

が必ず ポテンシャルの山に鎮座 しているのであるか ら､不純物を境 として (10)

の条件付和を二つに分離出来 る｡ これを見 る為に

-- TST(SJ-S)PST ./･･--

--･･･TS懲 I長一Ics)TTS･･････

+I.-･･TS畢 (Ik-工cx3)TTS･t････

+･･････TS旦(IkュIi,O)TTS-･･,･

+･･････TS聾(Ik IES)TTS-･･･

と書き直してみ るo

但 で … (1,0) , 膏 … (0,1)

TA梢 は(7)で定義 した列ベク トル里の内､夫tA ,Bの項 を表わし

･A- .(憲 kkdd,-了S:kk還 aa

豊= (
: 三 ;: -:i≡三

ノ=-
三二139一一

(4q)

(41)
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で定轟す る｡

さて､ (40)に於 てー様々な鏡分点の配置をとり-,次にnについてn- Oよわ

n--迄総和するoこれに不純物の無い準甲波動函数を加えれば解になるのでI′

あるが､nは無限大蓬走 る事に注意すると､取扱いが簡単になる｡ 即ち琴分点

の個数 n 個は不純物の位置に-_僧 ,其他は不純物の左右に分けて配直され る.

この左右の個数は和は一定であるが夫々の個数は様々である｡ しか Lnは無限

大迄走 るので､不純物の左右の項の車のnについての和は､各々独立に0か ら

無限大道走 らせてよい｡従って左右の部分について夫々独立に母函数法を適用

して計算出来 る｡ 結果及 その手続を書 くと長 くなるか ら_ここではbポデシシャ

ル Ia -意･Is-I㌔ 忘 - 0
ZJa3-言,=&〒=益-I;C-0

の場合だけを書 くと､最終的に

4(Na)主A〔CosNaa王,豊 sin(N-a)aaT T十三 二 旦 竺 S巌 a
coska

__･1_.(
W sinaa l 乍｡ SildaaII

讐竺竺)〕
Smaa

(43)

~ーー′ r一､一~一 一-'2k～…t ′

icGS(N-a)aa+豊 sin(N-可 aa

+ 日産 警 血 ka+
SiPiaa

ダーE｡Sin皿aa S池(n-m)aa_二_2
sinLka〕

広o Smαa S王n α.-a

O < 皿 <N

但 し､別 ま不 純物の位置を示すO (境界条件によ-り不純物レベルが決.まること

になる｡ )

§4 非周期格子

次を羊ポテンシャ }L,中心が適当な分布をしている非周期格子を考える. 餌の論

文では隣 り合うポテンシャ ル中心の間隔が分布函数によって与えられる場合を

取扱ったが､母函数の方法に持込む方法に間帝があったように思わ垂 るOこのi_

方法を改 良す る手段 も､いろいろ考えられるが､今回は二体分布函数で近似 し

てみよう. 多体分布函数で表現す る事により近似を進めるが､形式論に終 らな

いよ一ぅにす るのほ仲々むつか しいO

-つの ポテンシャ ル中心や廻 りの, もう一つのポテンシャル中心の分布が皆

等 しい と仮定しよう｡ これは,いささか乱暴な近似 と考えられ るが､液体が徴
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結 晶の集団であるとい う見方か らすれば,又液体内の波動函数がIocaキi,ze

Uているとい う見方か らす ると､第 0近似 として考えて もよいであろうo 即ち
或 るポテンシャル中心か ら, Ⅹ 離れた点に他の中心が来 る都合が二鉢分布函数

12k)で与えられ ると'仮恵す るO

す るとTマ トリックス
l

T(a)- (
coskd, sin kd

)
sinkd,-coskd

に対す る母函数マ トリックスを

這奴pt悔 ㌔警叱 ,f7細長.掬 音響 d
Toa)),≡

I:こt''1._I,･喜
EP

EL･3

㌢

ヽ

;

OCx〇
ink這d2k a-3Pdxrf｡｡skxp(字)(i)eTXPO
､｡
｡

二

と決めるo又1に対する母函数を

とす るo対角化の過て程に従い

Y l%勧-
( ､̀

(!14)

Ci

＼ /

l ･ ;. ､l

こ l

}2-iMll)(BTcTATs)-M12(BTs+ATc)

12- llL (Ar 叫1)(BTc一箪 )十叫2(BTsナ

-TY-志 (,r "il･二 ㌔- ll,il)

となる｡ M ,̀Yは前 と同様に

舶…Tos , Y-iMY…嶋-(i- 0)

.,i.0･. 12

(45)

(46)

(47)

(4句

で定義す る.母函数 マ トL)ツクを使っ て, iterationの級数 を足 し合せ る
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ので波動函数咽 は､LaplaGe逆変換により､座標が Ⅹの所 を引き出し

I-:･7- -g=一三 ぎ-I -I-: I-::-,

と得られ るO ¢b)は醇節 と同棲の手続 きに従い

¢LT))-

ニ= A

(ll一雄1)(12-璃J

+

+

.(12- jtl)蝿 2

Ts(A2-叫1)+山もf
(1- 12)(ll-j庵)

一㌔(ll- 叫1)+血42Ts
(1-12)(ll-叫1)

鴫 lTs+(1-施 )-ち

一竃(ス2-1鴫1)-城も
(1- Ai)(12-叫1)

qj(12-岨 )-城 Ts
(1- ス1)(A2- 施 )

鴫 lmiも+(1-施 )ち

(49)

(50)

1-(施+鴫 2)+叫1鴫才一叫2城 1 ユー(叫1+鴫2)+llyqiiLJh一明2嶋l

A壬も+ (増一宮 )k i+a(Ts-(塞+奄 IfSSi (51)

1-iTb(k IEX3)+もしIss十h3)i+(TB一等)(k krk lfS3)

と波動函数の表現が得られるO

この よ うに表現が得られたが､実際に計算 してい くのは仲々むつか しいよう

に思われ る｡液体格子の場合ただいえる事は このようにして得ら-れる波動函数

は Pt2)の 性質よりわかるように､localizeL,てい るとい うことであるO何故

な らばp(2)の液鉢構造による変化はShor七rangeであるか らⅩが大 きい時 J

中国 には iterationの低次の項は入 らないか らであるO このようなPrOCeSS

で BlochⅦaveの崩れた皿Odeが正 しく出るな らば､ これをi七erationの

0次近似 として用い第-近似により､散乱による影響 と合わせ て或程度良い改

動函数が 得られ るであろ う｡ す ると液捧場のBeユf-consisもenも な棄扱いが

出来 るか も知れないO次の論文では非周期場を中心に議論してい く積りであるo
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