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蛋3 G-eneralizedExpoiTlenもialFunctionsandG-enerali2:a七ion

ofttAverage乃

この よ うな話をす る意図は､統計力学な どで､ 色 々なIeXPOもenti-al func-

tionや ayerageによく出合 うがt それ らを統一的兎地か ~ら廃 あIt置 くこと

は理解を深 め るのに役立つ と思 うか らであるO まず expon_eIlltia1--fuqcもior1

㌔ は

(3.1)

に よっ て定義 され るo x , yが C-nu皿berであればー上 の走蓑 か ら

)̀〇 1

ex'y-孟 云 (Ⅹ+yfl

-EWl霊 ま #p-op!

二二㌔.♂
L' 'r(3.2)

この ようLなe'xponenもial fu c鴇onの性質を拡張す るt とぼ( 色々な方法

でで きるし､又実際 その必要があ る｡ 量子力学 ではOPeraもorの eXPOne‡r

屯ia l functionが現 れ るが､ 又 ,yが operaもorだっ たら_ Ⅹとy とは必

r'-:ずとしもC'omm も白iLJない か ら

㌔ +Y ‥ ㌔ .♂

の ようには書 けTi:_い o LJか L/I_その ような時に も､ どの ようにや 畠かPreSC-

･Tp-i'銅 ion を約束 して置 けば上 の よ うに書 くことがで きる｡
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久保亮五

㌔+yの展 開で

Ⅹ,yが co工Bmuteす る

(i+y)0- 1

(A+y)i- x+ y

転+y)2- x2+2Ⅹy+ y2

転+y)3- x3+ 3x2y+3Ⅹy2+y2

Ⅹ,y が comroute しない

1

蕊 + y

2
Ⅹ+Ⅹy+yx+y2

Ⅹ+Ⅹy+yx2+Ⅹ♂十㌔Ⅹ
3 2

+Ⅹyx+yxy+y3

一万 ㌔･才では､ Ⅹ,yが CoⅡ〕nuもeしない とき

1

Ⅹ +y

㌔ 2

す +Ⅹy十 号 -_言(x2+TRY+y2)

芸 +字 十字 +諾 - 諦 +3x2y･3Ⅹy2･y3)

そ こでー Ⅹ ,yが con7jJmu七e しない とき

'exiV-1+(x埠,･# ･xy･yx･如 意 (x3･x2四･gx2+Ⅹ㌔硫 ･

+Ⅹyx+yxy+y3)+･･････ (3.3)
一方 eX･鎧 1･-(x･- 去 (x2･2Ⅹ- 2)･i{xy3'･37x2y･3xy2･yB････(3･ぎ)

ex･♂の展 開形を ㌔ 町の展開 と同じ形に持っ て行 くためには､ Ⅹyがあっ たら

yx も考 えてt 加 え

･y一言 (Ⅹy+Y.x ) .

とし_ 3C2yがあっ た ら_ yx2もⅩyxも考 えて

･ y- 言(x2y･･xyx+yx2)
2
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と す る｡
J酸 に

㌔ 単 二 1血 相 !･Sop(㌔#)
S

統計力学

(3.5)
H P
p!q!

とい う対称化 の操作 をすれ ばよいO そ うい う操 作 をすれ ば両者 は確か に等 しく

な るO この PreSCripもion の もとに

㌔ 十y= ㌔.㌔

と書 く事が でき る｡ 或 は eXplicit に

S(ex+y)- S(ex"-V) (3.6)

左辺 の Sは書 いて も書 かな _くて も同 じ こ とであ る｡

他 の PreSCripti〔)n も可能 であ る｡

常にⅩをyの左 に来 るよ うに並 べ るOrderiニ1gの OPeraもorを 0とす ると

o(e(A+y) ) = Eni n(Ⅹ+yfl
n=o工ユ!

- nz;.嘉 pEP=-a(np) jF,yn-PoOC01-32- ㌔yq
p=oq=op!q!

- 2xl''#qz:i ㌔p-op!

- ex･♂ … ∩(e.x･ey) (3.7)

又 2次以上 の巾をすべ てneglec七す る とい うIevelirlgの oPeratori

を使っ て ち出来 る :

L(eX)- 1+Ⅹ

x2 2

L(eX･g)-L(1.x+ち+.･･)(1･y弓 +･･･)
● し

= 1+Ⅹ+y♯Ⅹy
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久保亮五

L(eX+y)-1+(Ⅹ+y)局 (Ⅹ+y)2･

-'1+Ⅹ+y+Ⅹy
T一

但 し Ⅹ ,yは交換 可能であ るとしてい る｡

従っ て

L(eX+y)- i(eX.i)

(3.97

(3.10)

この よ うに指数函数の計算 は色々なprescripもion を約束す る ことによっ て

-イ般化 で きるO

次にA をあ るaverageOperator とす る :

A(eiffj35-)I= 3...E
(iEl)yl(ii2)y2･.･(i緑甑

yl!y2!･･･ yN !
A(y-:1碁-細 ) (3.ll)

ここでA(導 x:2･･･茸 )は 詔｡men七 であ るO

このaVerageOPe=･atorは riOrエコali芝準-Lion c血 di:Lion

A(1) - 1

を満足す る もの とす る｡ 更に

yl!y2!-:甑!
(3.11つ

ァ般化 され た eXPOnen七ial fundもionーの場 合に は_ 何か PreSCription

を約束 しな けれ ばな らない0 5･を C二三ふ ber昌rd⊥云umber とし､ exponen-

守i左il=f* dもion

{こ言 QeはEjう-aEj莞 (3･12)

をあ るprescriptionの下草 定義 され た eXPOnential function であ ると

す るo Qは当 の pr｡d定品 錐 範 士S画 metrizaもi～on･｡rdetin･g,leve-

(壬壬iilflg等 を行 うoperaもorであ るO

この時 (1.6),(i.8つは､夫 々
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A(Qe幣 Ⅹj)=3...E

i/

(ifl)yZ(if2)考･･(ifN)yN

yl!y2!･･･扉

A(QeifE3'XJI) 辛.eXP〔3....

統計力学

A(Qx;1 丈Zy2･･･櫛)･(3.13)

)yl(iEゥ)y2-,(ib)甑

yl!y2!･･･%T!
<哨 考 ･･将 >C

(3.13つ

の よ.うに理解され る-.D''-A

5･が q-A- berの軌 aVe車 ;operaもion･_攣 した結果が C- m ber
Ti: らばcuIコulant と 皿O正Ientとの鴎係は以前の通 りであ るし､文一unCOrre-

1ef七edvariablesの cu甲 lantaver年geは 0であ る､ 等の こと も今迄通

り成立つ ｡ 例えば

<OxIx2>C-<OxIx2>-<xl><x2> (3.14)

a､verageoperation を施 したあ とで も宙q-nu皿beTであ る場 合が あ る｡例

えば揖 Ibe壬も Space'ぁ ぁるSubspaGeについ て もraceを取っ て も結果 は

依 然 としてq-Ilumberであ るO その よう7Ii:時 には

I< OxIx2>=<'O.雪x2>-0<xl><x2? (3.14つ

であ るし､又< >C同志のprOductを作 る時 に も順 序に気 をつ けなけれ ば

な らない｡従っ て (3.1g)式は

A(QeifEj篭)_=屯ex,〔3...EJ(iEl)yl(iE2)y2･･･(ifJ N

yl! U,･!･･･ yN 1･
<Qx:ixu22･-違㌔〕

(3.15)

の ように解釈 しな ければな らない｡

この よ うな注意 の下にⅢ○Ⅱlentと C一ユⅢulanもの間の関係 は以前のまま保 たれ

るO 又uncorrelaもedvariableの CuWllanも averageは 0であ'-る等の

こ とも､今迄 同様 に成立つ O

以上 の事をsu皿n]ari21eして次の もheoreⅡ】を得 るO

TheoreIコV

皿0Ⅱienも.cumulant, cu皿ulant functionの概 念は_ aVerageOPe-
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rationを適当に定義 し､variableの PrOdu-ctを定義す るPreSCripもion

を適当に約束 した上でC-nuⅡ】berorq-nu皿berの場合に拡張できるotそしI

て (1.8)(1.8')争こ対 応 して

'<expQ(if EjXJ･)>= eX吋 exPojif Ej巧ト 1>cp

-expQlEJH撃 <QHXJTj,C〕 (3･16)
y_

筒 < QH5･J> は eXPlicitに nOⅢentで表わ され るo

よ く知 られてい る例はchronologically ordered expansionである :

b c¢

･-<ex邑(Ix(tJ)dtJ)>- I
a nニ0

cc b un-1

- I fdtlJtldt2f･･･f dも<Ⅹ(i_n)･･･Ⅹ(tl)gn=Oa a a
∞ b ㌔_1

=exp〔IIdも1･/･･･Ja dも<Ⅹ(td･･･Ⅹくtl)>C〕n=la
(3.17)

ここに幻も)はC1-number,又 syⅢbo1-･は展開項 で変数Ⅹ の積を作 る時_

印の向 きに時間が増加す るように変数 x用 を配列せ よ とい う命令を表わす｡

蛋4 SOIコeexamples

Ursell一息血

b b

去Jabdtlfdt2･･･Ji鴨 .<0-i(七Ⅰ)Ⅹ(七2)-･X(bPa

一一 七

erExpansion ofClassicalGases

古典統計 力学にお ける不完全気体の問題を考 えようO ハ ミ}t,トニアンを

員- 2蓋 +<S･,V(ri-rj)

と仮定すれ ば Parもition functionは

1

zcl-NTTF J･･･fdFej員

Nは粒 子数
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統計力学
2

一 志 イ･･･Ja,e~β嶋 +Nh''

- Z｡<e4mh'> ; ♂ 戦 (4.2)

Z｡は j蕪neticerlergyに対す るPartiもion functionであ るO

この場合床章力の POもentialが_非常 に大 き くな るか ら_ β に よるclユmulanも

expansionは収敵が悪い｡ そ こで

胡 vh･- H(1+fh･)e

fb･-e刊 1-1 とかげば

増 か 甘 - q JEfh･e

このLはieveled exponential を意 味す る｡

∫
FN -fPN +FN
賎 : perfecも gasの freee-nergy

FN: in七eraGtion よ りの寄与

I♂軍 - <qf㌔>-exp-<eLEfij-1>C

とsyⅢbolicalに書 ける｡

従って

-βFk-<eLEfij-1>C (4.3)

この右辺の展開項 は <LHf]J･> C の形の Culmlan七か Eb成 るo

ここに現われ る f12f23.････の よ うな積は bondsの diag.I.aⅡlで表現で きるo

5

..//

bondsの disconnected-diagraⅡ1に対す る

cu工Dulant は､ Cumulantの一般的 性質 より_

0とな るか ら_ connecもed bond-diagra王コ

を考 えれ ば よいが､ fijが 2粒子の相対 距離 のみに よるな らば､ それらはさらに
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単純化 され るo 下図のよう に､一点でのみつ ながつても,?声二部分車こ分けられ る

- - 一 一一 __-

graphの積分 は各部分の境分に分 れ るか ら､定

理 Iの意味でそのよ うなdiagraIコに関す るcum-

1aヱユ七'は零 とな るO この よ うなdiagraエコを re-

血lCiblediagra功 とい うO したがっ て (4.3)

の展開には irreduciblediagraⅡ】Sだけが残 ることにな る0 --さらに､ cilエコuT

lanも<LH㌔ >Cを momentで表わす と

<LH fiJ･>C= <H fij> + E< つく > +･.I
(4.4)

とな るが､第二項以下 は N-- ,V- -の 極板で零にな ることが示 され るO

定蓑 (4.2)に よっ てmtoⅡie工ユtsは一般に

<HfLi> - V-NJ-I(Hfh･)aiNi

とい う形 を もつ . この integrandに含 まれ ない (N-n)層の変数についてー

積分す ると

- V~nf･･･f(HfiJ･)a(n)

さ らに fiJ･が相対距離のみによっ てい るの で､ 1回積分出来 るか ら

'F- Ⅴ-(A-1)f･･･f(Hqj)din-1)

た とえば
二 二∵--i.

(4.5)

の よ うなdiagraⅡ)は V-3に比例す る (4.4)でmomen七S

の鏡に分れ る項 2< >< >の それぞれはた とえば下 図のdiagI二aⅡ)0}よ

二千 二

うな ものであるが_ この例 では左 ,右 のdiagramはそれ ぞ

れ V-3 ,V-1に比例す るO

この ように (4.4).の第一項以外 の積分はい くつかの粒子が別々のdi_agraⅡ)に

2度以上含まれ るために寺のべ き一.&'高 くな り､従っ てⅤ棚 の極限 では､第一

項 に対 して膚 とな る0 第一項 は (4..5)の形 で以下に見 るようLに実際､ 鞄 を

extepsiveな童 として与え る｡

irreducibl弓diagr早野q)簡単TL例は
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2particles

3 particユes

4 particles

二 _

三二;三二:≡
上 の宗 論に よ り (4.3)は次の 声 うになる

蓋 (n･"l'ir野 地 性癖
<1I㌔ >

こ こで 雛 Z頚 ㌔ > - 宗 pnTt定蓑す ると

十β慰=E

Ni a

(n÷ 1)!(N- n - 1)!･vrl

n≪ N, Ⅴ- V/N とす ると

CC

= N E ｣皇｣√n
nニla+1

(4.6)

(4.7)

これ は freeenergyの Ursellr準yer-expa--n-sion(Virialexpansion)

である｡

2) IsingⅡ】odelの他 の取扱い

parもition fllnCもionは

Z = Eee汐 igj
0

こ こで-oi･OiOjは士1の値 を とるか ら､

- EHcoshβ･(1+に6iGj)Or

但 しE-もaAhβ であ る｡

乙 をneareSも neighborの数 とす る と､ さ らに

Z- (- β)iNz EH(1+- iqJ)

- (2coshβ)i通 < H(1+EOiOJ･)>
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ここで平均は次の ような意味であるO

< f> =

I f
¢=士 l

I 1
¢二十 1

leveled exponential を用いれば (4.9)紘

Z･-zo<H(1+£oiOj ) > - Zo< qJEEoiqj>

- zoexp<qJW iOj-1>C (4.10)

この Cu三T3julantはまた､格 子上のconnecもed_bond_diagraI丑Sで表わされ

る｡ 磁場 0の場 合は､ diagra正】の各格子点は偶数個の bondsを もたぬばなら

ないo COnneCもed_diagraエコは文字通 り､ Iatticeの上でつながっ た もの

であ る｡ この ように して得られ る応の Seriesは §2でふれ た､ β のSもries

よ りも収敵はよい｡

1eJVeled_exponenもialの Cu三〇ulantにつ いて一つ注意す ることはCu皿u-

1anもdiagramには､ 同じbondが二つ以上 重な る もI'I)も､一般にはt入っ

て くる点 であ る｡ (所の不完全 気体の例 では､ しかしその ような ものはV- -

の極隈 で消える) ｡ た とえば

<Lx12>C-<Lx;> -<Lxl><Lxl> --<Lxl>2

である｡ したがっ て､例 えば

<m >C--<蛋コ>2
<匡認 毒 ニ ー<…二三>b

が (4.10)の計算に現れ るO

磁場があ る場合には

Z- 3eeZUiq3-aEqi ･(a - 昆pAT)

- zo(cosha)N<eLEEOiOJ･>a

但 し
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統計力学

aea'ECiA
<A>=α

<qfEOiOj>a-exp<qJEwiqJ- 1>a,C

に よ り

/′

(4.12)

の cuロulant diagrams の各頂点 は磁場'との連絡 を含めて偶数個の bonds

を もつ ものが現れ るD以上 の ような考 え方で IsingIコOdelの高温展開 を求

め ることは良い練習問題である｡

3) Perもurbation に よる-般展開

ハ ミル トニ アンが

員 - 員｡+月

であるとき partiもion funGtion を

Z = Tre灘 io+E i)

- Z｡<e一都㌔>

- zoexp< e-βEl-1>C

ただ し

-Tefll>=くe
Tr.♂ 田O+fit)

Tr♂員o

(4｡13)

(4.14)

(4.15)

このように､形式的にか くことは差支 えないが､ (4.13)の もと もとの意 味か

ら_ (4.14)の各 々の cuコ〕ularltではtfI,1が員｡と完全 に叔 称化 され た積 とし

て入ってい ることを記憶 しなけれ ばな らTsい ｡ た とえば

<軍 > -
TrS(♂ 員o亜 )

(SはfI｡ と fllとの対称化)ー この対称化 をふつ うの OPe-rator形式 でかけ

ぱ

<軍 >-iβn
1 Tripdllf:dl2･･･fo･eIne-β昆oHl'11)･･･nl'h'

Trejfl0
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とな る｡ ただ し

甲 1(i)- e嘱 nl e-lE8

したがつ.て:I(4.14)は

班 A も-1

Z- Z- i･E (-1)nJBdllf ldl21･･jo dln<nl(ll)-員1(ln)>C)n=0 0 0

(4.18)

(4.19)

とか かれ るO これ はOrdered exporlenもialにつ い ての cumulanも8.17)

の 例 であるo

n工'dered exponential は よ く知 られてい るが_ 念の ために公式 をあげてお

くO す な わ ち ea+b= eaeioie- 1abeladス… ㌔eiolb',,'dl

ll 1 }l
- ea(1+f卵 油 + Jdll./o'dl2b(ll)b(A2)0. 0

1 in-1

+･･･+I.dllilldl2･･･j din b(}1)- b(針 ･･･i0 0
(4.20)

ま た

ea+b-= e
jotelabe-ladA

1 ■

/◆bト 1)a,i

ejo

1 1 Al も11

= (1+Idlb(十l)+･･･+･/09llJod12･-JotdもbeIn)･･:bPl2)b(-lil0

+-‡ea (4.21)

ただ し

b(i)= e｢labela

この証 明には

､ esCa十b)= esaf= f eS.a一一一シ
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とお き f+ または fi をSの函数 と.L

f = e-SaeSCa十b )
⊂≒=

f _i eS(a+b)e-Sa

を微分 して得 られ る式

df
-上巳ニ-= b(a)Lds

を積分すれば よい ｡

df.
ds L b(-a)

蛋5 TwoTypicalDisもributiorl･S(GaussianaridPq,is;srJrl)

randonvariableをⅩ とす ると､ characteristic furl_Ction C.(封 は

C(I)芋 く さeX> とな り

- exp(cu皿ulanも) とな る｡

そ の CuE]ulantの展 開が二次までで終 るとき_ 分布 は(三aussiarlであ るとい

う｡
..2 , . L :.f

--exp(iE<Ⅹ>-i<Ⅹ2>C)2

この ときの分布函数 はFourier逆変数 で求 ま るo

f(･X,)- 去 J; G(I,eTiEX'dE

J-茄 三衰云亮 ~
expi-

2<x2>C(Ⅹ1-<Ⅹ>)2) C5.1)･

これ を多 次元 の場 合に拡張 しよう｡

C(E)- <eiEX>
フ

=eiE<Ⅹ> -与7<xx竜 E

--ナ → I--て■ --｣■

が Gaussian であ るO <ⅩⅩ>C はテンソ}L,であ る0
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再びFourier逆変換す ると､n次元の(ヨ包u8Bian distribution

f(更) =
望. エ

(2g)2(detA)2
exp弓 (.xし くⅩ>)A(.XL <Ⅹ>" (5.3)

を得 る｡

さらに拡張 し七Ⅹが連続 変数 七をparameterに もつ とす るO 即 ちLrandon

∀ar_iableは 軍も)であ る. この場合Ⅹ佃は Gaussian process とよばれ る｡

G-Russian processの特徴 は どのⅩ(tl),- Ⅹ(h)(a-1,2････)につい~て も

分布が Gaussian distribuもionであることであ るo

characもeris七ic functionalは

,clE〕= <ei離 Ⅹ相成 >

-exp(ij銅 くⅩ囲>甲 +i2fdも1dtZE(tl)E(七2)<Ⅹ(tl)Ⅹ(七2)>C)
(5.4)

とな るO したがっ て､ このPrOCeSSは 2次のC?rreiatiorlfunctiorl

くⅩ(tl)Ⅹ(t2)>Cで完全 に境定され るO

物理現象 ではー しば しば(奴ussian distribution{ -brodJessが現われ る

が､ その理 由は中央極限定理 (centralli皿it theoreⅡ弓に求められ るQ

I､andon variableXが沢山のCOIDPOnentsxjの和であ る場合 -

N

x = jz=1Ⅹj

変数Ⅹの cbaracもeTistic funcもion は

C(E)= <eiEX> =よeiEAj･> とな るO

全ての Xjが独立であると′
= H<eiE35･>

E2

- HexP{iE<Ⅹj, 一 首 E<5･2,C-諾 E<雪,C

+--･チ ･
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<x.,!>C- o(82)とす る と <Ⅹ2>C-o(N82)であ るo さらに<葛篭-0(63leもC

であ る誓 らば- 3<弓 >C～Ⅳ83とな り､ N62を有喝 にす るように N--,

62ー 0とな る極板 ではt N82- 1.N83- 8となっ て､ カツコの中の第三 項以

下 が無視で きるO これが中央極限 定浬の内容 であるD

全 ての 35･が必 雪 L,も独立 でない とき

･eiSq -exptif･ぞ<5･,I i2{E<x3,,C+2誓 xj,;'+ ･･･〕

であ るが､ E<Ⅹ言>C-N∂2 ,かつ E<xi 篭>C～ 62すなわち変数 xl･x2････の

ぁい だの相関が充分局在 してい るt]すれ ば､ 2次のcumulantは NSZのオー

ダ-ー また13次以上 のCumllarlts が 0(N83)であるな らば､相関があっ て も

中央 極限定理が成立つ ｡

マク ロな系のエネ)i/ギー ,磁気モ-メン ト等はー各粒子のエネルギ- タ相互作

用のエネルギー ,磁気 モー メン ト等の和 であ り､ その意 味において中央 極限定

理が一般に成立するO エネルギーのゆ らぎー嘩舞モーメ.ン トのゆ らぎな ど､ マ

ク ロな量のゆちぎは､一輝 にGat〕ssiaヱユであ るo Lか L/phase changeの

criticalpoinもな どでは､中央極限定理 が破れ､ (主a+lSSia_+Tldis七ribu-

tion でTi:くな るO これ はPhasechangeの興 味あ る一つ のポイン トであろ

う｡

(‡aussian processにつ いて も､ 同様の意 味の中央極限定理があ る.,

N

x田 -JE=lXjl(i)

の よ うにⅩ裾が沢山 の成分 より成 る場合_各 成分が独立 で

<ち(tl)う(t2)>C- 0(∂2)

<雪(tl)35･(t2)35･(t3)>C- 0(83)A -

の条件がみたされ るよ うな場合 N62- finite(N-- ,♂- 0)ではⅩ摘

の特性函 数 C〔f〕は

clE〕-eXp(･･･一言J頼 七1)･Ett2)<X(tl)X(t壷)>cdtldも2 チ
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となってⅩ(七滴 庖 ussian宰 なるO 各成分が独立でな くともー それ らJの~相関が

あん まりひろがつ互 いなければ､同じことである

しな上 は､中央極限定理の大体の意 味を述べ たまでで_一厳密な証明ではないo

(た とえば､高次のⅢOmenもSが存 在 しない場合等の吟味) O 重要なことば､高

次の cuIコulantsの大 きさ (分布あひろが り方に対す る制限)で､各成分がい

ずれ も､ どん ぐt)の背 くらペ でT轡 こ傑出 した ものはない- とL,)･う条件 であ るO

これ が成立 しない場合には,中央極限定理は硬立たず,Ⅹが多数の成分か ら成

る場合にで も､管aussian-Ld主-stribuもionに従が れない こ幸が起 りうるO

その典型的な例はPoisson dis笹ibuもまOnである･Bた_とえば 等aS'の中に小

芋い体鏡 V を とり､ その中に見出され る分子の数 nを確率的 に考 えて香,ようQ

変数三1を､ その体積をⅤ として

Il - 2 Atrl･) 但 し Atr) (
.]=1

= 1 tr e v

t ro I i lJ
(5.5)

と'か くo v が十分小.さ くtnが小 さい数であるとGaussian d.istributio三ユ

と大分綾 子が違? て来 るo即ちV/V-0N二虎'NvA 三言 の極限においてt

nは Poissondistribl元ibn-∵を示す｡各分子が全 く独立 であるとすればt

体 積V の車に分子がn 個鬼出 され る確率 P桓)は

N

p如 三 ( )(言p(i-苦)"-nn

とな り､上 の極限で

p抽 - 芸 ~e:a

が成立つ ｡

上 の導出は初等的 であるが､ もつ と一般的には､次の ように考 えられ る｡

変数nの cbarasteris七ic function∴は

iEEA(rj)>< eifn> = < e a

･-∴ N .

- 1 < H/仁1+ (e
J=1

ifA(rjL 1))>L
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であ る｡

eifAEXj)二1

I-==eoiL l xX:'…vV

eiE-1の値が現われ るのはVA≪ 1の確率 である

deifd(35-)- 1)

=<ei >

3(;ltd(5･)～ 1)

- exp<e己 - 1二㌔

響 (35し 1>+･･-.._i- exp(E<e
ココ1

確率V/Vを考慮 して --

- expi等 eiLl)･-･･･-‡

二 次の項は粒 子が独立 であると､次の ように して落ち る｡

<eLEteifA-(5･)-1L 1>C

N
- .F< eiEA聖上 1,?c

J=1 ■

であるか ら､ iEA(Xj)=.h(5:)とお き

(5.7)

<eTh巧)---･1>C- <Lh巧･)_>:t <Lh(Ⅹ]･)2>C十--⊥｣

- くh(35)> +<Lb(ⅩJ)2> - <Lh(35･)>2+-･-

(喜4 例 2)参照) とな るo

チ ャ51)2>'- o一-;_i禦 (xj･)千 _- iE言である_か ら.竺･.7)の 2次の項が (i)2_.～

の オ⊥ 夕tt｣ とな るか らl､三極隈においてこ.この項は落 る｡LL,た中っ て ~(5.7)は

<eifn>- exp(五一(eiE- 1)) (?.:ー8)

とな′るO<■一方
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○く〇 ○¢
<eiEn>- EP(rl)ei封 - EP(d)Zd

nノ=o rlJ=0

であるか ら (5.8)より

p(n)= e一石 空
n !

が直ちに得 られ る

<e血>をEで展 開 L'てみる と

･eiEn, - exp{翫 E+蔓草 首+ ･･･}

とな るの で,. (ideal) Poisson distribution では

<n> = rl

< n2> = 言
C

j=l U 2jさ串

(5.10)

(Z= ㌔)

< ㌔>C- 言

が成立つ｡

す なわちhigherorderの Cun'ulantsは小 さ くな らなげ2これは Ciaussian

disもーTibution の場 合 と異っ てい る点 で､_cumulanも展開 の先の方まで全部

加 え合せなければな らない｡

粒子問にinteracもion が存在す る ときにはー この方法 で一般的に頁扱 うこと

が で きるo

exp<eLE(3払 1L 1>C

N 1
-exp甘 くei明 し 1>C+7;_.ぞ.5=(eifA(篭し 1)(eif略 し 1)>C+･･･)

(5.ll)

A) 云≫ 1の場 合には旨 を単位にすれば高次の c u - lantは小 さ_くな り､ n

はGaussianに近づ く｡
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3'= 女の項 は先 と同様 に極限において.な くな るO 小 さい体 積Ⅴ の車 に2っ の粒

子 い 千綿 在す る ときほ-(ei轡 L l)(ei鴫 L l)は (eiE- 1)2の値を と

るの で- カツコの中の第二項は 妄N(N-1)(芋)2(e虹1)2pとか けるoPは

inもeractionがあ るためのcorreGもion である0

- exp(言(eiE-1)+ 妄言2,(e諾-1)2+I-･･) (5.12)

問題 を拡張 して､体積Vの中に､小 さい体爵vl･V2･･･を とり- vl･V2･･･の車の

分 子数 を nl･r12,･･･と して- nl,n2･･･の同時分布 を求 めるとすれ ば､

characteristic function

< eiflrl+iE2n2+ - > (5.13)

を同様 に計算すれ ば良いO さらに一般的にい うと位置 r･の体積要素 dv(T)の車の

分 子数を p(r担V(I)として､ その分布 を考 えるとch年raCTuerisもic functio-

nal は

clE] = < eifEir54r)dv(I)>

である｡

これを函 数微分 して nIIP2-の分布 を知 るととができるt:･

さ らに拡張 して､時刻 も1,㌔･＼･-で vl(tl),V2(七2)･･･中の分子数 nl(tl)n2(七2)･･･

を数 えるとすれば chaTaCもeTistic furlC七ional

clf〕= <eiNfR +U)n(r･tjdfdt> .(5.14)

を求め ることにな る0 時に 絹 fEJS(I,-tl)4]潮 とすればある時刻 も1であn
の分布の同軍 とな る｡ (5.14)は §2の定理 工Iに現れた形 を もっ ているが､【こ

I..
の定 理を証 明す る際の条件が必ず しも満 た されない場合があ ることを､ これに

関連 して達意 してお こ うO (5.13)揺

<eiElnl+iE2n2+ ･･･>

- exp(A (eiEL l)+ 7i2(eiE2-1)十･･･+口 (eiEl-1)(eif2- 1)+-･)

-303-



久保亮五 一

ただ し

q=pldy l ･ ., n2= PZdvz････

とい う形 を もつか ら dvl･dv2.･･･∴ 0として雛 形に うつ ると

C〔E〕=<ei･Uf(I ,I)p(r･七)dvdも>

- 禦封 i･U.< p(I ,i)> dvdも(eiE(r･t)- 1)

- .W<p(r･t)><p(上 り> 9(r七,rJt,,)(eiE(rTt)-1)

x(elf(r'･印- 1)dvdvdidtJ+････'･･i (5.15)

の よう~にな る｡ これは §2定理 I工の場合の ようにE(r,i)についてのseries

ではない〇なぜな らば <(pdv)2>Cは Poisso･n distributionな らば<pdv>

に等 しく. ∩(dvZ) にはな らないか らであるO この よう宰 粒子数分布な どの嘩

潜 では､粒子数密度 p(I)に よっ て連続 変数 をパラメーター とした確率変数 を導

入 して もー P(r)dv自体が本来連続 でない ときには注意 を要す る｡

量子化 された波動函数 頑r),押 目こよっ て粒子数 を表す とき､ また interac一

七ion eneⅠ､gyな どを求め るとき､ Eについて展開 され たOuⅡ】ulanも fun〔十

七io1ユS((汝eerlfunctions)に対応す･る計算 を行.な う上すれば､ この ような

注意が必要な もの と思われ る｡ (5.15)のgは粒子分布のcOrrelaもion を表

わ してい る｡

～

56 Mhr女.offprocess

randoⅡ】甲 riablex用のPrOCeSSを考 えるoX(t)が 七に実現す る億 を

Ⅹ J として (xJltl司 ,t2･-･) とい う組を考 えるO この よ うな Sもocbasもic･

proces昌は nケ (n-1,2,･･･)の timepointsにらい て~の分布 のPrOba-

bility Wn(]tltllx;七2i･･･%'も )dxl'dx2J-djtnJに よっ て表 わ ざれ るo

Markoffprocess とは_ この確率が

･A (雪 も11毛 も21l･･･lxnJtn)dxIId宅 ･･･d電
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=Wl(写il)d雪P(xIJも1-x2)も2)dx2J･:･PC%Llも_I-%Jh)d%J
(611)

と表 わ され るPrOCeSSであ るo P(xl'七1-x2Jも2)は tlに X; p'<実現 され た と

きー'ち に 写 が見出 され るPrObabiliもy densityで transiもion proba-

bility とよばれ るC

次 の よ うなnOtation.を採 ることにす るO

P(x:tl- x2Jt2)≡ (x2IlP(t2ー tl)iギ) (6.2)

これ を P(も2- も1)な奉Datrix の要素 と考 えれば- この transitiorHOaもrix

は ･･､

P(もー も)=苧(t一七')P(甘ー to) (6.3)

の睦寛 を もつ O このmatrix produ.C七 は lLJが連続 の とき'は､ XJの積分 で定

義 され る｡ discreteの ときはふつ うに和 を とる｡ 七 .x/は COntinuous.
Iヽ

discreteで あ りうるので,全 部セ-4つ の場合が みる七 とにな-るo

姐 rkoffprocessの問題は､任意 の時 間につい ての 七ransiもion proba-

biliもy を知 ることに あ る｡

七が､ 七- 0,1,~2,--の よ うにdisGreもerで あれ ば_

Pel4-'O')-P(nTn-1)P(n-1-r1-2)-･･･-PH-0)

-pf (Fl ≡p(1- 0))

(ただ し- 様 なMarkoffprocess とした)の よ うに簡単 な話 であ るo

tが鼻鏡 ,3tが~discreteの場 合

- 1- r(xつT+･0帽 ,･悪'--jr
P(Ⅹ〝,ち+ で-Ⅹ′七)i

ニ T(Ⅹ n王子 IxJ)+0(Th A"キjt

七が連続 ,Ⅹ J も連続 変数 で ある場合には⊥

(6.4)

伍.5)

pLjt′.ち+r-xJt)-8区｣3Ln)i1-r区 )r)+TL5f′汗ば )+0回 (6.6)
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と仮定 しよ う｡

transition probability-Pの意 味か ら

を p(XJJ,ち+T- XJ,ち)- 1

fdjt′P(*1,ち+_I+X'･t)-1

が成立つ O したがっ て

γ(ⅩJ)- 3 (3t′げはJ)
ⅩfJiR'

または

- ./dx"(A"17 lxJ)

(6.5)または (6.6)の仮 定か ら､ transition probabiliもyに対す る

ChapⅡ〕an-KolエコOgCrOff equation

∂

TtP(xJ･七←xDt∂=E(xJi干ばつP(jtJ鴨 to)･-･T的 P(xJもーXo七o)xJJ
あ るい は

(6.7)

(6.8)

(6.9)

- ･J(幻テ1碧)djt′PLjt'七一xDto)-r(jt)P(RJも-Roも)

が 導かれ る｡ この右辺 の第二項 を含 めたB]atrixを Tとか くと (6.9)はひ とま

め に

∂

すrP一(もー も8)= T囲 P(七一 to)
(6.10)

の形 にか かれ るO ここでは一般 に T .デが 七の函数 であっ て もよい と-したO

もLFが 七に よらない な ら (6.1qの解 は

p(七一 ㌔)- JTi1 (6.ll)

1は単位 行列 (∂函数 ) であ る｡

七一,O3の漸近的挙動 を調べ ることは､ぬ rkoff過程 論の中心 問題 であ るO 簡

単 のため､ 七 , Ⅹと もにdiscreもeな場 合につい て詳 し く述べ る｡問題 は
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マ トfjツクス (幻 Pllx')のn乗の漸近的性質を しらべ ることに帰す るo

Plの transition probabilityの意味よ り

(幻 PllxJ')≧ 0
)

Z(Ⅹ〝lPllxJ)= 1jt′

この条件か ら､ Plは簡単 な性質を もつ ことが知 られ るo

IPl+a- Aalga ･ PaPi- 1apa

(6.12)

(6.13)

に よっ てPlの右固有ベク トル 亀 ,左固有ベク トル pa 2 固有値 ]･αを定義す る

と､ pa･海 はaキβ の とき直交す るa

(pa･海)=o"aβ

この pa･Qaを用い ると､ Plは

P = Ela亀pal
α

と表わ され る｡ したがって

(6.14)

p12-aEpZ la構 pa雛 3- EaEPla醜 Sae93- 2 la2雛 (6･15)a

一般 に

pln-Ilan亀 ga
α

とな る｡

n≫ 1では､殖対値の大 きい固有値の項 だけが残 るわ昼であるが､条件

〔6.12)より､すべ ての固有値 も の絶対値は 1を越 えない こと､また固有値

1が少 くとも1つ牢在 し､~その他の ila王- 1の固有値 は 1つ の整数べ き敬

e2伽 であることが証 明され るQ

1) 1に等 しい固有値が､ ただ 1つ しかTi:十､､他の固有値の塵 対値はすべ て

1よ り小 さい場合は､

ギ ー 4.% (1｡- 1)

丁307丁



久保牽五

マ トリックス要素でか けば

(Ⅹ′iギ 王明 - 4To(ⅩJ)%(Ⅹ 〝 ) C6.16)

とな るか ら. nが大 きい と､変数Ⅹの分布 は+.国 で決ま ることにな るoす な

わち､いかな る分布 か ら出発 L,て も､ 長い時間が経 てば､分布 は 4.柚 こ近づ く

ことになる｡ この固有 ベク トル は

pl4'o=lo 或 は -;" (ⅩJiPltjt')40(Ⅹつ-Qoix')
(6.17)

をみたす｡ これは 亀 が平衡分布 であ ることを意 味す る0

2) 1元 等 しい固有値が ただ 1つ で､ lla巨=1な る ものが､他 にい くつか あ

る場 合は､Plの長時 間平均- すなわち

1‡1lil3--3､(X'!勘 3tJ)- QT.(jt)po(jtJ)
nj=1

(6.18)

が証明 され る｡

以上 の二 つは ergOdicとよばれ る場合で､ 特に初 めの方は regularで あ る

といわれ るO一般 に 1に等 しい固有値がい ぐつ かあ 拳ときは､nOIT卜ergOqic

であ るC 連続Ti:時間の場 合

∂
- P==FP
∂七

のFに対 して固有値問題を考 える.

Flga=- ･Ta亀, pa71=-TaPa

これが完全 に解け るとPは

p - .E･elat亀 paa

と表わせ るO-先の場合に対応 して

LA T ≧ 0 が成立ってい るo

(6.19)

(6.2(》

また r= 0の解がuniqueに存在す るときは- regulqrLergo墾 G.で卑るo

r= 0の勉にPurein]aginaryな Tが あ るとき,Pは周期的 にふ るまい､平

均的 にあ る分布 に近づ くことも_ 先 と同様 であるO γ-0の解がde.generate

していれ ばnonergodicであ る｡
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