
払 rtiCユe-EoleConjugation

渡 辺 宏 (北大理)

(12月 4日受理)

蛋1 は じ め に

同種のFem]i粒子の集団を記述す る際_粒子その ものに着冒す 声代 如こ:.粒

子の抜けた穴に着目した方が簡単なことがあるo又､ 1粒子の量子状態の集合

を適当に2?に分類 してtその集合の 1つは粒子にこ他は穴に着目す るのが都

合のよいこともあ.るO

このノー トではー粒子 と三穴の使い分けについて､ OCeuPauon''-rlⅧb甜 表

示 を用いて述べてみる.52･以下では'､実際の定式化は粒子に着 冒して行こう.

_.occupatio包七･tEn-blei,二衰宗を教 うには_粒子のCreaもion とa-nni_hila一

七ionのLop占raB-otrを 用い竃 のが鍵利であーるo lつの粒子を3'とい う状態に

創 るOPeraもdrをa声 K･とtl'5状感に'ある投手を消すoperaもofを 寵 と記

す ことにす るo attaj･Jとは互 にhemitianconjugateである言 れ ら

首璃 など̀に示 ､て次の'交換関係が成立す るO
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守 当とい うoperaもorはjとい う状態にある粒子数は対応す 畠即ち

弓5･- 5･
と書 く ｡ 糾か ら
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jという状態にある粒子を消す ことは穴を二日こ創ることであり､Kという披
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態に粒子 を創ることは､ Kにある穴 を消す ことである｡ 粒 子 と穴 に関す る

creaもion とannihilationの OPeratoTを別々の記 号で定義 し_ 詩論 を

別々に定式化 して籍栗 を物理的に解釈す るとい う話の進め方 もあるがt 解釈に

アイマイ さが残 る場合があ る｡ 例えばー 電子の磁気能率は正孔では向きが逆に

な るか ? といった疑問である｡ そこで §2以下 では む少 し立ち入った約束を

定義 し_ 粒子に関す るoperaもorのめで定式化 を進 めるO

§2 Sbell

考 えてい るFermi粒子の 1粒子のfla工出1七onian Hが時間反転 (Wigner

の意味) に対 して不変であるとす卑O その場合､KrLa工DerSの定理によっ て～

1粒子の状勘 と､ そめ時間反転 した i粒子の状態 雪 とは同じエネルギーに

縮退 しているO ここで TJ･ とい う状態はjの量子数の車で一 時間反藍で符号 を

変 えるOPeraもorに関係す る量 子数の符号を逆に して得 られ る も▲の とす る.

EIがあ る変換の群E･t対 して不変の場合は､ その群に掩蓋的な必然的な躍遇が生

ず る｡ これはduedegeneracす とよばれてい る｡時間反転 と変換帯 に伴っ て

縮退 してい る1粒子の状態の集合を ttShell''と定義す る0 1つのShelL に

属す る状態の数 をN と-す ると､ Nは常に偶数であ る｡

r時 間反転で関寧つ けられ るj と S･の状態→ク トル 隼 > と1雪> は博 聞反

転のoperaもorXで次の式で関係つ け られ るとす る｡

鞘 > - 8ji雪>･ 3= 1･2･- N ･ (6)

ここで位 相因子 Ejは絶対値 1で､ 好 の 1粒子状愚に関す る固有値が-1であ る

か ら

E3･X eT1-- 1 又 は E31 - -6雪
なる関係 を満足 しなければな らない｡例えば

Ej =【E等 = 1 又 は -i

の よ うに選んで もよいQ
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S3 CoⅡ】ple‡コentarysもa七es

N個の 1粒子状態か ら成 る1つのShellを考えよう. このShellにn個の

粒子が存在す る系と､n個の穴 (或 いはⅣ-n個の粒子)が存在す る糸 とは､

種々の点で類似してい る. 例えばn粒子系 の波動函数 とn穴系の波動函数 とか_

又t行列要素や固有値な どが極めて類似 してい る場合がある. この類似 性を見

通 しよく安定化するためにCOmPlementaryStateとい う腰 念を導入するo

n個の 1粒子状態 3',k,･･-,nが粒子により占められている状憲g(a,k,- ,n)

と､N個の 1粒子状態か らT3-･Tk ,･･･, Tn を陰りた N-n個が粒子によって

占められてい る状態 g(〔Ty Tk,･･･,Tk〕)を互にCOmPlem- baryな状態 と
呼ぶ｡ (或いはcOnjugal始 な状肇｡.) 餓えばsheユ1に まつ.も粒子のない状_

態 と_N個ある状態 とはCOmPLe173eritaryであるO このCOmPユen3e三ユtaTyな

状腰を､位相因子を含めて..一意に娼係つけるopera二七O-IC を次の標に定義

す る｡

ciO> - E182･･･写 aaてa:･･骨 LOモ
｣_

吋 C-1-等 aTJ･I I〒 132･････"

及び

(9)

(10)

ここで 10> は粒子が 1つ も･-ない状態 ,fN> はN個ある状態の状態ベク トル

である. 便宜上､ 1_,2･妄･9-･,凡という名所は､ j番 目を時間反転 した状態が■

N-3'･+1番目にな･るようは約束 してあるO例えばTl-N .

(9- 位相因子の積 EIC2･･･eN/2はCの時間反転に- る不変性 と､ C2の固有
値を以下 に求めるために導入 したO このようなCがun i七aryであることは容

易に示 され る｡

(10)の herE]itiarf.?;:co輯壷ate.~をとると ･

C5･C-1- 83･aTJ+
(7)を考慮 して

C2aji-C-2-雪
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♂を 10> に作用す ると

C2′io>-cccや6zo, - .'-lP2i0,
C亨をn粒子の状態 la,r>,rは量子数の親､ に作用す ると

れ n,T>- (-1)N/2-Bin,;>.

(13)

(14)

ここで (12)113)式を用いた｡ (13)(14)ふ らCfの固有値はIt-1)N/21-nT｡与えら
れ るか ら

C2- (-1)N/2-

と書ける｡ ここで星は粒子数Operatorで

旦 - ｡舘 5･･

特に n- ㌔ ′の時は

0 2 1

¢5)

-(16)

とな り､ 王N/2･r>.Xは-1になるように出来 る可能性を･示 してい るO この

キうな選 び方 としてsenioritT BGheⅡIe,を挙げることが出来 るが､こ.こでは

立_ち入 らないO華子数の親 γの内､物琴埠に戟対され る量に関係するものは-

Cと可換なoperaもorの固有値にな?てい ろもの とするO 次節で示すが､例

えば1粒子型のoPeraもorで卵 もば時間反転で符号を変えるものというこ,とに

な る｡

§4 0peratorの分類

1粒子塑operaもorFはshe11の中で､次の様に表わされ るo

F -.3･EF<H flK>す恕
2粒子型 operaもorG･は

2G- 3<j射 giim>a;夏もal
右鼠⊥.Ⅱ1
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但し和はshellLの中の N蘭の 1粒子状態について行 うO 又 <3'ⅩLgZl詔>-

巧̀刑 Ⅲ1>･
FがherⅢitigtnか anti-herfDitian,又､時間反転で符号を変えるか変

えないか_ に従ってt Cとの交換関係は 表 1 のように与えられ る｡

表 1

不 _.変- cF+ FC CF=FC

この表ではsCalatoperator,即 ち員を不変にす る群に関 して も時間反転

に対 して も不変な 1粒 子型Operatorは除いてある｡ このようなOperator

は星 に比例す ることが容易に群論か ら知れ る｡.

例えば In,γ>が角運動量の固有状態であれば Cln,γ>もそ うで､同 じ固

有値 に属す ることにな◆るO磁気能率はC と可換で､ その向きはia,γ> と

Cln,r>に崩 して同じとなる.,

Gについては_一般には表 1の ような簡単な関係は得られないが

CGC-i - cT.3+ Cil+ G (19)

のように書かれ るO ここでCioは定数 ,Glは1鼻子塾operaもoT.もしGが表 1

のいずれかのFの積の形に与 えられれ緩

aG(r l = G (2('))
となるc,

もし(19)において住がscalarであれば 射 草生正比例 す る｡
任意のoperaもorr)の(N-a)粒子 (即ちn穴)の状態 に 関 す る行列要素
は

<N-n･rJ101N-a,r>-<rl,T'iCMlocln,γ> (21)

と書けるか ら.1CMbcのn粒子の状態 l_Tlr>に関す る行列要素を計算すれ
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ばよいことにな るo N-nがnよりもは るかに大きい時は､ (21)の関係は

(N-a)粒子系の計算 を簡単にするのに役に立つoN-nがrlに等 しい時､即

ちn-N/2の時は､そのような簡単化の代 りに､有用なSelection･ruleTが

§5のように得 られ るO

善5' rl- N̂2の場 合

n-N/2の場合､ lモ掩,r>とい う状態をCの固有値に従って2種類に分け

ることが出来 ることを §3で述べた｡ Cの固有値が +1の状態 をeverl,-1で

ある状態 をodd と呼ぶ ことにす るO

･'2粒子塾のOPeral,｡rGが scalarの時はn-tJ(2の場合 9(19)をCで甲

び変換 して

G-- Cio+ C}1+ CGCrl (二'･う

となるO ここで CC-1C-1- Gllになることを用いた O 理由は CnG-i- 星 と

な るか らt (19)'と(22)を比べ て

Go + G - 01

とな り

cG-C～1 = ci (PL3)

を待 ちO即ち､scalarな勘 まn-N/2の場合Cと可換である. それ故Gにつ

いてのSelecもion ru.le

<N/2',TJ,even iG-1N/2,T,Odd> - 0 624)

を うるO そしてGの固有状態はやは りCに関して everlとOddの二種になる｡

次にt C と可換なFをeven 反可換なFをodd と呼ぶ と次のSelec七ion

ruleを うる,

<N/2,rJ,even l㌔姐1琴(2,γ,even> - 0

<N/2,rJ･odd iFewEniN/2,γpeVen> - 0
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蛋6 2つのShe11の場合

2つのSheilI及びIIを考もる場合は､夫々のShellに?いて qPqI
を制 ,(1(Dに従つ で定毒するとよい｡

例えば=については粒子に､ 元 につ いては穴定着冒する時は､ qIのみを

用いて_ 2つのSbellの車で定義 されたOPeraもorOの行列要素について

次の関係を うる｡

<nI巧r nIIlr110lnI･NII･r>

〒<聖･rh,fiLTIIInCk巧 巧工,γ>

2つ以上のShellへの拡張は白面であるO

C27)

:i-7 む す び に

以上の話では具体例 を挙げなかったけれ ど､実際に応用す る際には､ Shelユ

を定義す る由江豆ltonianを不変にする群 ,1粒子状態の時間反転に伴_5位相

因子E.jの選び方 ,ln･r>の rの選び方 ,といった作業が必要であるO 又､
粒子数を変 えるようなoperaもorの行列要素Ti:ど述べ なかったが､例 えば

proもon とneutro-Tlを変換するようなぬⅡ)iltonian･が鄭 t,る場合にはC

の定蓑 を拡張す る必要があるO
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