
スピン系の二次の相転移にづいて

鈴 木 増 雄 (東大理)

〔1_月 18日受理〕

Landalll)と Lifshitzl)は､二次の相転移の現象論を展開し､GinzIJllrg

とVorlSOv頭iil)は､その理論を強磁性体に於けるCurie･点近 くIの頭象に

応用したO彼 らの結果は.単純な分子場近似の結果と､,本質的に同じであるc

Lかし､最近の実験データ私 その理論と合わないO I,LI-i2･3)LP Fe3)の帯磁率

了 1-a(T-T∂Tと置くと･ r三 毛'tな り､三次元Heisenbe'rgm｡delに

に対する級数展開か ら.IPadCJ･の方法で予想した値と-致するod･11) 又､

EuSS)の自発磁化Ms !Jま･Ms-b(Tc-T)+ となる こ とが､実験- 示 され

ているo 反強磁性の刑としてさま･旭 F2･btiあ_り･そのSTlblatもiceの自発磁化

は鴨 -(Tc-TifiとなるO

これらの事実を説明しようとする一つの試みをL. ここに述べたいO まず､

磁場Hがある時の熱力学的ポテン シャル¢を磁化Mで展開出来 ると仮定 して､

その展開係数を ミクロに求める公式を作るO次に.その表式を周いて. どの

ような 条件の下で.実験事実が. うまく説明出来るかを論じて見たい｡

(i)さて､転移点近 く五 熱力学的ポテンシャル¢をMの級数で展開出革ると

しよう ;

¢(T･14)- A｡+AM2十BM4+cM6+- -HM (1)

展開係数A｡,AJB,C- を generalizedc'ujnulan七S6)を用いて表わす公
式を作ろう｡

H.を磁場Hの無い時のス ピン系のHamiltonianとし､ totaユspin P

z~成分をS=fsiz としようO そして･Bohrmagneもon を単位にとると･

め--kTlogT･re-βrLlro-S･H)
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M= < S> =
H

TrSe-P拓-S･fiT)

TT㌻β(LUO-S･IB
(3)

Curiepoinも以下では､ ¢やMは.Hの函数として. 質- 0で､･LSingular

な函数である｡それで.事情は復姓である｡ そこで. まず.Curiepo土nもよ

り上での表式を求めることにするO その温度領域では､ ¢やMは形式的に.質

の級数に展開出来るO(2)と(3は りこ

め-｣kTlogTre- Guo-kT誉
nニ1

(rlfIHITl
a!
<S(n)>

C
(･･1.7

ここで､ generalizedculnulantは､

..l･ヲ .･11
< S (A)亨- j d も ･七･-･I dもn < O S(七 1) ･･･S(tn)言0 0

p tn- i

-封 佃 / at2-･j･dh <S(tl,･･･S(tn巧 ,0 0 0

S(七)- etJiro s占rtJVo ,

< ･･･>は ordinarycu皿lllarlも.C
Curiepoihtより上では. Hamilもonianの対称性か ら､容易に､すべて

のnに対 して､<S(2m+i)>- O が示 されるOそれ軌 Mは､
C

M=kT g
ヂ 二~-1

n=1 (2n- 1)
< S(zn)>

C
(5)

となるO この式から､形式的に､HをMの級数として.解 くことが出来るO 計

算の結果は.

H-己IM+㌔M3+㌔MS+ ･--･

として.

al=β<d2)> '
C

1

β= ~妄す~ I
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bJ4)>′~ヽβ3<
a3=-1口

a5--+ [

<S(2)ゴC
く∂6)>C
<S(2)jC

- 10×
<S(4)>2
C

< S(2)>7
C

a7- - -む 〔7!

+280×

<d8)>C

∂¢

一万･軍象論的に､訂 = 0 よ り ･

H-2AM+4f鋸3+6Cu5+ ･･･-

(8)を(6)と比較して､展開係数A,B,C,-に対す る公式が待ちれる ;

A- 筈 - 号東 ,

芸｡‥. ,ヲJ:-一二!'':i-p-_こ-i-･+1.I
4~ 4!

<S(4)>C
<sw>C4

C - 普 ,D.-管,

(7)

(81

(9)

このようにして､熱力学的ポテンシャルに対する ミクロな表式が得られた.

これらは､ C-ユrie 点近くでのS土nguユarityを議論するのに役立つであろ

う｡

帯磁率は(6)式 より.h土gberter皿を省略して､

I-を -宜 -kT<d2)>C (10)

これは長 く知られた公式であるO 又 CllriepointTcは A(Tc)-oー紅よっ
rj
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て 定 義 され るo依って､(9は り､ 2次の C71mulanti<L42毎は･-:葦で発議するO
(10) より. xも同じS'ingTlユa桓 短 を示すQ(7ほ(9)の表式を用いて､A,B ,
C,- の Singulariもyの様子を議藷して見ようO簡単の為に.Tcの近くで ､
各 次 数 の cujm lan七が次ゐ ような ordeTのsing-ユIariもyを持らと仮定し
よ う ｡

<S(2rl)>C-o(r a2rl) , 一 - lT-TcI･

そうすると.(7)､(9は り

A-0(ttt2),

∋=o(も4α2- α4) ,

C=o(七6a2-a6)+o (七7a2~ 2a4) ,

D-0(tBaaTや) ÷o (七9α2~'14-OE6)+O(tna2~3a4) ,

(l l)

C以後は.いくつかの項の和か ら､ なっており､それぞれの項を切りはな し

て考えると､a,CiD,･･･と後の ものほ ど､強いSingulariもyを持っ た 項 が

現れることがわか る｡
一方.Tco近くで､ ¢がMの級数 として･展開出来るという 爵 鮭 の 下 吃 .

塵論を展開する以 上 係数A,B,C,･･･はtTcで発散しな い と い う 要 請 を 置

くのは自然であー早O そ こで. (ll)で. A,B,C,-が皆 ､ . 有 限 で あ る と し て ､

~しかも十g,D,∴ め 車 中各 項 が.そのS_ingulari 七 y に つ い て ､ 互 に C a n G e l

Lないと し て . そ れ ぞ れ の 各 項 が有限と仮定すると. 例 え ば . t e r m

o (七7α2~ 2α勺 - finiTueよ り 7a2_享2α4となり､純 一a4>0となって･
∫.

a (Tc)- o と な る Q し か し ∴ 同線ゐ事をくり返すとこ C(Tc)±O,D(Tc)-0,-･

と な っ て し ま い . Physicalに 変な事になるO以上の事から､ C以後では.

そ の 中 の 一 つ 一 つ 07 項 は .1発 散 していて､全体として､それらの Singularit･y

ほ eEm Ceユ し 合 い . a,C,∴ は ､ -痕に綾.Ttで零庭ならず.有限の億 を持

っ の で あ ろ う . し か し ･ こ こア 注 軍チT(きことは10um711anも<d2)>C と
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<d4)>C.のsing71ユaTiもyの具合によっては･ Bは curiepoinも で零に

なり得るということである｡ 即ち､ ㌔く如2ならば･B(㌔)=O であるo更

に､ α｡< 3a2ならば､Bの 七eTlnは､Aの teftmに較らぺて､無視すること

が出来る｡

(ii) B(Tc)=o'虜 に､ Bの 七ernがAの term に較 らべて､無視出来る

と仮定すると､ どういう緒論が得 られるか｡

C･(Tc)キ0とす るO (○(Tc)-Lo･,の CaSe もあ/り得るO間際の議論が可能)

安定性の条件 より･C(Tc)> 払 まずtB(Tc)-0ということを用いるとt

(8は りI Criticalmag'letisaもionM(.Tc) は.

6C(㌔) M5(㌔ )- H ,

∴ rM(Tc)∝ ff,♂-÷-Q･200 I
(cf･ 8- {-0･333 byLandall,Sもheor再

Weissと Forrerのニッケルに関する実験デ｣タを､最近.Fisherと

RIio-1V畠12)が､整理し直した｡ それによると､ 6=0,237_この値は.Landau

′のよりも､新しい値に近い｡本当に ∂- % になるかどうかを.もつと実験

で確かめてみたら面白いと思うO更に又･ CIIr.ie 点近 ～でIH<A- M2

cllrVeがt linearでなく､ Parabolicになっているo この事実も.定

性的た亙 B(Tc)-O ということによって説明出来 るO
次に､.白濁 磁化を議論するには､ C71rie 点以下での係数A,f3,C,･-:･･の

性質を調べなければな らないOその儀域では､(7)のような ミ■クロな衰式を求

学的ポテンシャルの性質が､全ぺてわかつモいれば､即ち.全ぺての次数の

cumulan七 がわかれば､ Cu･rie 点以下での熱力学的な性質を全べて､予-

言出来るという可能性があるoLandallの理論は､その種の最も単純なmodT

Flil である｡彼の理論では.熱力学的ポテンL'ヤルは､ C-ユrie 点で, sl計-

glllarity を持たないO_この条件は､非常に強いものであって.結果は分

子場琴論と同じになってしまうo Lか し.一般に､転移点のところで.熱力

学的ポテンi'ヤルは､ Onsagerの厳密解の例に見 られるように､ SinguLT
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1arityを持つであろう｡ そこで更に､ Cu∫ie 点の上と下を結ぶ原理 とし

て､次の要請を置くo Curie 点以下の熱力学的ポテンVヤルは･TGより上

での熱力学的ポテンシャルを､温度複素平面7)に拡張し､それを解析接続し

たもの､即ち. branchの一つと考えることが出来る. したがつ.{､係数A,

B,Cは､上と下で､同じ解析的性質を持つはずである｡ 依って､少なくとも

係数の SinglllarityのOrder はTco上と下で､同じである.そこで･Tc

の近くで､次のように置くことが出来 る｡

A-a.tr･ /a+>o atj,Ve
i

Ms-b七β, ＼a-<O belov]

Z:弓 .TT 二 もーr aboveTc ･

-:cc/3 (i2'

(ユ3)

顎 下では.(8)でH-0 とおいて.f鋸3 term と他のhigher もerm を無

視すると.

2ms+6CMS-o･

･M3-一客 ニー

故に, 4β-γ

a_七r

(14)

この関係手蔓､三次元 IsingmOdelや Heisenbergmodel に関する

padteJの結果から.旭.rshallが.予想していたものである08)
一方l帯磁率 Z､ 自発磁化Ms, 比熱 Cの Sing-ユiariもyに関して､もう

一つ熱力学的な関係が期待されるo最初､ 加 stan とFisher9) が､ 単純な

modeユから､a+2β+上-2 (C-Ct-2)を導いたo 後に. RllShbookelO)

は.次の熱力学的関係式から､不等式 α+2β+ r≧ 2 を証明した･;

qr cM- Tl:(% 琶/(i ,芸
更にもし. ここでt qM･のSi.lglllalrityが CH の最も薄 い次数のSi.lg.llariもy

を完全には canCelしないと仮定す･るならば､次の等式が得られる ;
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α.+2β+ ㍗-2
二次の相転移

(15)

そうすると､ (14) と(15)より. α,♂,r の中の一つがわかれば.偽の二つ

は､求まることになるO 飼えば.もし.比熱Cが対数発散 (これはα- 0に

対応する)をすると仮定するならば･ 3- 3i了 - 4/Bが得られる. これは

最近の実験と良 く合うO 叉､三次元HeisenbergpOqelに於いては.Padd

の結果から､ r- 4A が 相当良 く 成 り 立 って い る.4･王1)α,βの値は.まだそれa
ほど確かには決められていないようである｡しか し.上の二つの関係式 (14)

(15) を用いると､ ♂- iTS,a-0(対数発)が結論されるO更に,三次元

Isingm｡delでは.同じくPadeの方法によって､ ㍗- 身 が確立 されて

′

いるoそうすると､ 6- 年6J(Paddの結果もこれ- 常に近い = 12),
a- 克(これはゝ まだ､Pad′eでは確かめられていない｡Padeでは､

∫

o≦ α≦ 毎)o
･ここ 1,8, という籍異は注意すべき事である｡

(15) 式を一歩譲ってl不等式とすれば､ a≧ 短 ｡いずれにしても､比熱は

対数発散をしないo もし､他の方法によって､三次元 IsillgmOdelでも.
∫

比熱が対数発散をすることが､厳密に証明されれば､Pad'eの結果が間違っ

ていることになる ･f=次元の･=singm｡delでは､ 14β - r(p-麦,7- 74)･

この場 合は.壬hmil七onianと二次元という特殊性によって､(1)式の車で.

M16以下の termは･皆､Tc で0にな り.その結果として､ 14･3-r が

得られるのであると.現象論からは.理解される｡

一般にl他の二次の相転移でも､上の議論と同じように､熱力学的ポテン

i/ヤルのOrderparameもer に関する四次の項が (或いはもつとhigher

もermまで)転移点で､零になることがあるのか もしれないo gas-1iql1-

id transitionでも-､そういう事情にあると思われるO

最後に､絶えずt勧指導を下さり励げまして下さった久保先生に､感謝致

し_ますO又､有益なdiscussion をして下さった三宅さん.金 さん､

Spr土ngerさん,その他の人達に感謝致します ｡
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