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§12･聖旦≡拶主もiop_P三〇bab主柱_ち_y

randomvariablex(i)に よって記述 される PrOCeSSが 'ぬ ussian

な らば幾度 も言っているように PrOCeSSは .correlation fu-nction

<Ⅹ(tl)Ⅹ(ち)>が求 まれ ば. これ で完 全にきまるO その 列として もransi一

七ion probability p(鞄 ,玩--Ⅹ,ち) を求めてみ ようo p(毎もO- Ⅹ,ち)紘

W2(狗,ち;xti)

Wl(鞄も)
-P(鞄 ,七O-Ⅹ,i)

に よっ て与えられ るo ここに

wl(Xb･玩)- 吉 fC(Eo)e-i砥 dEo

(12･1)

(12･2)

喝商 膏 ;Ⅹ,ち)-# J℃(Eo9f)e-ifo加 圧 dfodE (12･3)

今考えているPrOCeSS-は Gaussian であるか ら.特性函数は

C(Eo)-eXPト+E喜<Ⅹ2>〕 (12.4)

C(Eo,E)-exp上 寿 26x2>一幸くわ -EoE<㌔Ⅹ>〕 (12･5)

ただし定 常過程 として

<嘉>-<x2>

としたo もちろん. Wl払 .ち)紘

Wl毎 も)-
/ヽ盲蒜;I,こ2>

2
Ⅹo

e~セくだうーー

こ3118-
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統計力学

W2(鞄も;Ⅹt)は公式

7k fe3PトitfAf)-ibf]df
expトせO,A～lb)j

を使えばよいO (12.5)の2次 形式のマ トリックスの逆マ トリックスAl･ま

R- <沌Ⅹ> … < Ⅹ(ib)Ⅹ(七)>/<x2><Ⅹヲ>

■/
とおいて

･こ更 > -< 鞄Ⅹ>
(

一一 <X?>2(卜 R2) ㌔- <鞄-Ⅹ> <Ⅹ2>
A-1=

で与えられ るか ら

W2鴎t.;Xt)=
2方ぜ嫡

(12.7)

e:xpL議 遠軽2壷如x2i]

(12･6),_(1ー2･7) を二(王2･1).K入 れれ ば

P毎 もO- Ⅹ七)-
亮ヽ6-蕗 藷-)

e

(x一掬R)2
2<Ⅹ>(1-- )

(12.7)

(12.8)

が得 られ るO特に randomvari･ableとして freeBroⅦ1ianParticle

の Velocity可も)を とれ ば (ll.6),(ll.7) krよって

‖ R=<u(b)u(i)i/<u2>-e-r世 引

であるか ら

P(uo,もートu,i)-
∫ ′̀_

', A.

lr --
__/ L

~云 耐 -rTt,-ri･T1-I
中 一the二相 Ttoli

1-一首 2γ軒 射 ‡

一･879-

(12.9)

(12･10)



久保亮五

513F=Q_些 _er-__担 年Ii_Q卑畢q_リ卑昼Pnを導_びくこ_と

Langevin equation-- :;(う

%-- u+f(i)

を短かい時間 Jも にいたって積分すると

.Au-u(ち+At)-u欄

ち+At

か ruAt+ ft i(tl)dtl +0(At)

random force の平均は 0であるか ら

Atlim.晋 ニ ー , u

また (13.2)か ら

(13.1)

(13.2)

(13.3)

-

1im<Au2> 七+A七 も+A七

-AiLm｡忘 jia" id七2<f(七1〕f(も2)>Laも-0Aも
(13.4)

となるが. この 2重着分は 0(dh)であ,ることは､ 菖9でやったのと同 じ方法

で示す ことができる :

甲(tr t2)=くf(tl)f(七2)ラ i9回 -甲卜も)

ち+A七･1汁A七 At

位 より ftd.tl ft鴫 <f(tl)f(七2)>-2f (At一七')叩 )d七10
At At

-2At/甲(七′)dや′-2fも′p(も′)且も′0 0

(13.5)

(13｡6)

random force の変化のはやさ._すなわち cO正elaも土on 七ime Tc●につ

いて (8.9)の条件が成立つ塞すれ ば -

TL-ら ,At ≫ Tc (18･7)

としてよいC (13･43での At はーこの意味であるが. このとき (13･6)の第 2

項は_0(TS),療 1項は 0(TcAt)で (13･43には第 1項だけが きくo この事鰭

を数学的 に表現すれば.極限操作は TtT-0 .At-0 の順序で したがってP(i)

-880-
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統計力学

を 8函数 に して しまうな ら. ことは簡単 に な るo ともか く､ この意味 で(13･4)

は

<A13> ∞ ∞
-/輿 )dt≡/<f(ち+ち)f(ち)>dt-Du

O 0

ユjm
dも･-0

ljm

また

At

<(du p >

At-+0･Aち
-0 n≧3

が成 立 つ ことも. f(ち)が Gaussian とい う ことか ら出 るO すな わち､

<f(七1)f(七2)-･f(七41+i)>=0

<f(七1)･.･･.f(転 )~> 一

-Z､ Ii'if'ti'f甲 ,
allpalls

(13･10) 紘

<g:ifEtも酬 dt> =e-‡〝梱 E(t2)<f(tl)f(te)>鵡 鴫

か ら証明 され る｡ したが っ てたとえ ば

<f(七1)f(t2)f㈲ F〔ふ)>

(13.8)

(13-9)

(13.10)

-<f61)f(も2)> <f(ち)i(も4)>+<f(tl)f(七3):X f.(ら)耳(㌔)>

+ ---暮-

ち+Aも 七十A七 も+Aも 七+A七

であるからJidtl Ji馳 jidL3Ji飽 くf(tl)f(t2)ど(七3)ど(ち )>-ヽこ_I

七十Aセセ+A七 も+Aセ セ+A七

=jP tlJidt2jidt3T dt4 <fLh)f(七2)><f(QH (も∂>+.''七

(13･4)につ いて述 べ た ことに よっ て これ は 0(4t2) 適 にJ:
■ノl■＼

′㌢
I;<Au4ゝ

ユjm
向 At

=0

-3B/1丁▲■■ ＼
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久保亮五

highei'-order･Tについても同様であーる｡尚<Au3> 正一っいて は (13.6)に

よって既 牲 0である｡

この ようにもともとのPrOCeSS綱 が Gaussianであって･.考えてレナる時

間の SCaleAt がカのCoTreユation timeも より遥かに大きい-時には

§11で述べたようにMarkoffian とな り.かつ (7･3)が成立ちFokker-

planckeq･が得 られ る｡

もしpr?βessがGaussianでないと2階の微分方程式では済まなくな り :

F.昔e｡. ふ まならないo

富-EB ,u,-告DujP

の initial condition

P(u,to､)-8(u-th)

(13..ll)

(13.12)

をみたす解 (基本解)を求め九や これが processu(ち)の transtiti〇千1

probabilityP(伽も-uも)を与える｡

これは実際解 くことができて.当然の ことなが ら結果は (1211.10)た-致するo

尚解法についてはNoteを見 よC

特 に staもionarystateの解 は

TuP+A/DuP=o
∂u

で与えられる｡

p- consも.e-& 2

これが熱平衡のmaXWell分布であることを要求すれ ば

<u2>-誓 '

が成立たなければならないO こLのことか ら

⊥ =一望_
Du kT

-382-

(1'3.13)

(13.14)



統計力学

の関蜂が得 られる｡ したがってーまた. (13･8)か ら

亡<)

f<f(b+ち)i(to)- 鹿 告kTO (13.15)

これは ran華甲 forcef草)COrrelaもionを､,..寧襲係琴 Tの関係で､(11･8)G_-I. / I

あるいは (ll.9)と同じものである｡ この講義の最后に再びこの関係の意味

を一般的な fluctuation d恵sipa.tion←灘ed露遠 の額点か ら論ずるであ

ろ う｡ i

附担七e]

告 (x･tj-(rfxx-iDぅ針 f(I,七) ･-i J -(13-r63

の解法について､ ここでは普通の本には載ってない方法を示すO

まず

r七且Ⅹ
f(Ⅹ,ち)=e ∂Ⅹ.罪(I,ち)

I

と置いて (13.16)を5(x.ち)に関する方程式に変換するQ

計算を実行すれば

か -D e-Tも怠 Ⅹ # erも孟Ⅹ ･5

ここで

､粁 -･t∂Ⅹ 藩 eγtfxx

_托 且 Ⅹ

を分けて

了も孟 告 e鴫 Ⅹ
e

(13.17)

(13.18)

(13･2の

を計算するには.量子力学でおなじみの公式 (A及び Sをoperaもorとし

て)

-1B各3-
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esAeTS-A･ls.A]+如 〔sA]〕+3+lslslsA]〕+･･-

を使えばよい (13.2d) 揺

-真一rt〔裳 Ⅹ,基〕ii{Tが 〔畠 Ⅹ〔濃Ⅹ,お〕十･････

-孟+,t畠 - 如 t)2〔tkX,孟〕+-･
rt

=e'U∂Ⅹ

となるO 従って. (13.18) は 一

針 芋･D･l･e2't 告 5

こ こで変数変換

e2Tもdt〒dt ′

ヽ

を行 う. 忠-0で も′-0となるようにして

e2Tt-1
も′=｢汗~

そうすると (13･.22) 紘

島 5-B澄 一孝

iinitial condititon も′-0(i.a ち-o)で

g(Ⅹ,0)-8(Ⅹ一箱)(i.e.i(I,o)-8区-鞄))

1+I
のもとや6,-との方程式の解はよく知 られているように

a-(I,t')-

(131･23)に よって 七に戻 し､ (13.17)

十384-

(13,21)

(13.22)

(13.23)

(13.24)

(13.25)
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i(Ⅹ.i)='e,t畠Ⅹi
r(I-xb)2

2D(e2rL 1)

となる｡ ここで

f(Ⅹ,i,主er碩 ⅩF(I)

=ert 孟 ⅩF(I)eイセaBx.erも宜 Ⅹ1

=F(ertか Ⅹe-r七島 Ⅹ).eγ瑠 Ⅹ i

であるか ら.公式 (13.21)(r-4-7-)

erも 8%xx e-γも 孟 Ⅹ = eTもⅩ

および

erも畠 Ⅹ 1= eTt

によって (13.26)は 結局

I(Ⅹ,ち)=J

27TD

●
r区-鞄e-rt)2

e 2D(1-e-2Tも)

を与えるo これは (12･10)と同じであるO

套 14__Di.三軍qiSi_Pn畢旦些_tiop~

Langevinequation

音--7P+近(Ⅹ)+F(i)

皿 憲- p

I-
･し

-･-Iq
-

.
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(13.26)

(13二27)

(13･28)

4

(14･1)

は･ 汰(I)が constanも あるいは高々Ⅹについて 1次であや場合にはface

の方法で解 けるo Lかしそうではないもつと一般の場 合にはRic?ての方法で

は駄 目である｡そのような場合でもFokker-planckの方法は適用す ること

ができる｡

(13･1)を短かい時間 Atにわたって積分 して

1′＼
山ウ史tr_



久保亮五

ち+Aも

APニーrPAt+k(I)At+jtF(七1)dtl

A宗 吾At

従って

<AP>

At-0Aも
二um --γp+A(I)

キ+0(dt) (14･2)

(14.3)

Aliiim.'芳 一且
孤

Aliimo'# …Dp(C｡nstanも)

前に述べたように今考えている時間の SCale Aも注力 の corfelaもion もime

･C よ/り遥か に大きいことを仮定している｡ random forceF何 が Gaussian

であれば前節のようにFokker-planck equation

食鴨 腐 )-+ト鼻 息+孟(rp叫か 灘 p]p(x･p湖 (14･針

が導かれ る｡

in土もial cond土もion

チ(p,Ⅹ;ち)- 8Q)十恥)8(I-一句) (14.ち)

をみたす (13･3) の解 (基本解)は transi七ion probolrl土もyであるO

この解P(Ⅹ,p.ち)で記述 されるPrOCeSS は勿論もぬrkoffian であるが､

してIinearである時にのみ Gaussian になることに注意す る要があろう

しかしGaussian ではないにしてもこの ような processは Gaussian

process と密技な関係にある｡ すなわちFokkeーPlanck eq.が成立つ

ためには もともとの PrOCe∈追F(ち) が GallSSianであることが 仮定 きれ るO

さて. 上の ように Ⅹとpとを両方見た時にはprocessは Markoffi且n

であるが.位置座標だけ観測 したらどうな るであろうか｡その時にはある一条

件のもとに位置の分布函数に対してdiffus土on equation

-386--.
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裳(Ⅹ,i)-,A 響 f(x･t)+D妥 f(Ⅹ,ち)
ヽ

が成立つと考えられるO

ここに qは粘性抵抗の係数でdrifも velociもyud と力 k は

Eud-A

なる関係にあるo Lたがって. (14.6)の右辺は

∴孟a･(x言 う

とかかれる｡ こ こ に

j(Ⅹ,ち)-udf(Ⅹ,i)-D基f(Ⅹ,ち)

は流れである｡定常状態では

if_.

～∂tTTl

あるいはもつと強い野合の条件

j(I.i)-0 Ii

を要求する｡特に外力がpoもenもialか ら導かれるものであって

塵 )ニー壁掛∂Ⅹ

ならば (14･7)'(t14.9)i(,14･111)か ら
P毎

払- C｡ns紘n:i .e:~町I

これが熱平衡でのBoltzmarm 分布と一致するためには

DC-kT

あるいは ･⊥

}
- -与 -〟kで

′

二88千二

統計力学

(14.6)

(14.7)

(14.8)

(14.9)

(14.10)

(14.ll)

(14･12)

(14･13)
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この LEはmobilityであるO これモネEinsもein Ttela七ion とよばれるO

次にFokker-planck equatj-onか ら diffusion equa七ion への移

行を考えよう. diffusion equat･ionで記述 され るPrL)dess は 1変数Ⅹ

についてMarkoffian であるが. Fokker-planck equaもion の方は 1

変数たっいてはMarkoffian ではなく､ 2変数 区,p)についての準 rko-

ffian processであり､従ってこの移行にはある制限 (条件)が必要であ
▼-1t

る｡ その条件 とは

i)/考 えている時間の scaleが VeloLCiもyの相関時間 と比べて十分大 きい

こと

も>E･･･友 (14,14)

2) BroⅥ1ian particleの dis七ribu七ion funcもionが空間的に余 り

変化 しないこと

laaq/fI<<e~1

ここにGはBTOWnian particleの nean fr8ePaもhで

㌔, ,l=ユノ堅~γm

(141ユ5)

(14.16)

3) 外力 k(I)が空間的にゆるやかに変化す る函数であること

この ような条件のもとにFokker-planck equationか らdj.ffusi,on

equa七ionに移行する方法はい くつ もあるが､ ここでは簡単のためk(I)-

GOnS七antの場 合だけを考え､その一つを述べ よう .

まず ′transiもion probabilityP(Ⅹ,p,七) をFourier変換 して

f(I.p1t･)-/PCx,p,ち)eiEx･dx (14･P.17)

(14･4)かち f(I,p l七)に対する方程式は

弱(E･p･七)- 〔皐(rp-A)+iE獣ib濃If(E･p･七) (14.18)

ここで p.を 2つの部分に分け1

●



●

fr
･l
†
⊥

t_4'
1

ヽ
ノ

一＼

匪 p+p′

首≡草

統計力学

(14.19)

(王4.20)

とすればp-は drifも velocityに相当するこの ようにす ると (14/18) は

裳-披 くγp,)+i曹 トQ,諾錘 ,融 F 'も) (14･2D

この eXp工'essionは velociもyを drift velocityか らはかることに相

当している｡ この SOlution を

f(EIPJi)- 2Cne-1nt 亀 (P,) (14.22)

の ようにー展開するO ここに In,鞄1は固有値問題

培 (那 +阜喜(計 p′)+Dp蕃 〕- )ニーln%(p,)(14･23,

の解 であるo I-0 とすれば左辺第 2項がな く,freeBrom ianparticle

の場合でHernitepalynomialsで解 けて

10- 10

3n >O ln ～0(r)

の固有値が存在 する ことが示せるO この申10は定常状態に対応 し. 屯1 は
′÷ I

lexp'o云占n七ialの ように d_ecay す る解 に対応す るo E朝 の場 合には 亡が小

さいとして pert'Jrba七ion で解 くことができて

刷 --i吾e+富f亘 ･:････

--i% E+D E 2+･･････

が得られるo (読者の演習に供する), ここK.

D-遺賢 , I-mr一一

であるか ら (14.20)に より./ (14･24)紘

-389-
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(14.25)
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･o糎 -i% f+DE2+･･･

D- 苧

(14･26)

(14･22)で .n -0の項以外は も≧ kで小 さ(なるか ら､ n-0のみが残 り.

f(I,p,i)～ e-1O(i)も鞄Qy,f) (i> ,-1)

という漸近評価ができるo

j､dpf(I,p,ち)-5(.E.ち)

によって函数 房を定義すれば､ (14･27)に よりgt,ま

灘 (E_･t)--刷 5(I.ち)

をみたす. グ(I,i)を逆変換 して得 られ る函数

去 ノ領 ..i)e～iEx dE-f(Ⅹ,ち)

の満す方程式は

宗剛 --1ot%x)f(Ⅹ,i)

であるが. E2までの近似では (14.26) により

蛋(Ⅹ,七〕ニト与基礎 〕f.(x,,ち)

(14･27)

(14.28)

(14･28)

(14･29)

(ユ4.30)

(14･31)

となるO これは (14･6)のdiffusio･n･･eq･であるo

(1牛 2‥9)で定義した f(Ⅹ,ち)ともransitionprobabiliもy の問には.i

(14･17) (14.28)に よって

⊂×⊃

f(Ⅹ,ち)-I P(Ⅹ.p.ち)dp一-⊂X)

の関係が成 り立つO今はⅩの分布のみに注 目し. pの方には ｢目をつぶって｣

いるので あるか ら､当然こうでなければな らない｡

なおBroⅦユia_TIParもicleは VelocityのCOrrela七ion timerlの問に

こ890･-

暮



統計力学

mean freepLath Cを動-くが､その距離で外力が著 しく変化するようでは･ -

FTP eqか らdiffTlSion eq･への移行はできないことにも注意する要があ

る｡

III 軸 Id__Q些___軍軍_eq旦甲_nC_Y____Mq阜坦卑ちiQrl_

§15鞄ndo_mFreqllenCVMqd.坦旦迦 旦

これか らBrowIliollmOもion と密淳一な関係のある-randLm frequency

modulation に-ついて述べるO 例えば

＼
ノ

図の よ､ぅな単振子の､ 吊糸を不規則に上げ下げすること隼よって frequenoy

を randomEJC_mOdTlla_te させる時.振子の運動は random pTOCeSSとし∫ I
てどんなものであろうか ?或は又 〆盲J(rはgyrJmagneticratio )

のm左gneticmomenも をもつスピンを考えてみようO ここに強 さ鴇の静磁

場をかけるとmagnetic

-､ r五J

momentは静磁場のまわ りに角振動数 a,- r鴇 でPTeCeSSion を行 う｡ そ

こ-静磁場紅蓮直な面内で直線的vc･偏光している電磁波を当て.その fr.equency

J391-
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を連続的に変えて行 くと. Zeeman spliももingrfもに丁度等 しい freqTlen-

cy壱)ところで電磁波の共鳴吸収が起 るであろうoそしてその吸収曲線は 8

函数の形を持つだろうO もしも静磁場を randomに mJdula.七e させてやっ

たら.吸収曲線の Iine-shape は どの ようなものになるであろうか ?

この ような場合を考えるために,簡単なmodelとして.振動子の坐襟Ⅹ

は次の運動方程式.

立(七)-ia,tも)Ⅹ伺 (王5.1)

に従 うとするOこ､こにa･(申 まrandomであり. したがってⅩ(i)もr･andom

この方程式はLangevin eq･ と同様. Stochasもicdifferential eq.

であるo これはす ぐに宿分できて

Ⅹ欄-Ⅹ払)eij･:Oa)(七′)d七′

Ⅹ(ち)… 1 として (15･2)紘

Ⅹ(も'=eiJか (七′)a+J

これは時間的に変化する角速度を もつ単位円上の運動 であるO更に

6,(ち)-wo+Q''何

(15.2)

(15_3)

(15.4)

として. Wを時間的に COqStanもな部分と. randomに mOdlllzxもeする部

分とに分.Uてやれば (14.2′)は

｡七
Ⅹ(ち)-ei叫(t一to)･eiJも･d (t')dt′ (15･5)

角速度uoで回る回転系に移れば ＼eiJi- ′H Vだけを考えればよいo

i
考えている点は時間 と共に異なる角度 で単位円周上を random に 左回

りに回ったり右回 りた回った りするであろうO その様子はいわば ｢単位円周

上のBroⅦlianmotiJn｣と言ってよいものであるO

(14･1)は数学的には既に話したLangevin eq-1a七io.n

血~雷-｢紬+f用
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に 似 て い る . 異 な る 点 は ､ こ こ で は 方 程式の係数がrandomであることであ

る o し た が っ て L a n g eT in e q ･ に 用いられたRiceの方法な どを直に用い

る こ と は で き な ーい ｡

こ れ か ら 問 題 に し て 行 く こ とは,nodulaもiona,(ち)が与えられた時.そ

れ か ら d e r iv e さ れ る s tochasもicprocess〕細 がどのようなもので冬る

か と い う こ と で あ る ｡

ま ず c o r r e laもion funicもionくⅩ(七1)Ⅹ(七2)>が どういうものにな るか

を 考 え よ う｡多くの物理的な問題の多くではこれが最 も重要なものである｡

さ きのmagne七icspinの例で言えば､手ineshape correlation

fuLeもionのFourier変換.すなわちPOWerSPeCtrum に他な らないO

逆にIine-shape の知識からmodulaもion の性質､ したがって ミクロな

機構の推定も可能である｡これは次のように考えれば理解できよう｡

randomvar土ab土ex用を Fourier分解して

Ⅹ用 - 2Ⅹ(wn)eiun七a

としてみれば､ これは異なる振動数をもつOSO土11a七orの集まりに対応する

frequency à'nooscillator に frequcncya'~Jの電磁波を当てる時に

は.α-unの時に re.率 nce が起るOそして吸舶 強度は 図 研 2に比

例する｡ ところが既に §lOでやったように

■くつ

上 皿 T<fx(W)l2>-f<Ⅹ(o)Ⅹ(i)>e王両 dも
T--i… 一泊

で あっ たか ら.absorption intensityは
駕:蛋

･(W)-碁 f-(h)Ⅹ(- 早>eHiwtdt_.･...【X⊃
に比例する｡ すなわち

重W)が吸収曲線の iine-shape を与える｡

(15･5)によって

- 抽 )Ⅹ(帥 )>-elWo叫 otQ+ち
α′(七′)dt′>

-elWoも.姉
-393-

(15.の

･･(15.7)



久保亮五

とかかれるoここFこ

姉 -<eifbb+td (tJ)dt,>

●

とおいたo (15･7)に より､ (15.6)を

･(W)- 2if醐 e～i(W-榔 d七

eC

_･._Cくっ
とか~いてもよいQ

工(a,)のグラフは例えば下の ようになる｡ 便宜のため

(15.8)

(15.9)

♂(ち)留relaxatioii furユCtiondと呼ぶ

¢佃 は実際. relaxaもiorl_として観測され るo_後にもつとくわ しく述べる

が. ここの¢用 は横緩和 とよばれるものであるQ ス ピン系の磁北を静磁場鴇

か ら傾 けたとす ると.横成分は時間の経過 とともに消散 してゆ/く｡ この緩和

過程 は i_nducもionによって直接にも観測 されるが ¢用 は これを記述す るも

のである｡ 一

さて (15.9)か ら分るように iine-shape を見るためには felaxa七ion

funcもiorlめ(七)が求 まればよいo O(ち)は (2.5) によって

- -<Nttoo+ち
a)′(もうd七′

-epEijiか七･d (も1)>弘 ･ i2嘗 胆 (- ㈲ %･･.･

(15.10)

-+PJL軍もf･･･ftodlnt<d {旬 ･･･d(tn,,C･ ･･,･-･],～t･り

-B94-
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も〔もQ,I(七)が GaussianならばCllnulantは2次でおしまいになるo又･

(15.4)のように consもarlも な部分を分離して

<W/(ち)>- 0 (15.ll)

と aSSumeしてよい｡但 し今考えているprocessは staもioI〕ary である

としている｡

§16GaussianModulation

きちんとした数学的な議論のために,また実際の物 理 の問題としての意味

から､まずこの節ではa,′用 が Gaussian processである場合を取扱う.

このとき

o(i,=e-Jidも1唐 2<d(- (七2)>

七

これは､今迄に何回もやった手続 きに従って

も

¢(七)-母野トA2f(レt/)甲(七′)d･t′0

と書直せるO ここに

A2=<d2> し

佃 -I534 年.:'J且>-
∠2

(16.1)

(1632)

(16.3)

(16.4)

p(-ち)はa,′甲規格化 された相関函数で卒る?.Ciaussianという嘩定に.羊り､問

題に準 42-と P(ち)の二つで完全疫定まってしまうo一ヽ

王in占-shapeも co'rrelation fun ction 綱 によって完全に決定 され

る｡

(尚<W'(ち)>-0 ととったか ら (16･4) のくわ′¢Dd(ta>はmOmentでも

ct皿ulan七 でもどちらでも同じことであるO )

相関寧華 甲串)は一般に. ち- で 0に･近づ くもので途中･振動するようなこ

ともあ り得るが. ともか く,大体は時間 とともに減少す るo ち-0 では甲は

-8954⊥J ~-
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1となるが､?(七)のグラフは図のよ う にここでは必ず水平の切線 を も た な け

ればならない｡しなぜなら定常 という_虚 底 によって

寛 子d(折 も)a (七o)> - 0

であるが一方 この微分 は

~せミ｣--ここ~＼lLf

､､-､

離 (七o+ち)以′(ち)>- 益 ′(to･七)折 も)ー>- dLto･t)a(ち )>

ち- 0では

<&,(o)d(o)>+<叫○)ふ(o)>-2<叫○)W'tO)>

T('二1:･
<叫○)&'(o)>=0

そしてグ ラフは 七=Oで必ず下に凹である何故なら

告 - (to･t)a(局 > -0

であるが一方

(16.5)

新 (姉 御 (to)- <芯′Lh･- ち)-2くら′(- )♂(射 >

+< d (to+ち)'3(七O)>

i;-0と霞 くと

b･(o)-<叫o)'d(o)>A2
<b'(o)&'(○)>

< 0
I:(Q,勘Dj

(16.6)

甲仲 が 0に近づ くまでの時間をその刀rrelaもioIユ杜ms-Tcとよぶ｡ すなわ

ち､ Tc は

甲(ち)-1 もくく Tc

p(ち)～0 七>> Tc

となるような時間である｡あるいは

-396-
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C*
･C…了 や(ち)dtO

CA
1

~ 誘 ㌻~J<d (ち)a'抽 +i)>dt0
(16.8)

と 定義 し て も よ か ろ うoよ っ ぽ ど意地 わ るい場合でな けれ ばこの rcは 上 の ㌔

と し て 適 当 な 目 安 である｡

f r equency modulaもiorl の 効 果 は Tc の大小に支配 され る｡定 性 的 に 考え

- て みよう｡ mod-ulaも i o n の 起 ･B 方 が slow であるな らば,単位円周 上 を 点は

詔 の ｢気が変 る ｣ ま で に ∴ そ れ ま で の ほ ぼ 一定な W′の値のままで何周かする

1-I:'であろうo即ち この 場 合 は Q,'が 意 味 を 持 つので あるOこのとき Iine -shape

は dのdisもribu七i o コ コ ､ を 直 ち に -映 し 出すoす なわち

工(W-叫)-Po(W') (16.･9)

でPは random･variebユeO'のdisjrijbuもion functionであるC

この議論はG色uSSianprocessに限 らず一般に通用するが.令 ,特に

GallSSianとしたか ら.iP(a)はGaussianで図のような形をもつ ..ここで

皿Odulaもion の起 り方が ｢遅い｣ といった意味はもつとはっ きりした条件と

しては.す ぐ後で説明するように

A･Tc>> 1 (16110)

で与えられ る｡

これに反してmOd早ia七ionの起 り方が薫き道立 であるならば. d は絶えず

｢気が変っていて､単位円周上で点は回るいとまもないであろう｡ (静止系に

移ればQ'O で回っていそことになる. )従ってIille-Shapeは

I(,･-,,)U)- ∂((i･-ftJo)

l｢｢ヽrr

(16.ll)
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+

mOdulatiodの起 り方が ｢速い｣というmeaSureは(1,6･10)の反対で.

ATc<< 1 (16.12)

によって与えられる｡

この ようにPerもurbaiiiona,I(ち)が速 く変化する結果 として reSOnanCe1ト

ne･の巾が狭 ぐなる現象を 打noもionalIユarrOWingqという.

これはⅡ汲gneticresonaiユCeではよく知 られたことであるo spinにはたら

く磁 場が､ たとえば他の SPinとの相互作用か らくるlocal fiQldでmod-

ulate され.そのために reSOna がひろがってす､る場合を考えよ

うO 原子の運動.あるいはsPii'llの運動によってこの locaL fieldが時間的

に変動す るとき.その変動が阜そり_限 りは､ Iineのボケは local fieldゐ

分布を直感転換し出しているが,その変動が過度⊥見 ると∴ ib'C･al fieldは

かaverageouも押されてきかなくな り. Iirl_eは鋭 くなってくる. これがmo-

tiorlalnarrowing であるO この場合.はやい､おそい､の区別は 1ine

のボケ自体との比較でZeeman freqencya,Oと-の比較ではないことが重要な

ポイン トであるO(叫が問題になるのはいわゆるnonad.iabaticeffect

だけである｡ これには後に触れる戟会があろう｡ )

次に以上 の問題をもう少しきちんと扱ってみ ようo

(16･2)の @(ち)の振舞 い方 として次の 2つの 七ypicalな場合があるO.

(a) め(i) (b)叫も)

＼＼
＼-＼＼

TC I:C

第 1の場 合はいわゆる qdynamicalcoher弓nCe Fが d.ominaIユも な場合であ

る｡ この場合には ¢(ち)が値をもつ 七の範囲の大部分にわたって条件 (16.5)

-398-
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(16･6)が支配的である ,第 2の場合は dynamical coheren'ceが速かに

失われてeXPOrユentj_alの ように decay するo

まず (16･2)に戻って 頑も)の大よその振舞 い方を調べてみようo tくくTcの

時には

甲(i)- 1

?相 ～o

であるか ら

榊 ～ e-i2t2

と近似できる｡ すなわち

･_-.∴二::I-f= 一二

と定義すれば

o(ち)～ a,O(ち) も<< T｡

(16-I13)

(16･14)

これを 打short もimeapproximation押とよほう｡

十万､ も≫ Tc に対 しては､ (16･2) で積分の上限 もを33におきかえてもよ

いか ら. (16･8)を考慮 して

-o(i)±expi-42Tcも+b〉ヨ監(i)(なか管)

と近似す ることができるo ここに

〔:×⊃

b- 4 2/ も′ 甲 (七′)d Ll
0

(16.･15)

(16･16)

である. (16･15) で定義 された4700(ち) は 七の大きいところでの近似である

か らこれを long もimeapproximati占nとよほうO

さて､ どんな境合性､ (串)の挙動 全般が ¢o冊 .または OoD(ち)で よく近戯 される

か. という問題を考えようO 恥(i)は 七くくrc でよいが…, i_～Tcでの億は

_ JごT字
A(Tc)-e ' 2

-399-
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である｡ もし､

¢(Tc)豪と1

すなわち

d･Tc> 1

(16.18)

(16.19)

であれ ば. 恥がいけなくなるところではその値じしんが既に小 さいO裏返せ

ば､ 姉 が値をもつ もの範囲では･ short もimeやPPrOXimaもion'Oo欄

が ¢湖 の近似として役立ち, それがだめになるところはもう､ (B佃 が充分小

さいところにす ぎないということである｡ すなわち､ (16･19)が成立つなら

叫も)の全般の挙動は鈍くも) で近似 され る･ということになる.

反対 に.

A･Tc<1 (16.2の

{であると､ short もimeapproximation杖. ¢悌 がまだ 1に近い値をも

つところでもうだめになってしまうのであるか ら. a'(ち)の全体を表現するも

のーLtしては役立たないo反対に. 1｡云g timeapproxinatiQrl転 用 ほ

も～Tcでは (1-6･20)が成立つと

鮎 (Tc)-eX頭-AZTc2+b〉～･1 (16.21)

であり. 七>Tcでの挙動,すなわち¢佃 のお もな減少を記述し､ その全体的

な挙動 を表現す るものとして役立つ ことになるO

-故に

4･Tc>< f (16･22)

が二つの極端の分 れ 目であるO (16･19) が成立てばt 些OWmOdulaもion
■

で ､

4)(ち)～ 恥押

したがって (i5･9).(16･13)か らt

,I7ヽ √＼

E7:

Eコ



工(a- 叫 ) -

反対 に (16.20)が成立てば fastmodulation で､

¢(七上 恥(ち)

lineshapeは

b
I(O - .)-i e

r- A2･Tc

(Q'-Wo')2+T2

(A･ Tc >1)

(drc<1)

で与えられ ることになる｡ これはLorenもziariであるO

この幅 γは (16.25)で与え られるが. ATc<1であるか ら

r=d･LITc< A

統計力学

(i6.23)

(16.24)

(J6.,?5)

(16.25)

で､ (16･23)のガウス型 分 布 の 幅 よりも小さくな り､ Tc が小 さく なるとと

もに γはそれに比 例して小 さ く な り､--ス'='ベク トル線は鋭 く な る ,これがmot-

ional narrowing あ る し早さperもurba七ion の℡average outqである

これは後に述べるように. 飴 ussia.n modula･七ion に限 らず .一般的な事

柄である0両極端の中間は甲(i)の形に よることで.それを与えなくては定ま

らないがt P(ち)がすなおな函数であれば. 中間 はあま9薄 層ではないOたと

えば

榊 -e-的 (16･26)

とした実操の計算の結果は次の図に示 したようなもので､ スペク トルの幅は

ほとんど.二つの直線部分か ら成るような もので. ATc～< 0･6くらいか らもう

比 例的なnarrowingが始 まる? この志摩 でnarrowingの条件は (16･20)

に記したようにむしろくく1 ではな く<1の程度であるといっ てよいO.}声れ

は実軽的にはかな り重要な注意である0

- 401-
t . 二 )



久保亮五

串,) Arc-0･1 ぬユf-wid地 /A

■一

＼Iへ＼
＼

＼＼
ヾ

5171芦ro7Frj.p-nnOtiop∴√

moもionalnarrowingについてはまだ話す ことがあるが､ ここで一旦 BroⅥ-

nianiコationに戻る.

∴七

榊 -60-t/tod (廿)dt'. (17･壬) /

と置けば

Ⅹ(七)=ei(棉 -Qo) (17.2)

先程述べた relaxa七iorl-furlCtj-on(ITj仲 を一般化

して. angle¢何 についての Characもer土stic

flinction

¢(I,ち)±くeiE(b(もト毎)> (17.3)

を定義す るO 再び Q,I(ち)は Gaussianであ り.考えているprocessは stat-

iloJnaryであLることを assumeすれほ (17･3)は (lr5.8)とesserlもialに:

同じで. (16･2)に よ って

叩.i,=e-+B (もーも ) f2

-ヰOか-

(17_4)
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となる｡ ここ軒こ

も

B(i)…2A2I(trTr)中 ldTO
(17.5)

時刻』もに ¢-Qoであったのが時刻 も-七 には ¢-b(t匿 なる もr取1Siもion

probabilityは ¢(I,ち)のFolユrier逆変換で与えられる :

OO

p(航 叫も)-去 と空 (ど,i)e~i拍 ~¢o)dE

l (車力 0)2

-､扇 琵 :竃 e~~豆野 市r (17.6)

実験. (J6.2)紘(17･6)に よって求めた平均値

o(i)字 ei(6-射 >

に飽ならない.｡上の議論は何 も円周上の遅葡で な くてもよいわけで.-直線
■

上 の運動でもよいOたとえば

:･-~1.--･-
也〉一一ナⅤ

(17.7)

という置換えをすれ ばy報土の random ･.lt血もionを表わす ことt,Cな るo

V_→

y

すなわち.速度 V用 が randoェ?PrOCeSS として与えられ ているとき､ その

積分､ yl甘､すなわち stochasticequationeq･

i(ち)-Ⅴ国 (17.8)

できまるY(ち)が どのようなprocessになるか とい う問題の答が直ちに与え

られる0時にⅤ回 が GaussianかつSもatiorlaryであるとすれば

PG6も0--yt)-
27TB(i-to)

-4LO.lq-

GT- yo)2

{ ~町 有)': (17.9)
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ここiこ

ち

剛 -IdtlJ浅 くⅤ(七1)Ⅴ(ち)>
0 0

も

-2f(七一T)<Ⅴ(tdv(ち +T)>dTO
(17.1の

善11で注意 したように (17･8)はRiceの方法ではうまく解 け年かったが.

ここでは上の ようにして簡単に解かれたのであるO

七一･も << Tb では

B(ト to)～くず> (もーも)2二一

したがって (17.9)紘

P(36も0-4yt)～

. 'V;27{め (i-玩)2

(yL満)2

e 2くず>(七二to)2

(17.ll)

(17.12)

すなわち速度の cOrrelationがな くなち ない程度の時間では 七ransiもion

probabilityはこの ような形になるO これは時間に粥する 1階の微分方程

式には年やない.従ってPrOCeSS刑 は この時間範囲では通 年｡Jffian

ではない｡

七-to>> Tcでは
■

B(t･-ち)- 2D(ち-ち)

D… くず>Tc

ここケこ

その時

(17.13)

(17･14)

(y-蘇)2 ,

-p(Toto-yt'-恵 eH｢言問 ~

これは よ(.知 られているように徴分方程式

鍔 -D-度 旦ay2 .

-404-

(17.15)

(17.16)

ゝ 1 ∫
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の解であるo この方鹿式はFや蝿er-pユanC鹿 equa:tionの特別の場合であるO

従ってpr?ceSS離 )はこの時間範囲ではMえrkoffianとしてふるまうO結局

この ように.位置yだけに注 目す る場合.その random proc占ssは一般には

markoffianでなく､ただ.速度 Ⅴの C'orrelaもion ti皿eよりも長い時間

に限ることによって皿arkoffian characもeilを得るということは-般的

な定理 として注意する必要がある｡ これは時間の尺度の COarSegrain土ng

■である｡

これらの点をもつと明らかにするために.同じ問題を別な方法で取扱 おうO .

それは分布函数に対す るrandomなLiouvillも equaも土onを用いる方法で

後に見やように eXもens手veな一般化を許すO

､｣次元のBro甲n 運動について. Brownian prorticleの分布函数を

ense皿bユeを考え.その

fGr,i)

とする,分布函数の時間的変故を記述する方程式は. Li'ou也 lleeq･

(蓮韓の式)

孟f(y ,ち)- - 慕 (湘 f(y,那
(17二17)

であるO簡単のためここではⅤはyにはよらないとす声｡尚:(14･49)i,ま連続1

の方程式である｡

f(y,ち)をFourier分解すれば

a〇

f(y.ち)- ff(A,ち)eikydk-ごく⊃

⊂O
f(k.ち)-碁ノ1f(y,ち)eMikydy___CC

Fouri8T COmi)onen七 で書 くと (17･ユ7)紘

･-405-

(17118)

(17.19)



久保亮五

島f(kBも) ニ ーik湘 f(汰 ,ち) (17･20)

この式 早ま (15･1)と全 く同 じであるo す なわち disもribuもion function

-の Fourier comp?rlerl七は皿Odulateされ た rarldom な振動 を行 うと解

釈す る ことがで きる｡ (17･20) を積分 して

七

f(近,冒 - f(近,ib)e~ikjLv(も′)d七′

Ⅴの ra三つdoⅡmeSS につ いて平均す ると

(17.21)

七

<f勘 も)>-f(近,i.)< e-ikJも｡Ⅴ(も′)dt′ > (17･22)

可t)が GallSSia工ユ . Sもationaryであることを assumeすれば

=f(k諭 )e一%B't一to'#

但 し. B(ち)は再 び (17.10) で与 え られ るo

ち-toにお ける分布

f(y,to)- 8(y-yo)

或はFour土er componen七 で書いて

f(汰.to) -去 e-ikyo

(17.23)

(17.24)

(17.25)

であるとす る｡ これを 土nitial condition として< f(y,七)> を求

めると. このくf(y,ち)> は もransition probabil土1y

P(Toto- yt) に飽 な らないO :

.:-406-

Eコ
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I:::8

p(篭も-yn -f < f(k一七)>eikydk･_･_∞

- ∞ 去 謹 yo･e-iB(レ も'# ･eikydk

C･⊃

-/

-去 JSei B(レ b'k2eikGrLIo)壁

V'2,TB(七一to)

～ ｣ や二3612__

e 23(レ +LU) (17-30)

これは (17･9)と一致するO

そこでとれ らの言お うとす ることは方産式 (17･16)

-I-; I--: 享

の成立す る限界についてである｡ -

前にのべたように (17二18) が成立つためには も>> Tcでなけれ ばな らない

一方 (17･23)にmOもioエコal narrowi益軒･の考えを適用す るJt. これ を

～e-Dk2(七一to)

としてよいのは､ 工ユar王'OV土ngcond土も土on

A-Tc< 1

が成立つときであるが､ここ の Aは (17･10) (17･23)か らわか るよう庭

42=<V2>k2

--i0Ill
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であ るか ら ､

J～諌言 ･Tc…e

と置けばnarrowingconditionは

k･e<< 1

(17.31)

(17.32)

を意味す るO′すなわち

もra,nsitiorlPrObability が微分方程式 (17･16) をみたすのは波数が

k<<才

をみたす Fourircomponent.或は

A-1>>C

の よう.なW.ayelengもhに対 してであることがわかるo

(17.33)

(17.34)

すなわち.我々の顕微鏡の分解能が Cの程度を区別 し得ないものであるなら

ば (spacial Qbarse grairlirlg).Brownianparもicle の分布の

変化はdiffusion eq･ に従が うことになる｡

diffllSir､n eq･は一 七>> Tc について成立つが, こ.の ように

spaciallycoarse-graineddistribution function は

も< Tc の範囲で は殆ん と変化しない｡したがって SPaCial coa工ヨe一graining

はいわば もemporalcoチrsegrainirlgを自然に件なうものであるo

108-

■ゝ
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518二二船 的 な場 合の narrOWing

話を frequencymodulatio王ユに戻す｡ 516 で はa,I(ち)が Gaussian で

あることを仮定 したが､-Gaussian でないとす ると (15･10}のように

ち

卯 )- <声 iJ.～ d (も′) dt′ >

セ セ

-expli/<d (ち)>鈍 +i2佃 Jも鈍 くbJ(tl)a (t2)>C+j 0 U

IL +i3 J :dh声 2/dt3- 鶴 )d (t2抑 ),C+･･･ (18.1)

も

d回 の COrrelaもio工ユ timeを Tc とする｡ (18･1) の Cunula工ユts

は､_ cu皿ularltsの一般的 な性質 (§a Tneorem I)によ り.その中に

含 まれ る

tn tn=_i
tS も も王 も

時点の間 隔の中､ 1つでも Tc よりも大 きいものがあれ ば OL,Cなってしまう

< >C が値を持つのは･時点間の間隔がすべてTc以下の小 さい範囲にあ

るようーに時点が混み 合う場 合であるO したからて 七>> Tc な らば

第 2項は

第 3項は
J､､

第 n項 は

七･Tc42 の Ord･er

七･Tc2A3 の Order

七Tcn-1dn の Order

一.･一､
-4Oq--



久保亮五 E7
となる｡故に (18.1)は七>> Tc に対 して

姉 )-鑑P〔七匹≡萱召 〕
ノ Jh

(18.2)

の形になる.匠詔詔は-般に CO甲Ple軍 でi･+U>> ､rc の漸近形

(lorlgtj_meapproximoもj_on )

棉 )～ eift-r七+S字 叫 もし こ ､

が得 られる｡
/

これに対応するIirle-ShapeはこのFou'rier変換で

a

I(Q'-Q'o)-且LT
((Q,-帆 )一日2+-T3

のようなIJOrentZianであるo

cd～ Woの近傍について成立つ0

-万. も<< Tc で は6,の時間変化が無視 され る.か ら.

¢(i)～/eia'七瑚 W)dw … OoTも)

._.7i1-iト

1

(18.3)

(QJ ～ むo)

(18.4)

(18.5)
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これが -S五〇rt もimeapproxまma七ionであるO

これに対応する line- shapeはもちろん

I(O -叫)-Po(α)

となるO't t に瑚坤 まWの 丘isribution functionであるO

中正､か らはなれた farwringではこの形にな らなけれ ばならないO

(18.6)

relaxaもionが笑殺に 4)∞用 に近いか､ 4)o湖 に近し丁か､ また.

lineshape が (18.4) の Lorenも21土an に近いか､

88･6) の Po(p)K近いかt

は GaussiarlmOdulation として §16に説明 したことと同じであるo

すなわち

(a) ¢o(Tc)<<1. ¢∞(Tc)<< 1 (18.7)

であれ ば､一¢(七) の減少の大部分は 恥(七) で よく記述 され るO

ここではdynam土cal co土lerenCeが ものを言 う｡ ユineshape は

perturbaもionの分布を直接に反映す るO これは SlowmOdulaもio_Tl

である｡反対にもし

(b) a,o(-Tc)二 1. Qc.(Tc)二 1

ー 1̂1-

(18.8)
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であれば叫も)の減少は大部分J転 (ち)で記述 され dynamicalcoherence

は失われ､ (18･3)の ように si皿Pleexponentialdecayをする.

speciもrallineは narrow されたLorentzianになってしまう｡

これはいわば cellもrallimit もheoremに対応 したこととも考えられるo

(王8.8) はまた

rTc<1JS< 1 - (18.9)

という条件■でもあるか ら. これを一般的な narrowing corlditionとして

よいであろう｡

～
青

ー _AllLl


