
一次元 Isingmodelと相転移

(3月22日受理)

鈴 木 増 雄 (東大理)

スピン系の二次の相転移について､分子場近似の結果とは違う た､実験事
′

実やPadeの結果を説明出来るような半現象論的な理論を､前に農薬 した｡1)

そこではFree energyを磁化Mで展開 した時の展開係数をoumulant で

表わす公式を作 れ =体 と四体の Cuihulant.の Singularity の相対的な

強さによって､Mの四次の係数が､Cur享e点 Tcで零になる可能性 .oめる

ことを指摘 し､更に､ cu皿ularitが Curie.聾)止･下雪.salTl-leOrderの

singlarityを持つとして､帯磁率 x,自発麓化Ms, 比熱 C等の転移点近

傍に於ける振舞を議論 した｡即ち､Freee_nergy¢ をMで展開 して､そ

の展開係数は,T≧Tc七､

め-¢o十AM2十BM4十GM6--fib

kT

A= -
2!

C= -

Bニー1 〔 kT く S4ゝC

<S2>cI 4!電 2>C4 I

S6>C 一̂ 1,<S4>C2
ー10×

kT l<

6! し< S2>6 <S2>7
C

吊

〕, ･･･-e七C(2)

と与え られる｡ 但 し､

S-亨 SiZ (totalspin)･

帯磁酎 - (甘 rg)2｡■くS2>cAT･ これよb､Mの四汝の係数B(T恥

Curie点 Tcで零になるかどうかを見る匠は､ cumulantとS2>Cと<S4>C

の Singularityの相対的な orderを知ればよIvlo とは言っても､二次元

三次元モデルで ､ それを調べるのは､一般に､個々のCumulantの SiPgula-

rityを謂べるのと同竃度に韓難である｡そこで､こ こでは､-厳密に解け去
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鈴木増雄

-次元 =singmodelを､上の新 しい立場､か ら､見直 して､一般の場合にsug-

gesもiveな結論を引き出 して見たいと思 う｡ 一

良 く知 られているように, 一般にshort rangeforceで､一次元の Clas-

sicalsys七品 では､相転移は起 らない02･3,4〕この一般的な定理にあるよう

に､一次元 Isingmodelでは､相転移は起 らない｡もつと-厳密に言 うと､有

限温度では､相転移は起 らない｡ しか し､この系は､絶対零度で､相転移を起

していると見ることが出来る｡ 事実､T-0で､熱力学的関係は､si云gula-

rityを持っている｡ 又､ excharlgeinteraction(i )が negative で

あれば,i.T-Oでは,Ferroになる｡ そ こで､一次元 Isingmodelを'i

Tc-oなる系 と見て､T≧Tcでの cumulantによる表封2桓singulaTi軽

の様子をこの場合について調べて見るのは､有意義であると思 う.

さて､ 一次元 Isingmodelでは､ 磁場Hの存在する場合のFreeene_Tgy､

¢は

¢-~kT毎 Tre嘉p(K苧8383+1十H′苧8j)･

こ こで,1K-JAT,H′-弼 /kT-LtB喝兎T･N(粒子数)-- の極板で､容

易に､次式のように求まる05)

㌔/㌻

0--"kTlog意 il十p+V
(1-ji)2十4pZ2)

ここで､.

Z-exp卜2JP ), il-eXPト2弼 /攻T).

又､磁化 Mは

M-N:kT意 logZ-Nml1-筆 n

こ こで､ ･｡

A-‡j(1十p)十 (- p)2十如 Z2〉

Ap-‡十
2Z2-(1-p)
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一次元 Isingm8del

¢もMも､磁場Hに関 しては､T-Tc(-O)では､,singular∵な関数 である｡

しか し､Hを±っの郵3)と刷か ら消去 して､ ¢をMの関数 と見たとき､¢が

Mの Singular な関数か どうかは､調べて見ない とわか らなめ . 即ち､¢

をMの級数で､展開で きるか どうか調べて見ることは意義がある. それ には

形式的に展開 した表式(1)の係数を調べてみればよい｡ヽ

∈こで問題にしたいのは､ 全べての Orderの ctimulaPtくS2n>｡〔n-1,

2,･･･)の Singularity である.-それを求めるには､(3)式 を形式的にHで

展開 して､その展開係数を調べればよい.けれども､ この方法は､ 原理的に

容易だが､実際の計算は､面倒で面白 (ない｡ しかも､singu血arity-の様

子を一般的に知 る上で も､ 見通 しが良 くない｡そ こで､一般 に､スピン系の

遠p3Calized皿Odelに於いて､ correlation function等を計算する最

も易 しい inFもructiveな例 として､直接 diagramを用いて､求めてみる0

回 二体の cumulanも<S2>Cの計算｡

<S2>C-<S2>-<S>2-<S2>-3<8i8j>
刀

ここで､一般に､ /.＼ TrAe-qo<A>= ⊂)
Tr(｢jJJhlO

N

LU0--J∑8jSj+lo (8101･･…81)
j=1 千

e-PLkTo- (GOShK)NJT(1十aSjSj+1)'
J

a- も血 K｡

Tre-PFo- (GOgh K)N iTr=+aN Tr(8182)-･(SIhT,81))

-2N(oo由K)N(け aN)

故 に

依って

(4)

N-1

<S2>C-Tr(亨 E雪 ｡ Siei十E･)?(1十aS3'83'-･1))/Tr,(1･十a8jSj･l)i J
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Ⅳ- 1

-NTr(∑_8161+∫)?(1十aSjSj+1)/2N(1十aN).
′=O J

そこで､Tr(818台)?(1十aS3'83'+1)を調べると,下の二つのdiagramだけが

寄与する｡

■一†-一一一･一一･■I-一一一■

1 2

即ち

メ∋′ヽヽヽ ノ
1ー~一一′ 2

TT(8182)?(1十aSjSj+1)
J

-TT(8182)(a8182)十Tr(8182)(a8283-aSN81)

=2N(a十㌔ ~1).

∴ く ∂1∂2> -
a十aN-1

1十aN

同様に､< 8183>についてtは ′･

●1- - 1■一一- - -1亀

1 2 3

Tr(8163)?(1十a3JSj+1)J

-Tr(∂1∂3)(a∂1∂2･a∂2∂3) I

十Tr(8183)(a∂384｡a84∂5 つ - ･aaNSl)

-2N(a2十aN｣2)

同様に して､⊥一般に､

く ∂1∂1+ >̀=
à十aN｣`

1+aN

E!-



一次元 IsingⅡ10del

N-1

<S2>C-N '∑ く∂1∂1+ >̀=̀0

くS2>c l十a

故~に

E∃ ‥ N l十aN

1im
NJ∝〉

･写 三aL-三雲 ｡

=e2王(

1-aN

1+aN

故 に､T-Tc(-o)で <S2>Cは激 しく発散する｡ 帯磁率 Xは

X=
<S2>C-

(pBg)2- J〔つ､ N(jLBg)2
kT kT ｡exp蛋 )

(6)

(7)

(8)

これは､勿論(4)から､得 られているものと､一致する｡ .

(ji) 四体の C1皿uiant

<S4>C-<S4>-3<S2>2

ここで

く 94>-o(N)十0(N2)｡

order(N2)の項は､'3<S2>2と cancelして､ <S4>CはN(･C,ord-erと

なる. 即 ち､くS4>の中で､Nの Orderの寄与をする項のみ集めれば よろ

しい06)

<S4>-写∑∑∑ <SiSj触6E>-
1jk l

Tr_(写Sj)?(1十a6j8j+1)

T_TT(1+aSj
J

以下で便宜上､次の記号を用Vlることにする｡

4g=A> -TrAT(1+aSj8j+1)
J

∴ ≪S4≫- .∑
lJ,近,E

-N ..S
l,j,k

≪∂iSj飯8E東 棟 1≫

≪ SlSiSj乾草 /壷1≫

Sj+i)

そ こで､≪ 818iSj触考 を計算するには, i,j,kの相対的な関係に よって､

-5-
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_次のよ うにいろいろな場合を考えねばな らない｡

≪814≫=≪1≫ - 1通 D ｡

■
● ○

○ 土

1̀

､封 o

●

●
･f⊥

≪8138i≫ - ≪SlSi≫ ･･･3通 ーりO

≪ SlSi3≫ - ≪SlSi≫ -･1適 _Jh｡

4) ｡ ･ ≪8128i2≫ = ≪1≫ .･･3(N-1)通 わ o
○ ○

1 1

○ ●
0

1 i j=k

■l く〉

o i J
I

1 i j A

以上合計すると､

季S4考///N-

(i-2,3,･･.N)

≪ 818ia_K2≫ - ≪ 818i≫ -･3(N-2)通bo

≪ 8128i8j≫ - ≪ 8iSj≫ -･6通 bo

(1< i<j)

- ≪ 8iS3'≫ - 3通 b o

(1<土,J)

ミ>(N-2)≪二818i≫ ･- 3通D｡

(i-2,3,-N)

≪ 816iSj触 ≫ - 6通 b o

ー(1<i<j<k≦N)

N

志 〔i雪 2≪∂lSi≫ i4十6(N-2)汁

十≪ 1≫十3P-1)≪1≫十6∑ ≪ Sl.SiSj転封
1<i<j<k≦N

N

- .∑ <∂1∂i>(6N-8)十(3N-2)
1ニ2

-6-
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一次元 Isingm◎del

十6 貫
1<lく樺 宗 l∂i8j&>

ここで､
N- 1 Nri-

∑< 8 1 63>- ∑ (aE十aN⊥E)1=2 [=1

2a -2aN
千

1-a ` 1-a

- 菜 (N--)

叉 ､ <818i83'触>には､次の二つのgraPhが対応する｡

1 i J
十

近 1 1 J汰
しか し､二つの graPhは､ i,j,kについて和 をとった後には､ 全 く同じ

寄与 をする｡

∑ 千81∂iSj触>-2∑ <8181+iSj+1触十1> (- 一一-㌻･ )
I<iくj<転封 f≦iくj噸 ト1 11+i1+J1+近

-2∑lTj+k

I≦iq一頭室NJ1

ここで､

∑al-3L

I≦iくj<k

-(‡)k~2×

N⊥1
=2 ∑ (芝al-.j )顔

k=3 1≦iくjくk

- (ま )k~2近-2
∑ Pat-1
[=1

1十ak-2-2akTL kak-2(1-a)

N-1

∴ ∑<SlSiSj触>-2k誉3
‡<璃 轡

(1-a)2

a2 2a2

(1-a)2 (1-a)2

N-1

xlk !olak+A(1-a)aki]
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土塁

十

(1-勾2 (1-a)2

2Na2 6a2 2a(1+aq

(1-a)3

2a3

(1-a)2 0

(N-⊂⇒

故に､結局求める四体の Cumulantは

<S4>C

N 十
12a(1+a2) , 12a2･(a- 3)

(1-a)3 暮 (1-a)2

工 芸 十 14

帝に､T〇(-o)の近傍では､a- 1､故に､

く S4>C 24～

N (1- a)3
≡- 3 (e2:a ) 3

(10)

(一日)

以上の計算か らもわかるように､ highest ordersingularity のみを調

べるには､次の項を計算すればよい'.｡

筆 ～-3丞 i SA 8d&g-'〕(N--で f主n土teになるpar七)

-.2×3堪 軍 ト ,,)

-2×3!a匪 豪 雪 (,/)

(ji) 一般に2n体の Cunulantは highestsingularityに関 しては､

<S2n>p･芸 (2n-1)!×2aN

[:

akl庵 k2凍 上
≦kl盛 2-≦k2n-1

･庵 k2_n-2oak2n-1i〕

-8-
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一次元 Ising model

一般にこの Singuiarity の様子を調べてみ よう｡ 上式の括弧の中を fn(a,

k2n-1)とおくと､次の漸化式が成 b立つ.

皿 f
fn(a,孤 )- ∑ ∑ at十k｡ fn_1 (a,近)

E=lk=l

a

fl(a,近)-1 =言 e ( 1-a･k)

■■

便宜上､次の OPeratorを導香 しようO

kど
-Z｡f(a,近)…∑∑aE-kf(a,近)

l=ik=1

即 ち､

fn(a,k)-C2E｡fn-1(a,汰)

芋 --- -よグユT l fl(a,汰)

(13)
(14)

(15)

次に､一般項 fn(a,也)を見つけるの紅必要などに関する公式を作っておこ

う｡ 証明を略 して結果のみを書 くことにする｡

〔公式 1〕 〈, .サー -2a
cf(1-ak)-

C2f(k)-

(1-a)2
(1-ak)十

〔公式 2〕 約 ､- ～ 一望a2(卜 a吏)

(1-a)3

〔公式 3〕 二 l__廿､ a(卜 ak)
ど(kak)-

ci(k2)--

a

〔公式.4〕

(1-a)3

a2(1十a)

(1-a)4

(1-a)2

千

近(1十ak+1)

1-a

1 k(k十1)

(1-a)2 f 1-a 2

近(3-a)ak+1 ijz㌔ 十 1

2(1-aア

(1-ajく)千

･k(k十1)十

a(1+a)

(1-a)3

2日 -a)

汰-

(16)

(17)

(18)

1 -近(k十1)(2k十1)

〔公式 5〕 (公式 4を一般化 して)

卜 ak- n+1 Anp･kP

cf(krB-Anooてi=重訂 ㌻十漂 1 (卜 a)早- 2

〔公式 6〕 (公式 3を一般化 して)

⊥9-

(20)

(19)
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-2f(knak)-Bn｡a
1-ak

(1-a)a+2

n+1

十 ∑ Bnp･
p=1

ここに､Amp,Bnpはa.の多項式 ｡

kひTp 十 2.ak

(1-a)P
(21)

以上の項式を用いると､ 数学的帰納法によって､一般式 fn(a,N)の形が次

のようになることが証明される｡

fn(a,N)-Cno
1 - aN

(1- a)2n~1

n-r1

十 ∑ Dnp｡
p=1

n- 1

十 ∑ Cnp
p=1

NP.aN

(1-･a)2n~P~1

軒P

(1-a)2n-トP

¢2)

ここに､cap,Dnpはaの多項式であるo 依って､ <S2n>Cに寄与する部分､

即 ち､ fn(a,N)の中で ､N-･-1>-に於いて､ fini七eになる部分は､

Cno(a),･

である｡ 故に､

く S2n>C

(1-a)2n~1

≡2a｡(2n-1)!ふCno(a)×

～ C_Tl
叫 (1-a)2n-1

ここに､

Cn-2(2n-1)!Cno(1)

更に､ a-tank k- tanh(JA T)よD､

<S2m>C～ Cn
22n- 1

(e2K)2n-1

iJ
(1-a)2n~i

(23)

(､2｣;･

結局､数 factorを別にすると､ highest old_ersingulari-tyに関 して

は､

くS2n>謹 芸(e2K)2n~1

-10-
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一次元 Isngmodel

となる｡

さて､以上のことか ら､全べての cumulanTuは Tc(-0)で､発散 してい

る去 しか も､ higherorderの Cumulantになるにつれ､益々激 しh

singularityを持っている｡又､これ らの発散は ､ 単なる統計の factor

lA Tに依 るものではな く ､ 粒子数N--托 したときの CC'OPeraもiveな結

果 として､現われているのであ､る｡例えばも2体の CumuユanもくS2>P

について､見るな らば､(6は 9 ､

くS2>
N

1十a 1-aN
(T=Tc=o)-孟imlて二言 て石打 =N

く S2>N(T-o)-N (fini七年) (26)

N--にして､始めて､くS2ろ//N はNの Order で発散するO この結果は

二次元 工S土ngmOdelの比熱の発散の仕方が､

Cv/N∝1-0gN (atTc)

であるこ･と5)と比戟すると面 白い｡

以上で､全べての Cumulantの highestordersingularityがわか

つ左か ら､前に求めた公式く2匿よって､Freeenergyの展開係数のTc(≒o)

に於ける singularityの様子を調べることがで きるo 数 factorは別 に し

て､
kT

A=- ⊥ ～_kT｡e-2Kー0(T→Tc=-0)
2 <S2㌔ ､

B≡ kT<S4>C

<S2>;
～=kTe-2K -o

甲様に して､公式(2は りー

C～=D～=- ～=kT㌻2K-o(atTc)

即ち､ 一次元 Isingmodelでは､全べての係数A ,a ,C ,D ,･･･が Tc

で零になる｡ 依ってTcの近 くでは FreeenergyはMに関 して､IM-0の

まわ bに展開出来､ しか も絶対収束する｡ 全べての係数が零 になるのは､恐

-ll-



鈴木増雄

らく一次元の特殊性に依るのであろう｡ 二次元､三次元のモデルでは､途中ま

での係数がTcで 0になれ その後に､ 0にな らなしへterm も現われると期待

される｡ それをきちん と証明するには､公式(2頻 ら各 cumul豪雨 の相対的な

sing.lllarityの Orderを計算 しなければな らない｡

そこでl 上の議論を もと払 次のような現象論 を立てるol)¢の展開式の中で

A2mM 2mの項が寄与 して､それよれ 前の係数はTc.で Cになれ しかも､､

higherorderとするO そ うすると､結果的には､Tc のごく近 (では､

¢-oo十AM2十A2皿M2m-HM (27)

としてよh e 更に,Tc以下でもA,A21Tiの.SiillgulariT,yの Orderは､ 上

側 と同 じであるとすれば ､ 自発麓化Ms∝ 七β,I-1∝ 七γ,比熱 C∝ 七一α,

班(Tc)竺Hl/5, +7- (Tc-T)として (T≦Tc)

r-P(2m-2)

8=2m-1

が示せ る｡更に･bFisherの関係 a十2P十r-2を組み合わせると､次のよう

に実験や Pad毒の結果 をうま (説明出来る｡

表､Ⅰ

iいinOd~el也(model) α ∴β I,T 二8

分子 場 2 r o 1/2 1- l 3

章一11,書芸i! 2d. 8 .磨 享 ÷十 ⊥ 7.-43%,丁 巳 15.00±0087)3d_ ■3 ｣_ .8 億 dS+ i16 % ii6 j 讐 )_=～ i4 5 5.20_+0:_157.)

㍗tⅠ海iEm-短塔3di ､3I 0 ⊥｣空? ÷㈲～4一一ヽノー-■一一､-35

(実 験 a-33 1.33 i.2

/(Rug) (N土) (N:i)

as dimension

- 12-
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一次元 Isingmodel

上 段 三> PreSenも theory

下 ･段 二三, Pad看近似又は厳密解

(仮) ±> d,β,γの中一つを仮定 した

最後に､御指導下さった久保先生に､感謝致 します｡また有益な discus-

sion をして下さった久保研の皆さんに感謝致 します｡
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