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久 保 亮 五

i21.Stochas もic LiollVille Equation

～般にtあ′るsystemの状態が変数xi･x2,･･･-㌔ で指定されるとしlその
変北が

で与えられるとしようO この運動方程式に対するLiouvilleequationは

釜 f(言 ･七)- 一言音 (5･f)

●

--∑号里Ⅹ･t'･f…紺 'f '21･2)

である｡ここで･ '5･(J=1･･･････n)が randomprocessであると守 ればl′

なi一l)は stochasもi'cequa七ionyofmotionでありt (21･2)はそれに対

応するstochasもicLiouvilleeq.で､ a(ち)は random.operaもorであ

るo 連動がmea占ure-consLervingであれば.

で

･77･rJ-
t

∂
B(i)= ｢∑5'福耳 (21.3)

とかふれるが.-般にnOp-COnSerVingな場合をも考慮すればB(句は (21.2)

の ように書いておかねばならないO

(21.1),(21.2)(又は (21.3))は一般的で､古典的 ,量子力学的な問題が

ともにこれに含まれる0∫
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1) 古典力学的な系で.ハ ミル トニ アンが

d (pl･･･････鞄 ･ql-･･･ql･も)

で与え られれ ば.運動方程式は

｡ ∂〟

PJ.= ~N8qi

:::. -÷
4 f

(?T)j

であり.Liouvilleeq.紘

∂ ∴

~こ f'pl'●●ql,ql,''.ql'七)= ∑･筒 音 ~希 有 )ど∂七
∂ ∂,U ∂ ∂H

(21.4)

- 言,莞量 -琶 竃 f…i- ,21･5)

であるO ノ､ミル トニアンが外か らrando皿 に modulaもeされているとすれば､

如 二4),(21.5)はともに Stochasもicである0

2) 量子力学的な系では, densitymatrix pの運動方程式は

葺てJO
言て-左 lntt),pj (21.6)

で与えられるO この右辺は Pに対するIiヱユearな演算であるから､ これを

∂β

下手=iiZf(I)p

icqt)p-去笹川 ,可 …去鞠 p
ただし

(21.7)

r21.8)

と こかいてもよいO こめどはqu由1tum mechanicalLiouville operator

ともよばれ るO (21.8)のxは次にくるものとの間 にCOⅢnutatorをつく.ると

i,{5演算を意味するO

さて･ (2 日 )の tb･(a-1････n)･したがって (21･2)G(I)は Sもationary
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統計力学

processであるとしよう｡ これは.考える系がbeatbatbなど.平衡状態

にあるものと接触 しているならば許される仮定であろう｡いま. random

oper･よこtor縛 )は.

iI

●

β拘 - β｡+β1(ち) (21.9)

の ように.平均的な部分B｡と､ゆらぎGに分けられると仮定 しようo B O は

5両 -1,･･･n)の旦 らゆるPrOCeS表 についての平均であるが･ ergodicity

の仮定をおけば.その平均は時間平均と考えても､集団平均と考えてもよい｡

fluctuatingpart Bl が 0であれば.系はB｡ によってきまった運動を行

なう｡ゆらぎB lはこの運動のまわ りに確率的な変動をひき起し. relaxatioll-

を生ずるo B lの大 きさのOrderを Aとし.その変動の COrrelaもion time

を Tcとすればt S16 ,§18に述べた議論をここに適用することができる (

菖17の問題は二つの考え方の最 も簡単な例であるo d寸ま､分布函数 fを想定

してはじめ七きまるOそれが観測の租 さである)o (21.2)の形式的な爵分を

f(Ⅹ,i)- ej'B(t′)戯'f(Ⅹ,0)
く ~

とし･ Tt-'j-1････n)のあーらゆるPathsぬち いての平均をとって
t

< e./:B'七''dt'>= ¢ (ち)
く

とおけば

-ヰ ーづ′
(Ⅹ畑(t‖Ⅹ)…抑 )8(冒-=J)

(21.10)

(21.ll)

(21.12)

は､ 七= Oに言,にあった系が もにⅩに見出される確率密度 ,すなわち もran-

S土臣onprobabilityである｡

一般に. 蛋18で述べたようなnarrowingdonditionが.p'erもurba-

tlion91 の ｢大きさ｣ とそのCO-rrelaもion もim'tについて成立つならば一

ち- Tcの範顔では (18･3)を oper'atorに∴般化した形

め(L) == {七
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が成立つ.特に. 516に.いった意味のnarrOWingcondition

ATc(i 1 (21.14)

が清される場合には･ (21･ユ8)はxi･･････.㌔ についてのFokkeーPユanck eq･
になるのである. 釜 19,20に取扱った問題もその刑であったO (21.13)じ

しんは. Fokker-Pla三一Ckeq.よわも-般的で､適当な (一般的な)n'a-

rrowingcorlditionのもとで (xi･･･････㌔)に投影された過程が

旭 rkoffian.になることを述べている｡ もちろん.それはlongもime一一oj帯で

七- Tcが必要 (別な言葉でいえばもimesmoothing)であるo t≦ Tcの範
囲の ミクロな時間での運動には. B(i)の COherenceが生にきいてきて

は rkoffianにはならないのであるO

稀薄な気体のBolも2mann eq.またはMastereq..-紘(21.13)または

∂9
- - F 'ダ
∂も

(21.15)

の形の方程式に対応するOわか りきったことながら､ この程の方程式は､衝突

の継続時間の逆数 くらいの高周波現象には使えないo

招1.9)の Bl を perturbaもi.onとして.(21.12)の¢をあらわす と

咽 -<expJib(i,)dtJ >
ー o

- eBot<exp jleAot,Bl(甘)eGo甘dt弓
一 ､0

i2oも

- e exa-〔joidtljo1㌔ も2<e-BotlGllt,)eBo(trも2)Bl(t2)eGoも2>

7T-･丁･･ +･･-･･〕 (21.16)

のように書かれる｡ これは.蛋19に取扱った問題の一般的な形で､ Gl(ち)の時間

変化のほかに gtBotという時間変化が重なり.問題になる時間のSCaleは､

βl fとそれが演算する分布函数の精度 ,すなわちⅩの観測精度と)からきまる

A-1･その cOrrelaもion timeTc ･それに自然運動 Boの固有時間尺度 .

wTの三つであるO-般紅 (21.16)の内容はめんどうであるo hl(i)が

･-132-

■

●



●

-

統計力学

ordere早e羊pOnenもialであることは. diagram的紅いえば.入 り観んだも

のを含むことになっている｡ 尋 が他の時間尺度に くらぺて小 さいときに紘T

喜20にいったように Bl(射 まadiaと晩もicpartと nOn-adiaba七icpart

に分けられる｡ しかも.rlOn-ad.iabaticpartは narraⅦedの もの として

扱づて-よせ､.

perturbaもionB lが弱く. (21.16)の ような展開が よい収束を示す場合､

もIJL強いnarrOWingeo･rldition

ATc≪ 1 r21.17)

が蘇 されるならば､ (21_16)の中で. Bl(七才と COrrelationを保つ β1(t2)は●

七1-も2- Tcまでのことであるか らt exfご'~忙意味されている Bl(i)のすべての

orderingをきちんと.やらず. も1についてのものだけに変えてもよいし.また

も2の積分を (0,も1)の範囲の代 りに ト-,tl)にのばしてもよい.こう考えて.

公式

eat+jolb(+uJ)dt･J- eatefot㌔L,b(tつea tJdt, (21.18)
ー

を用いると. (21.26)は(21.17)の条件のもとに

も ~鋸 も1~七2'主dt2〕咽 空ex摘 t+/d七lf tl<Bl(tl)eBo(七｢七2)B l(t2)e
0 ..･･Cく)

1あるいは

0(t) - exp(G｡+T)ち

という形になる｡ ここに

七
To- I<卑(i)eBoTBi(ち-T)e-BoT>dr

一一くつく〇

(21･-.--19)

(21.20)

(2i.21)

であるが. Sもaもionaryという条件に よってTは もに よらないo Sもaもionary

もちろんI Bl(句が C-aussian という仮定があるときは. (21.26)の eXfL の中

は急次の項でおしまい定なっていて･それFC_(2日 7)の条件が加わって
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(21.20)に遵するので あーるが.Bl(t)が Gaussianでなくても･(21･17)のよ

うな強い条件があれ ば . (2l.26)の e顎｣ の中の高次の項はここに残された項

よりも小さく､極限 と しては省略されるO

(21.20)は微分方程式

∂5
- - (鶴 +To)5∂七

(21.22)

と同等であるO これは､I(21.21)と(21･3)か らわかるように (Ⅹ1･･････Ⅹrl)につ
いては. 2階の偏徽分方程式で.実際.FokkeT-Planck方程式にはかならな

い｡すなわち 瑞 を

To= ∑
k
∑
･｢U

+Ar
u

演

∂5･∂㌔ Bjk

とかいたとき.A , BはFokker-Planckeq.に現われる係数

A3-- lin去 <35･,i+弼 -xJ-(I)>

-Bj･k- lim上 <(35･(ち+dt)''- jS･(もう(雛 十･At)璃 切>AI

(21.28)

(21.24)

に一致することは､(21.3),(21._21)から証明されるo_

このように,Fokker-Planckeq.紘.弱いTandomperturbation

が narrowingcondiもioIユをみたす場合に一般的に導びかれももの.である｡

この考察をrandomなカを受けて (あるいはrandoqなscaもtererで)敬

乱される粒子のBoltzmanneq.の問題とJして考えてみるわは教訓的であろうO

まず､､問題を古典力学的に政か うならば.(2王.ユ3}忙ついてい?た一般'のna-

rrowingconditionで導かれるものは.散乱過程をちゃんと扱った

BoltZ;manneq.であるが,Fokker-Planckeq_.は個々の散乱過程での

軍Omenもun changeがきわめて小 さい場合 (に成立つ,あ･るいはそのように

近似できる場合)にあたる｡

･同 じ取扱いを.量子力学的運動方程式 (21.8)について行なうこともできる｡

その場合.FokkeT JPlaIユOk eq.は散乱過程をBorn近似Lで扱ったものを与

え 週Omenもum tran占ferはもはや irTlfinites通al ではない0

-134-
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このように同じくFokkeーPlanckeq.の段階で古典的な取扱いと童子的な

取扱いの意味が異る;.__?牢注意すべきであろうO もつとも. ここでいった量子

的な取扱いは.普通にはFokkerrPlanck eq.とはよんでいないO

たとえば.考えている系がheaも bathと.弱いinteracもionをもってい

るとき.heaも ね もhはほとんど熱平衡にあるとし､ i‡ユteracti-onV を

Born近似で扱い.注 目する系に対するBもochasもiceq.を導びく､ という

考え方はふつうであるがtそれは､ (21.22)式を

市 -去 luo･p]一 意 桑 〔Ⅴ(0日 V(-tl･P",dt.
∂β

という形に与えるotここに ､

主計も 汐′も

Ⅴ(ち)-e缶 ve ち

(21.25)

はその系とbaもhとの非摂動ノ､ミル ト-アンHによるVのinteracもion

representationである｡ これだけを導出することは簡単で. どうやっても

すぐにできるか ら読者の演習に委ねるが.上に述べた一般的な考察は.その背

後にあ'るものの意味をー注意したかったからであるO (21.25)はたとえば､spin

系のrelaxaもionに関するBlochの方程式でもあるQ また.このPの運動量

表示の.対角成分だけをとれば､気休の分子のmaSもereq.も与える｡

S22. 粒 子 の BroⅦn運 動

- 列としてgaS分子と衝突するブラウン粒子を考えるo問題はgas分子か ら

与えられるカをrandomな部分 とSyStemaもicな部分に分けたときの後者を実

l際に求め･抵抗係数を与える羊とであるD その一つの一般的な方法は･最重森

氏牢よこ?て論ぜられているが.それは後に触れることとし, ここでは簡単な考

察を述べるに止める o →ー ■ →■
ブラウ ン粒子の変数を (Ⅹ ,P),heat bathの gaS分子の変数を (x1-一-ナ1. 一一事
㌔,Pl･:･･軸 とすると､完全なLiouville.eq･は
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-･}■ ー

品 f(P･Ⅹ;p,Ⅹ･t,- ト 妄 倉 一浮 菜 一
一一一事･一一-→ 一

→ 一-一事

+ ∑av生 霊姐 (一旦-_⊥皇_)〕I■~■勺■

3' ∂Ⅹ ∂P ∂pJ-
(_22.1)

である｡ これはrandomではない｡ randomnessはいま.gasmolecules

が initialに熱平衡分布をもつとし､そのあらゆる分布を考えることによっ

て導入 される (この考えは.閉 じた力学系を stOqbasticなもーのと見直すと

き紅はいつも適用される)0 (22.1)の解を二.>
P

f,LP,Ⅹ,｡,Ⅹ,一t,)= e-転 貰 ト
+ ･,+ . ･,+

∂
↓
且

皿
∑ <

f
+
U

とおいて irlterat;もionrepresenもationに移ると. (22.1)は

∧ ノヽ

- ie司t)f →････十
一 - 郡 ,+i喝一普-写fdq¢(a)e

J

(22.2)

xl言{# 十着 一端 潰 一言 葦 ｡ f̂ (22･3)
-･一事･

となるO ここに ¢tq)は interac七ion v の Fourier変換で

Ⅴ(Ⅹ- Ⅹ)-ノ偏 eJq'X-I)d言
一 一･■■･

(.22こ4)

で定義される｡

東に, われわれは､ ブラウ ン粒子の運動量だけに注 目するとしようo したが
/＼ →

って分布函数 f ,fは位置Ⅹを含まない｡また､heaもbathは熱平衡にある

として

f(P,Ⅹ;p,Ⅹ,ち)= F(7 ,.i)Geゼ∑盈 (22.5)

ノ＼→ → → →

とおこう｡ Cは heat ba七hの部分のnOrmalizaも土onであるo (22.3)の解

f甘 - expJ iftdもJe27弼 )f(o)
^ _T. ^ ^

0

-136-
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に対 して. initialdistribuもion 阜して (22.5)に対応するものを入れ.

heaも ヒathの変数について積分をすれば (22.6)は

● 七 ∧

F(ち)- <ex‡｣(ifdtIq27(廿))>F(0)
0

(22.7)

という形になるO ここで更にnarrOWingI.condi･tionがみたされているもの

として2nd cumulantまでに止め. (21.22)に当る式をか くと実際

書芸 - 釜 D堤 上 身 F

を得る｡ ここに

D- 47{2fq3dql的 H e,mq2jl班 2kT

(22.8)

(22.9)

は cla･SicalBorn apprcximationで求めたdiffusio‡ユCO_nStantで

あるO (22.8)は momenもum spaceにおけるdiffusion~eqであって.

Langevin eq.モ

ーβ意 亨 - 摩 擦 力 '22.10)

を仮定 して導かれるものと同じである｡ 宜instein relation(22.王0)は､ も

ちろん heat bathが熱平衡にあるとした ことか ら得 られたものである.

この問題を量子論的に扱かい. しか もこの古典論との関係を見るためには､
~-ナーー事･→ -す

densitymatrixの Wigner表示 f(P,Ⅹ,p,Ⅹ.'七)を用 い る の が よ いO

量 子 的 な L土Ouvilleeq.紘

一 一 孟 昭 p- 言 落 五 言 貴 志 言 語 ･も 貴 意 )

∂f -

∂七

W (亨+ 告 孟 /x一表意 ふ 貴 意 ふ ま き }f

… ic2fQf (22･ll)

とかかれるo Heuniltoniand として (22.1)と同じものをとれば:恵子的な
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ミ

Liouvilleop占T.atorは少し面倒にはなるが.やは り (22.2)のように変換

し.同じような議論を進めるととができるoその よぎにして得 られる方程式は

Iv(qH2に比 例する散乱確率 porn近似)をもって～n早と叶うmOmentum

transferがプラクy粒子 とheatbathparticlesの間に行なわれるとい

うもので､それ 自体は (22.8)のようなdiffllSibne亘.一七はないO(Jll.25)

を用い.直援そのような式を導 くことは演習に委ねる.

蛋 .23.Poissonmodulationと PressureBroadening

Gaussianmodulationは(18.1)の cumulanも ser土esが第 2項で切れ

る場合. Gaussianセなくてもweakperturbationならばこの Seriesの

収束が よく.普通の Per七urbatiorlの展開が可能になるわけであるが. もち

ろん. cumulariもseriesをちゃんとSum uPしないといけないような場合

もたくさんあるわけである.その最 も簡単な列がここにいうPoissonmodu+

1a七ionで. mod-ulationが強いが､短かいpulseとして働 くような場合で

ある｡

(23.1)

パルス的に強い変化 ,I,:(i)をもつとしようO このパルスの起 き方がPoisson

過程であるとする｡たとえば.分子Aが異種分子Bの気体の車に少量まじって

いるとして､やのあるスペク トル線を観測するとしようo AbsorberAが B

に近づいたときその量子的準位は摂動を受け.共鳴周波数がずれるO 稀薄な気

体とすれ ばこの摂動は.稀にしか起 らないか ら.毎勤数 W(ち)の mOdulaもio云

は上にいった ようなパルス的なものであるO

いま. 0< 七<Tの間に.N個のパルスが現れたとする｡個々のパルスは独

-138-
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立な事象であると.し･それらによるmOdulaもionを 専 t)(3'-1･･.････N)とす
九は.

●

巨∃

め(ち)-くeiJo-td(tJ)d七J>

封 七

=<expJ=Eli招 (甘)dt'>

N
= H.<ei/otw3(V)dt r>
J=1

= H {1+<e痢 (七′-
N

- 1> 〉
j=1

=expi∑<eiJo･tw;I(七つdtJ
N

-1> )
j-i

- expi昔 も<ela-1>I

のように計算することPができる｡ ここに

a -･/wJ･(も′)dt' ､
p出光

<eiJoIUwS･(叩 t' も
ーl> -甘<ela- 1>

i/T ≪ ､1

(23.2)

(33.3)

(28.4)

ほ一つのPulseに対するpt迫SeShiftで､eZ3.2)から(23.3)への移行は

..ち,_._‥.
(23.5)

ほ3.6)

を用いたo tのあいだに-つのPulse(3'番 と名づけたもの)が現われる確率

は tP でありlまた 七がパルスのduration timeTdよりもずっと長い.す

なわも

七 ≫ Td (23.7)

である限 り.時刻 七がたまたまパルスの最中にひっかかることは無視してよい

から (23.5)が得 られる｡ (23.6)によって (23.2)か ら 伐3.3)が得 られるO

単位時間あた りのパルスの出現回数を
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y

として.･(23.3)紘

¢(t)-exp yも<ela-1>

- expi-I,(王-<cosα>)ち+ iy<sina>十十 (23J.8)

となる｡ したがって.スペク トルはLoreヱユもzian

工回 ∝
(W -a,｡JAa)2+r2

の形となるO ここに半数暗T'は

r- L,(1- くねsa>)

スペク トル線の Shiftは

Aw =± L,<S由α>

(23.9)

(23.10)

(23.ll)

で与えられ るO

この結果 を別な方法で導びくことも教訓的であろう｡まず

■事
し

/wJ (tJ)dtJ- α1+a2+･･･+㌔0

は､ (0.ち)のあいだに起るn個のパルスのPhaseshiftの和7:'あるCし

たがって

諦 J (り dt,
く e0

CC
> - ∑p(n,ち)< ela>n
rPO

であるo ここに P(n,七)はnの分布で､Poisson分布

P(n,i)
(Vも)n
n

e-ut

で与えられるo Lたがって (23.12)は直ちに G23.8)を与える｡
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また.上の廃 兵は実際､､(18.1)の cumulantの和を無限次 まで S71m uPし

たものになっていることも注意を要がさぁろうo (18.i)K:よれば､

棉 )- exp∑inftd七1･･･f年 転 炉 1)･･･WJ(齢 c
OO

r>1 O 0

-e耳p写∑亘rtdtl･･･Jolk ld璃 (Ll,･･.相 ,c
CX〇

JrPI0

<牢 も1)･･･牢も)竜 - くwJJ-(tl)･･･雪(ち)
であるが

(23.14)

(23.15)

のように cumulanもaverageは単なるaVerageVL等しいことがいえ るO 何

故な らば

セ セ
jol<wJ:(tJ)>dtl-rF<α>
/d七lJoltid轡 (昭 (七2,,C-甘 くa2, -‡ 轟 くa,,2･etc･
tL j .L , . , t.

0

の ように ･< >C として< >か ら差引かねばな らないものはすべて も/ど

について高次であるか ら. 七≪ Tの極限で落ちてしまうo すなわち

･ <eiIo-tuJ袖 )dtJ- 1>C- く eiJoltwj{t叩 ･uJ- 1> (23･16)

なめである O (23.14)にこれを入れれ ば (23.3)となる｡ ここの論理が 54で

やった Ursell｣ぬyerの展開.また.-55で dil.utegasの粒子数 として

Po土sson分布を出したときのや り方 と似ていることはお気付 きであろ う｡ ま-

たこの ような tt稀な F'collisionについては.個々の衝突の完結 したPhase

shif七が司れる｡

この事情は.スペク トル線のBolt2mann･か ら問題を稀薄葦気体の分布函数

晦対するBolち21印ann eq.あるいは胞 Sもereq.近しても同じである.

最 も簡単な例題は､ forcerangeの短かい. しかしlocalには強い散乱

体が稀薄に randomk分布しているとき.それに よって散乱 される粒子.たと

えば電子に対するkirle七iceq.を導 くことである. Phaseshifもαの勘定
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紅相当して.個々のS_Catteri元 の完全な解を求め∴その散乱確率によって∫

stochasticeq;(Boltzmann eq.)を立てることは丁度 (28.8)を求めるこ

とに相当する｡ 実際

LU - uUo串 V

として.Liouvilleq.

V=苦 vJ'(r~r3')

∂f
- -ii竃 +写 jSJ-if
∂七 J

をつくれ ば･perもurbatiorli当 は個々の散乱体によるmOdula七ionであり

さきほどのスペク トルの問題 とは. a,'の代 りにLiouvilleoperatorが現れ

ただけのちがいであるから上に述べた対応はあきらかであろうO

パルスの持続時間 Tdに比べて短かい時間の現象 ･たとえばスペク トル線のず

つとWingの様子には､パルスの形そのものがきいてくるわけで.そこではス

ぺク いレの形ももはやLorenもzianセ はないo同様.衝突時問 とcOmParable

叉は短い時間の現象についてはふつうのBoi七五m年nn eq.はも.bろん役に立た

ないQ

次々のパルスの問の時間が Tdに比べてあんまり長いとはいえない場合には･

パル頁の'･重なり､あるいは 2一重 ,3重の衝突が ものを言ってくるOその場合に

は､パルス ,あるいは衝突する粒子間の相関がまたものを言う｡そのような問

題は.'低濃度か らの近似のや り方 としては.UrsellrLhyer展開をdynani-

calに拡張した方式で取扱われるO _Urs811-地 yerとはちがらて. この場合

には ｢時間｣がexplicitに入るか ら.展開パラ'jタは単に密度だけではないO

Jr42lS
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