
誘電体に於ける抜ag王弧 Fo皿 池 tion

(､sphericalModelに関して)

(4月 10日 受 理 )

金 言 数 人 (京大理)

i1._Inもrod_ucもion

従来永久双極子系を統計力学的に取扱 う手段としてSphericalmOdelが

あり.-M.Laxl)等紅より研究されてきたoまた永久双極子能率が誘起双極子

能率を有する場合も､双極子能率をrq- 司 +ち (ち は誘起能率)の型で考慮

し. SPhericalmOdelの範囲で議論されているZo)

現在スピン系のdiagram fornulationが籍力的紅研究 されつつある｡

そこで本論では双極子系にdiagra皿 formula七ionを適用し､ sPhericAI

mDdelを議論するO その場合 sphericalcondition 亨?i〒N(ei は･単
1 ~

高い (S.C ,-b.C.C位ベク いレ)を用いず.?i- 1及び結晶格子の対称性が

及び f.C.C)とする｡

東にこの d̀iagram formulationに より等方的誘起分極率 αを有する双極

子系にSPherical皿Odelを拡張することが出来る｡

suscepfibilityxは T>Tc(Tcは criもical temperature-)で ♪

(ll) x-
I+naも

ち(1-47rnaJ)-42rL'

･2, 喜 一‡芝′dqもーも紬 由的)//dq

特にa-0嫡 '}永久双極子系のsPhericalmOdelの式 となるO

但し (2)の培分は逆格子のunit cell中で行なわれる｡

nは単位体積中の双極子数｡

βは永久双極子の大きさ

αは等方的分極率
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L'-は籍晶格子に依存する定数

従って critical もemperaもureTcは

2

･盲) 蕊-‡芝f dq}建鮎-襖)QaI(q)/Idq

より決定 されるB ここで スMは患晶構造に よって決定 される定数 ,及び

(4) 転 =
1-nαlM

但 LSphericalmodelをgc以下で定数 となるが. このような dia'gram

for甲ulaもionに よるとTc以下が定義できない｡

一方 parti七ion functionの高温 clusもer展開を初めの数項だけ行い.

それらを数値計算 LOnsager方程式 との定量的比較わすることが.幾人3)か

の人達 に よってなされて来たo

Lか し五･A.Toupin及びM･Lax2)に従い(･｡及び(2)で固有値 も(q)

(a-1∴2,3)を

(5 )

とすると

両

4 7T

ll-)･2--3

2
47TnZe
9kT

87r

}3- --
3

=(e一房 (2∈+∈∞)亮 (eec+2)2

が得 られる o この式はpolar liquidに対 する Chsa.ger方程式4)Ftはかなら

ない｡

蛋2.Fornulaもion ofもheProblem

始め永久 双極子系に対 しdiagram ーformulationを行 う0 55で等方的分

極率を持つ場合が議論 される｡

sllSCePもibility x及 びdielecもricconsもanteは

(7) I - ÷ - n筈
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SphericalModel

(i) 6-i+42rI

で定義 されるQ但 しEは巨視的平均電場

(9 ) < p> - 〔Q(EJTl/･･･/p･exp撞 (Ea- 〕筈(i)

･坤 Q(Eo)-/･･･fexpLH(Eo)- 〕筈(4dA)
(9)及び (mjのH甲虫1七onian は

(ll) -H(Eo)- 空 穿 -G璃 +宰 一･払

'i2' %･-音 〔腎 二 二 3- 王〕
ど

但 し eiは双極子の単位べク tJレ

Eoは 外 場

G ij･は双極子-~双極子相互作用

特に距離を dimensionlessにするために rlJ/3の単位で測定 しているO

(9)の Boltm ann 因子を Eoの■ベキ級数に展開 し. saもurationを問題にし

ないか ぎり非線型項を落す ことができる｡従ってPOlarizationは

2

(13, p- n<pl≫ -(諾う<蓑 clk>'･E

及び

･14, <是ElCK,- 〔Q(OD-1f･･･fexp〔- 扱 T〕言辞

的 Q(0)-f･･･/exp〔-H(O- 〕 言∈詩
更に<麦el転> は次のようになるO

･" <蓋61怒> -(n% )麦義 一Logz

一王0王-
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･" Z≡票 三潜
-exp<p耳p(∑∑a.Pi,3'44)- 1>C

離 産瑠 瑠- 瑠

但し <･･････>は永久双極子の自由封転に対する平均を.又suffix cは

cu皿711an-ち averages)を示 している｡

故に次の注意が必要であるO

(i) 格子点 iに於て E;の prOd･uctを積分する場合 ,suffix aの数が偶

数の場 合にのみ値を持つO 囲えば

h) fe筈笠 - o 阿 /E;16㌢昔 -‡ ㌔fq 2

(C) ノ革 ;26警告 主o

(a) fs;16㌢E;38㌢筈 ニー
1

5

‡ 転 句 Sa鞘

‡ 警 句 Ba殉ヽ

i Sqf-a4転 句

･aal主 a2-a3- a4

et8.
～

的 各格子点に於ける 葦 の PrOductの平均-は ciLmulan七averageで与

え られ るQ

的 (17)で 新 factor 背 が 付 随 す る の で 軒 sTiffix i及 i･jJま

格子点 iとjを結ぶものとする｡ r,t

従って Cumulanもaverageの特性を利用すると. (16)の計算はconnected
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SphericalModel

?lo告ed_diagramsだけを選びだし･格子点 1畢びKを結ぶ bondGKを 1本
歌除 くと良いo

Eコ

a3.GraphicalCalcllユation of<蓋 el髄>
§2の規則 に従 い. (16)で生ずるd3'-agramSは Table lの ようになるO

但 しn個の bondを有す る diagramに対 しては n!2yg の factorを与えね

ばならないo gはdiagram の 8匹metrynumberであ り. factorn!は

各 facも｡r÷ cgijPヵミn個の (+∑背 璽)の鏡のいずれの factorの細 も含

まれ ておることより生 じたO 動 まbondが いずjLの方向を取 って良 いことVL.よ

る｡

Table lに於てDiagra皿 IIは全 てDiagr左m Iの各 verもexpoinもに

renorJ準ユi2:a七ionが可能 であるO 従って この renOrmalizationを Eで

表す｡ ∫

ここでDiagram 工の Sy王Ⅲnetrynumberが 1であるため. Eは次の よう

になる｡

(19) E- /醜 e藤 柔eiqj･E3･q塵

ノ瀦 新㌔ 631号鼻

このrenOrmali･zaもionに より､ Table lの Diagram 工江 を落す近似で

紘. (16)は.

Table 1
●

羊

-･
･

･

.･･
J
7

n壬車 .~干 ー~ー'-ー~~--■
軸 mⅡ Diai野私立

0 ●!≒K

1 ～ .1_.蕊 i

2, 王八..-Ki壬 i
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3 I.-n pJ..1Ⅹ i K○ 準 鞄
l K

4二 二 三 二 ⊥±∴

二 ∴∴

5~妻 i

妻n持 lE-i-Ⅹ…_
l K

lK 弟 武 芸1K I K IK

1 軒.CT僚 i X
iiーI+l l K

●

･20, -麦81%, - ? +rK･｡へ+｢ 十 ･･････lK1A

となるO但 しEを 0で表現 したo

LかLqj･が長距離相互作用であることより各verもexpoin七に於ける

suJm tionに注意しなければならない｡ 即ち (20)で Verもex lを除き.各
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SphericalModel

vertexが restricもed suⅡmationになっておーるO 従って各veI･texを

frees皿 ationにするため､Fig.1 の如 く. 1及 びE ,若 しくは適 当な項

を付加 え.それ らを引去っておかねばな らない｡

Fig.1

1∩ 正一エ ロ 一T0--+17+守}+2 ∈ >

(a)

(a):resもricted･sum もion diag_ram

担): freesum aもiorldiagram.

このような過程を (28)の各 diagram,即ち Diagram 工の総てに行な う鈷果

再びTable lと同じdiagramsが生ずるO但しこの場合diag_ramS は総て

sy皿 etrynumberが 1であ り.また Closed loop l個に対 し (-1)め

facもorを与えねばならない｡

それ故再びdiagram formユIaもionを行 う. そのためFig.2及びFig.3

の如 くK.{を定義するQ 従ってDiagran IrI及びDiagra皿 IIのSingle

bondcloseddiagra皿 を従 (diagramsは総て落しているo

F土g.2

く=滞 … ft王+く) + ∈ 芸 +-･･-i

く =) …車 ⊃ C 愈 +

Fig.3

Fig.2及びFig.3より.

(") K-Eil+(-I)+←机イ)十･･････)- E了五

･り { -感 2苦Gh･.{Gh･K+算 33･FFGp･Kq･KK転iK･･･････

2

Gii･に対 しFourier変換
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'23' 的 '- 苦qj･e喝
を行ない･qi…10を用いると. (22)紘

(24) { - -1+fdq

王こ~-(a i(q)A

/fdq

となる｡ 但 し (24)で積分 は逆格子の un土も ceユユの中で行なわれる｡

¢1)及び (24)より

卓5, fdqi lT6T/fdq- 轟 -I

但し

t- 鼻 ･-A-1

それ 故 ¢o)紘

QT) < 蓑 e le-TP =
+ ･･--

命 -l{m (誇 責G# + K(艶 EFqj-KGJ-KK･ -I･t･

毎 に対 しFourier変換を行い､ (26)を用いると
斗

es, <麦EleK, - 鼻 I-i(0)

従ってPolari21ationは (13)及 び(28)より.

(29) F-
t-i(0)

Eo

p-I.E及 び E-E6-42tLP(Lはdepol左riz,左tion 七ensor)を用い

ると. SuSGePもibiliもy x は
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SphericalModel

(38) 2-
I-(舶)+47TL)

但 し

'31' A(0)-言qj･-(由 構造に よる項ー 4qL

〒 4打(L'-L)

特に cubic型の結晶格子に対 しては L,=エ 1 故に (30)紘
3

¢2) 2 -
t-4打L'

(32)及び (26)は spherica14mOdelのテンソル表現にはかな らないO

蛋4. ForSufficiently SymlleもricLalticL∋S.

一般に十分対称性の高い結晶格子 (S,C ,b.C.C及び f.C.C)に対 して

は各Vertexpoi'n七に入る bond 背 の prOductが奇函数の場 今にはS畢 ･

Ⅱationを行な うとaerOになるo但し

ニ噂..IⅣ岨¢ ･7>･PF?
こ=3阜 一 ･:ヱJiI-:-_二:

lつ

ri･
て_} 1

であるから.vertex iの成分 αはVertex jに於ける SuJ皿琴もionに影響

する｡

従って (19)の renOrmalizaもion pointに入 るbondは偶数本で､各~

bondには tensor stlffixes α1･･･a2n が付随するが･それ らを各成分に配

分する仕方は closed_′-1oop上の各verも岳Ⅹ poirl七に於け'る sum ation

によって決定 される, 所が 52(i)及び担匿 よりclosedloop上の各 vertex

point.で準 もIenSOr.･.Suff阜ⅩeSが各成分に偶数個づつ配分 されておるか ら.

それらの点で summaもionを行なう場合.その diagralmが値を持つためには

少 くともrenorm冬Ii2:a揖on poin七に入る-1bondの もens?I suffixesが

偶数個づつ各成分に配分 されるととが必要であるoFig.4参 照
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Fig.4
vertex i,3'及びKで su皿 もion
を行なう場 合. こ.の図が億を持った

めにはγ-yとなることが必要であ

る. 更に 52(i)及び的 よりCでの

立寺 豪 雪芸霊芝言霊:ofLめには α-- βとな

従って §2(i)及び的に よりrenornali'2:ationは対角成分 f-_Ilだけと

なる. ･Fig.4参 照

それ故

(34) E - < 串 15 -
ノ墨 e-H細 字(i ,

∫e

1

3 < 8三>

但 し E呈-1を用いた｡

特にF土g.2及びFig.3の Singlebondcloseddiagram に対 し､

言qj誓i=RI

Ji欝J陳 = Sl

etc.

晶孟孟三m'31芸;説 tK荒 さkToK服 するので潤 の空には依存せず結

であるか ら. Fig.5の如 くⅩ及び Cもやはり対角成分 K-Kl及び (- C1だ

けとなる｡

Fig.5'

詔書麦qj'.髄q5'5-IGn悔5-i

=言霊号qj'即 )5-EGmqg.q･i

= 亨も(Rl)(Sl)誓i
-(Rl)2(sl)- (R2S)1

ご 108-

t･



SphericalModel

従って ¢ 2)より

susceptibility は

(36) x-
七1- 47{L'

叉 (25)よ り

･37) izafdqもー
np2

dq~-3kT

但 し 七は (26)より

(38) も- kT/np2Ⅹ

もh)は 柏)の固有値 であ るo

(37)及び (38)は.sphericalmod-el の結果 にはかな らないO 故 に criもi-

cal もempera乞ure㌔ は

･39) 意 弓 ㌘-dq忘 画 q dq

より求 め られ るo 但 し AM は 1(q)の maXimum eigenvalueであるO 更に

spherical nOdelでは Tc以下で､ SuSCePtibiliもyは constanもvalue

(40) x-
lM 1 - 47rLF

で与 え られ るがt この diagra皿 formulationに よる と Tc以 下は定義 で きな

いO

蛋5.PolarMoleculeswith IndllCedMoment

永久双極子が等方的分極率 αを有す る場 合 土番 目の分子の全双極子能率は

(41) (
mi- 聖+αE芸′

E芸-Eo+亨qj･n51
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となる｡但 しE芸は局所場である｡

従って

(421 号m i = 書類 +誓 QiEo

(43) ち - 1+誓 q･i+(αn)23EEG2%･q･i'･･････

Ha血 1七onian6)紘

･-I, -H(Ea- # ifJ･吋 Li･ 堅 与･EO+‡誉Eo巧や

及び

(45) も- Gh･+ (an)麦q鵡 +(in)2諾,Gh苑EGEi+･･････

雪m iの統計平均は

(46) ≪ 誉mi嘉 = " β≪ 恒 1≫ +獅 1･Eo
TH'Eo撃 守塾/恒 le i147T

(り) ≪ ¢181≫ =

-｡--::JS-ノ=-=I三こ≠∫e

但しNは結晶格子数 .

(13)に対応 し軌 に線型な近似では

(48) ≪ 恒 1- - 諒
I(恒 1)(麦紬 e-H(軌竺

-qH{oykT筈(寄∫e

-昔 ¢1<el(菱転蟹)>.臥

それ故Poユari21atioヱユは

(49) P=anQi'Eo+¢1麦飯 ∂(Gfi)
1曙Z･Eo

･･50) a - ノ漉 eiq･ej=(筆,1.10_
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SphericalA度odel

となるo

従?アdiagr- formula七ionは 5 3の 各 giagr- で qj･草 句 で姦
えると長いO

また qS.の Foufier変勤 ま

(51) qj･-∑GJ(q)eiq･r勾q
(52) GJ(fl)… 紬 )柏 )-

A(q)

1-nai(q)

となるo それ故対称性の高い結晶の場合は 菖4で求めた式で AzE(q)を 1訴鳩 (朝

あるいは l佃を }(0)¢(Ojで匿変えると長 いO

(49)より (29)に対応 しPOlari2;a七ionは

¢3) p- ¢(0)(nα+
¢(o)

も1-i (0)封0)

従って SuSCepもibili七yは

(54) 2-
1+n 也も

ち(I-47tnαL5-47tL'

及び (39)に対応 し 七を定める式 は.

･55) iEa/dq もーjLa:(q)頓 )

)･-Eo

2

/fdq -ヱ⊥3kで

故に (55)及び (54)は等方的誘起分極率Jaを有する双極子系に SPherical

Ⅱ灯delを拡張 した式 となっておるO

(56)

2
.Ln JL
3kも

で定められる｡

但 し

(57) ¢M =

ー‡夏fdqlM鮎-1a(a)ち(q)

1 - nαlM

ー111-
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蛋6. Comparisonwith Onsagtjr equation .

parも土もionfunctioエコの高温 Cユusもer展開を初めの数項だけ行い､それ

らを数値計算 LOnsager方程式 との定量的比較をす ることが.幾人3)か の人達

紅よってな されてきた｡

しか し (55)で R･A･Toupin及 びM･Lax2)に従って固有値 Iatq)(a-i･

2,3)杏

･(58) ll - 12-与 , 13- 一宇

とする と､ (これはq≪ 王の場合)

2 1

4方~
1-nα-

3

となる｡

1

また (54)で L'-す とし･ e= 1+4打X より

¢o) も-
4JT(e+2)

(59,)及び (60)より

･") 三宝 - 等 nα+

3∈

(e+2)(2∈+1) 2(e-呈) 47{

2∈+■1 3

Jl- 0とすると. (60)は Clasius-Moso机 iの式

(62)
ecQ- 1 47{

∈∞+2 3

となるO故 に (62)を (61)に代入す ると

連票可:
47rnLE2 (e-e∞)(26+ ∈∞)

9kT e(∈∞+2)2

-112-
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が得 られるO この式は polarliquidに対する Onsager方程式にはかなら

ない｡

終 りに.終始指導 ,討論 して下 さった 松原先生及び徳永氏に感謝 しますo
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