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鈴 木 増 雄 (東大理)

毒1. 工n七roduc七ion

Spin系の二次相転位を皿icroscopicに議論するには､もっともrealis-

ticな Heisenberg皿Odelに立脚するのが望ましい｡ しかし､､もとのHei-

senbergmodeIそのままの型から出発するのは､非常に難 しい｡そこで､普

者は､前号に於いて､Syqmetr主2;edpairproductdensitymatrix pB

が､相転位の転位点近傍で､Hei･Benbergmodelの特長を充分に残し､定量JJ

的にも､相当良い結果を与えるmodeldensiもy皿atrixである事を､Fer-

roの Curie点や､一次元めenergy等を実際にpBを用いて計算して､例証

したol) それに勢を得て､ここでは､更に､anもトferrcの Curie点や､

anisoもropicferroや anisotropicanもi-ferroの性質を､psを用い

て議論 してみよう｡ 主な結果を要約すると､anisotropicferro皿agnetic

modelでは､直観的に容易に予想されるように､横成分が大きい程､Curie

点が､一般に低 くなる.又(isoもropicr･な)anもi-ferTOmagneもicmodel

では､一次元は､相転位が起 らず､二次元､三次元では､裾転位が起る｡(但 し

三角格子､は除 く)更にan七i-ferrnmagneticmOdelで aniBOtropy の影

響-%調べてみると､横成分が大きい程､Cllrie 点が高 くなb､anもi-feI与O

になb易 くなるO即ち､anti-ferro に対 しては､横成分が重要な役割を果

していること'が示されるo ferroと anti-ferroのそれぞれの場合に､aIユー

isoもropyconstantTと共に､Curie 点が､どのように変るかを､各次

元の各格子型に対 して､図示するo 又､転位点に於ける比熱のjⅦnpに対する

anisotropyの effectも､ ferfoとanti-ferro では逆にな･るo fer-

ro では､横成分が大き(なる轟､比熱のjumPーは小さくなb､anもi-ferro

では大きくなる｡
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鈴木増産

菖2･ ･Anti-ferromagneucEeiSenberg讐Odelと Gurie点

i80もropicな場合を考えると､ ferro の時と全 く同様に議論出来る｡我

我の立場では､もとq)Heisenbergmodelを次のSymeもriBed‡汲irpro-一ヽ■､.
duct density皿atrixで議論するO

,A-料/班
spin S-1/2の時は､次のように表わされる｡

ps-aNppxairSym(1+XSi･5･)
但 し､Ⅳβ はpairの数を表はし､

a=eK(cosh2K-ユ sinh2K)2

もanh2K
Ⅹ=-

2-もa血 2K 0

(1)

~■(2)

(3)

さて､Ifdrrpのときと同様に､Be七he近似を用hて､ aLnもi-ferroの
i)l

curie 卓華巌 車 ようO分子場･をfTとして､hl-jLoff/kTとおき､

nearestneighborrの数をZとすると､ Z+1個の状態和Zは

呈 1 .Hz exp(hJqZ)〕Z-Trli ･K eXPト ･K S o ･Si)〉syn 由

Z; Z

- (ac)zTr.冗 (1+ⅩSo･Si).冗(1+ySf)
1=1 1=1

位 し

O-cosbb', ･y言もanhh′｡

- A- ±TrAw(1+ⅩSo｡革i)打(1+yギ)

とお(と,

<-soz> -≪S.a- ･(ac)Z/Z,<SlZ> --siZ- ･(ac)a/Z｡

そこで､ anもi-ferroに於ける分子場は､

<sozi,- - <SiZ>,即ち≪ SoZ- ニ ー <<串>
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二次相転移工Ⅰ

よb決まる.上式が､y-0以外に､yキ 0(ffキ 0)なる解を持ち始め_る条件

から､Curie点を定めると直ちに､

1

ⅩC〒 一 完三言 _即ち
(7)

これよb一次元では､Z-2よれ Tc-0となD､anもi-ferroにな らない｡

二次元以上では､antiTferro になる占(三角魔子は除 ()-正方格子､単純立

方格子､体心立方格子の場合のCurie 点を求め､他の方法による値と此戟す

ると次の表のようになる.

表 Ⅰ (2Kc;anti-ferroの Curie点)一

auther 一 次 .元 二次元正方 .単 純立 方 _-休心立 方

opec土lOWShi 3_19 2.28 1｣53 1_6-3

･KuboJ-obaもa,Ohn02〕 0-784 0一一496- 0.369 0.303

Li3) None .None {し500 0_31-4

oguchi,-Otata4) None -0.6_3.1 0,372_.､. 0.275

上の表をみbと､Oguchi,Obataの結果に近い値になっている｡

蛋_3･ ,tAnisotropIC ferromagnもism

- Anisotropyと Tcの変化-

exchangeinteractiorlが､Ⅹ,y,Z成分によって異なる一般の場合に

ついて考えてみよう｡この場合の皿Odeldensitymatrixpsは､

ps-塩 rexp(αⅩsIF苧 +a五号 LqJy+ α乞Sfsap)〉8,,m (8)

spin S-1/2のときは､次あ性質によb､ps時もつと簡単紅なる､O即ち

呼 晋 ,slyS]y]:-O･呼 sJy,qZq･Z]_-0, 呼 軒 !<ギ S･Z〕= o
よb
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ps-a"PpwairGym(1+Ⅹ1墾㌣ Ⅹ2qy軒+ⅩsiZS]Pj
但 し

(9)

a-coshaxcoshayeQSha2rSinhaxBi血 aysinhαZ,

Ⅹ1-(tankajrtanhayもanhazj/(1-tanh'axtanhaytanka21),

Ⅹ2-(tanka再 anhaz,ta血 ｡x)/(ト もa血 ax紘血 ayta血 az),

Ⅹ-(tanka2r tahhaxtankαyj/(1-もanhaxtankαy七年nhaz),

αⅩ-Ji通T,ay-雛 T,az-J〆姪･ (10)

さて､そ こで､Beもhe 近似によるCurie 点は､-前と全 く伺様にして､異

方位のある場合にも (11)

によって与えられる｡ ここで特に

i) ax-ay-0,az-瓦の場合o

X-tanhK,(Isingmodel)

ij αⅩ-ay-az-K の場合o

X-tanh2K/ (2+七anh2瓦)-Ⅹ押esenbergmodel)

喝 ay-az-‰ ax-0.

X-tanhXo ∴Kcは Isingのときと全 く同じ｡即ち､横成分一つ
では､ effectがなし( 0

iv) dx-dy-rK,aa-Ko(γ;異方性パラメーター)

(これを普通に､anisotropiccaseと言 う〕

Ⅹ-(もanbK一七anh2γK)/(1-もanbKtanh2rK) (12)
特に最後のanisotropiccaseについて､Gurie点がani軍〇七ropycon-

BもantT と共にどう変るかを､各格子型について調べてみようO (ll)と(12)

よれ Ourie 点とrとの開係は､次式で与え られる.
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二次楯転位Ⅱ

これを各格子型について図示すると､下図の･ようになる｡

､i
It/I

0.5

- ㍗(Anisotropy)

Curiepoint(Ferromagneticcase)

F-ig.1.

r-丁面訂 co云hql(筈 e2Ko)

1
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鈴木増産 ･

容易に予想されるように､横成分が大きくなる程､Ourie 点は低 (な.ること

がわかるO又､いつも､nearestの数が多い程､Curie 点は高 ( (当然D

anisotropy 依存性が'j,さくなる｡即ち､2;が大き(なると共に､‡Sing

modelとHeisenbergmodelが同じ振舞いをするようになるo これは一般

的傾向であるO これは又､高温になるにつれて､ 二つのモデルが近づいて来る

こと5)と対応 している.

蛋4. AnisotropICanもi-ferronagnetism

- anisotropyとTcの変化 -

ferroの場合と同様払 pBは(9)式で与えられるが､ax,ay'a2'が次のよ
うに変る｡

αⅩ--1Jxレ虹-, ay-一極 レ′建 ,αZ-1Jzレ煙 .

Bethe近似を用いて､Curie点を定めると､特に､

1
Ⅹ6--

Z--1

i)ax-ay-0,az--Kの場合.(A-lJzl/班 )

Ⅹ-七anbK ∴ tanhKc-1/(Z-1) (Isingmodel)

五) ax-ay-az- -Kの場合 O

もanh2Kc-2/Z_(isotropicHei白enbergmodel)

叫 αy=a.zF-A,αⅩ=0･
Ⅹ--tanhK. ∴Kcは IBingの時と同じ｡

i:吟 晦 ニーK,ax=ay- ⊥rKo

X--(もa血bX+tanh2TK)/(1+tanhK-血h2rK)

(14)

(15)

特に最後のanisotropiccaseについて､Clユrie点とanisoもropycon-

Sもanも Tとの関係を調べてみると､ (14)と(15)よb
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二次相転位 Ⅱ

これよbKcは Tの単調増加関数になっていることがわかるO即ち横成分が大

きくなる程､Cur土e点も高 くなる｡これを各格子型に対 して図示すると､

Fig.2のようになる｡

0.5 1.0

-T(anisotropy)

Curiepoint(jmもi-ferromagneticcase)

Fig- 2_

これよD._anti-ferroでは､ferroの場合とは違って､横成分が重要な役

割を果 していることがわかるO又､ 21の値が大きくなる程､CuTie 点は高 く

なれ r-依存度は小さくなるOこれは､ ferroでも､anti-ferTOでも同

じである｡

§5I AnisotropicfeTroの自発量化と比熱のjumpo

Bethe近似を用いて､伽･rie点近傍の自発的磁化Msと転移点に於ける

比熱の3'1禦Pを求めてみようo

i〕 自発量化oくSOZ>,<sIZ> をyの三次まで求めると､ isoもropicpase
-sos--(zxy+zc3Ⅹ3ya〕Tri,
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- SIZ- -(y+(Z-1)Ⅹ2y+zJ1C2Ⅹ2y3+a-1C3Ⅹ4y3)Trl.

- soz- --SIZ-の条件よbl

y2= 3(21-i)3

Z(21-2)
(Ⅹ-ⅩC)

自発量化MSは

鳩 -N物 <SoZ>-Npo苧Ⅹcy+0(yP)

∴ 堅82-plo)2×3×
(a-1)2

e富 )cx･(A-Kc)

特に､ αⅩ-ay-TK,Q:Z-Kの場合は､ (12)よb､

21 ,′一 八､ (a-1)もar3ihKc
〔(7- 2)-

(Z- 1)2し＼~ ~ノ 1+ tanhKc

(i7)

(18)

x(2TtanhrKc)j I(19)

これは､異方性定数 Tが小さ くなると共に大 きくなる｡これは､自発童化の立

ち上 bを示 し､ γが小さ (なると共に､(元rie 点が下る ことに対応 して､立

ち上bが急になることを表わしている｡

i-a) r-10･･･蛋)C-

i-by γ-00I.･堤)oF=

2;(25-4)
(a-1)2

Z(25- 2)
(Z-1)2

(丸hCaSe,前出)

(Isingmodel)a

五)比熱のjl皿P. まず,皿agne七icenergy五三は､

玉-言上克くS.XSlX>-Jy<SoySly>-Jz<S.ZsIZ>)
比熱 Cは､Kx-Ji/虹 ,etc･として､

(20)

盲 -子鴨 <soxsIX,+鴫 <soysly,･K三宝 <.sozsIZ,3

C

(21)

次に,ICOrrelaもionは前と同様にして､

- sozsIZ- -lx+jty2(a-1)(1+B x2)〕Tr=+o(yつ,2
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-soxsIX学,-lXl+yZⅩ1Ⅹ2

-soysly--[x2+y2Ⅹ2Ⅹ24

≪ i≫ -〔1十
a(Z.-i)

(a-1)(Z-2)

(a-1)(Z-2)

Ⅹ2y2〕TT,<A >-

二次相転移 Ⅱ

-y2(Z-i)Ⅹ2X]TrI (21′)

-ヂ(zTl〕Ⅹ1軍〕TrIo

≪ A≫

さて､Curie点よb上ではy…0だから､転移点に於ける比熱のjump ACは

Kx-Ky-γK,Kz-K として､

dkC-㌻i--空 也(- )lqCl1-2γ率 xc'xc･ 2 rX ICn'% 〕C

3K昌一･･･････････････.･.･.■■一一･0
2

●●-

Z(Z-1)
a-2
i(a-2)-2γ･

((21-1)-七aヱ止〕Ec)もanhTKc

1+tanhKc iC% )C

ji-a) 単純立方格子 (Z-6)では､

AG l･78 ･･･r-0(‡sing)

k lo.813 ･･･γ-1但eisenberg)

五一b) 体心立方格子 (Z三8)では､

dC l･67 - r=0･
k tl.06 ･･･r=i

性と共に､比熱のjtmpがどやように変るかを､はつきb見るために､ (22)

式を各格子型に対 して､ γの関数として､ 醤示すると､Fig.3のようになる｡

叉､芸が大きくなる~と共に､変化は弱 くなる｡
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0 - r O･5

比熱のjunp(Ferremagneもiccase〕

Fig. 3.

§6･ Anisotropicanもi-feTrOの自発麓化 (sublatticのMs)と比

熱のjlユmP .

i) ferTOの場合と全 く同様にして､Beもhe近似を用いて､ modelden-

sity psを使って､<SoZ>ニー<sIZ> の条件よれ 転移点近傍のSublaもー
もiceの自発故化を求めると､

-302-
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yL'こ:I
3(a-i)3

Z(Z-2)
(ⅩC-X)

(Z-1)2

(a-1〕一七anhKc
ト もanhKc

二次相転移 工‡

C23)

×(2rtanhrKc)〕 ¢㊥

よb､丸毎は､Nをsublaも七iceの SPinの数として,

Ms2-p純)2×
3(Z一･1〕2

(25))

これよb､ feTrO の場合とは逆に､異方性定数 γが小さくなると共に､自発

量化の立ち上Dが急になることがわかる｡ これは､ Tが小さくなると共に､

anもi-ferroの CuTie点が下がることに対応 している. 特に

i-a) r-1では､ (蛋 )Cニー

晦-NfEo冗V'3(Z+2)
(Z-1)2

､/云=ミ

i-b〕 ㍗-0では､ (貰 〕C-一

MB=NJLoX伝 承苛 ∈∋

五)比熱のju皿p

誓 =慮 ｡半 〔Z+

a(Z-2)

(Z-1)2

よD､

よi),

Z-2 ｢【, (Z-D-もanhKc
k 2 Z-1 L 1- もanhKc

C26)

C27)

×(2,tanh,Kc)〕2(28)

特に

五-a) r-o(Ising)では､

叫 =l Ki_X
AC

k 2

五一b〕 ri=1では､

?u2(2-2)

a-1

-303-
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鈴木増穫

各格子型について､ γ-Oと㌻-1のCaSeを調べてみると,下の表のように

なる｡

表2 (dC/kの表､anもトferro)

二次元正方 ､単 純立 方 体 心立 方

r==0 1_93 1.78 1ー67

+ r

比熱の､j'mp(Anti-ferromagneticcase)

Fig. 4.

叉 (28)式をγの関数 としてPloもすると､Fig,4のようになる.

一般 に､ ferroでもanもi-ferroでも､ Zを大 きくした極限では､次のよ

うになるO

昔 一一 号 (a--)即ちJC-iR/mo1
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二次相転移 Ⅱ

義7. Anisotropiclin?archainの一般解

今まで (Pairproducも〕modelderlSiもymatrixpsを､Bethe近似

を用いて取b扱って来たのであるが,前のペ-パー〔1〕の§5で議論 したよう

に､場合によっては､Trpsが厳密にcdmpact に求まることがあるO ベーパ

⊥C1)の隼 の場合は､一次元でしかも､ i)Jx-Jy=J,Jz=0,且)Jx=Jy==
Jz-Jの二つの特殊な caSeであったO実は､前の計算よDも､もつと簡単に

一次元モデルでは一般のanisoもrOPiccaseで厳密にTLrpsを求めることが

出来る｡即ち､ (spin S寸 とする)(lOjのa,Ⅹ1,Ⅹ2,Ⅹ3(童Ⅹ)を用いて
状態和Zは､

Z-TTPs-Tr打syneXP(ax野塩 +αysY藍 +azqzqz,1)

-aN｡Tr打syn(1+ⅩlSIF私 +Ⅹ2Sly私 +Ⅹ3SiZ藍 )

容易にわかるように､synは省略することが出来て､

N
zN-aN･Tr.･T(1+Ⅹ1ギSIF.1+Ⅹ2qY鑑1÷Ⅹ3SiZsZ_1)

1=1

(31)

但 し､ S賢:-iz…牽y'zoとこで更勘 Ⅹ,y,Z成分のmiL-edgraphは
Traceをとると零になるか ら､

(32)
更に､N.--の Iimi七を考えると､-舷に､ ferromagneもicでもanもト

ferro皿agneticでも, LIxli<1,1X21'く1,lX31主1が示せるか ら､
｣-

Z-志望 qiN-2-a

特に､

i)ax-ay-αZ-K(isoもropiccase)

Z=2(co坤3K-si血 3K)-e⊥荘(2COSh2K+sinh班)
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五) ax-αy-K,aB-0
Z=2cOSh2K

(33)よD､FreeenergyFは､spin-個当れ

F--kTlogZ

9nergy丑払

軍-idT2意 logZ(αⅩ,ay,dz)

--∑Jx忘 logZ(αⅩ,αy,az)Ⅹ

--(JxXl+Jyx2+JzX3)

これは､又､くギS孟>-Ⅹl etc･からも得られる｡･比熱Cは､
(1-もanh2ax)(i-七anh2αytanh2α29

cx'yyc,icA (ト もanhaxta叫 y七a加 Z)2
｡-芸 諒 vEv?_Jx2×

(34)

(35)

ここです ぐ気がつ くように､前に求めた一次元のBe七he 近似による解は､上

のpsに対する厳密解と芳全に一致 している｡(求(21/)をみよo)これはphy-

sialに容易に予想されることである. 又､(34),(35)からわかるように,一

次元で按どんなに異方性を持っていても､熱力学的量は､Tキ 0では､sin一

gularityを示さない｡即ち､相転移が起 らないO

義8. Highersplnの mOdeldensitymatrix

(i)Fe,_Niのような具体的な強磁性体をとb上げて､その∴実験と比戟 しよラ

と思 うと､higherspinの問題を解かなければならない｡もとのHeisen-

bergmodeユで bigherspinの場合には､-次元でも (Jx-Jy-0,J2;キ 0)
なるIBingmodelを除いて､異方性のある場合でも)厳密には解けていない.

そこで､Pairproducも densiもy matrixpsを用いて議論することは,大J

hに有意義であると思 う. しかし､このmOd_elでも､higherspin になる

と､少 し､複誰になる.取b扱いの上で､二つの場合で異なる重要な点を列挙

すると､次のようになる｡
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二次相転位 Ⅱ

i) spins-与 のときは (規格化が前と異なる 日

sx2-sy2-sz2-14(diagonal)
SxSyニーSySx(anもi-co皿mute〕

i-

sxsy=首 Sz

車) spinS≧ では､一般 に ､

i

sxsy〒～sysx,sxsyキすSz

sx2キ diagonal
並〕共通な性質は

SxS==土S C36)

さて､modelqensity matrixpsを取b扱い易 くする為には､exp(A

si｡Sj)を reduceLなければならないoそ･123-つの方法は

Aid≡(Si｡Sj) (37)

の eigenvalueと eigenstateへのPrOjecもionoperatorとを求め

ることであるo Aのeigenvalueは容易に､

Ah･-iISi+%･)2-Si2-sJ･2i
エI)

･i-チ "2S+- i)(2S+2-ijL2S(S+1〕).

- }i-‡ii2-i(4S+3)+2(S+1)2〉 (38)

と求まる｡但 し､ iは 1ト2,･･･,2S+1までO 即ち､eigenvalueは }1,

12･･･12S41までの (2S+1〕個あるO 勿論縮退 しているものまで数えれば､

(2S二+1)2億あるO 例えば､
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a) spin S-‡ では､ 牢 !,12- - 3-4

bj S-1では､ ll-1,32--1,13--2

cj s-号 では､

さて､一般に､

持たないこと !)

15

･1-‡ ,12- チ,}3--i ,}4---4

Hermiteoperatorの最小多項喪は 打simple打(多重根を

であるから､一般のSPin Sの最小多項式 p因は､

2S+1

甲囚… .打 (AJli);A…(亀｡Sj)
1=1

さて､ 甲囚 - 0

2S
よれ A28+1- .∑ aiAi

l=0

と書け る｡ ､但 し

2S+ 1

ab-(-1)2㌦ =Wl}j･

ai-(-1)2S+1_∑

al-(-1)28+1∑
lj(芸Dlj･

ZT t

kl東 2年 ･･･璃 3'純 海 ,･･･ki

2S+1

a28= 3雪113'=

S(S+1)(2S+1)

そ こで､Aの任意の関数 f鞘は

2S
f拘 - .∑ 亀Ai

l=0

C393

(40)

(il1_i

(42)

と表わされる｡(Aの 2S次の多項式 !) fi-を うま く求めるには､ (40)の 年 の

式を直接使わずに､ eigenvalue }jに対応するeigen stateへの PrO-

jeoもion operatorPj を用いるとよho即ち､

2S+1

A-JE=1桶 ,Pj2-pJ･
28+1

瑚 - .E i(13)PjJ=1
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二次相転移 二王

Pjを explicitに求めるには､ 次のようにすればよho

甲国 -Oの時､'ダ囚-守(A-1i)として､
ユ

1 1

p(a) - 2r(Z-1i)
Ai

pj=Aji品 )(A~}i〕

となるAiを用いて

(4!l)

E3

的 spin.S-1の CaSeo 特にspinS-1の場合をexplici七 に求めて

み よう?A-Si｡筆書の eigenvalueは 1,-1,-2であるから､ 最小多項

式は､

●●●

甲国 - (A2-1)(A+2)-AS+2A2--A-2

A3=2+A-2AP

(i)の方法でPTOjection opera鴇rPjを求めると､

･1-1- Pl-‡ (A+1)(A+2)

･2--- 着2--うー(A-1)(A･2)

･3-サ ー P3-‡ (A-1)(A･1)

依って､

eKA-eKpl+erKp2+e-2Kp3

eKA≡a+bA+cA2

但 し

a-i(糾 3e--K-守-2牢)
b=SinbK

J
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鈴木増雄

C-‡ (eK-3e-町 2e-2竿)

依って､pairproduc･tdensitymatrixpsは､

ps-aNp蒜 rsym(1+叫 +x2Ahl2'
(483

但 し､ xl-b/a,x2-C/a

このfbを使って､Spin S-1/2 のときと同様托 して､ いろtnろな議論が出

来る. 例えば､Bethe近似を用いて､Curie点を求めることも出来る｡詳綿

は次の機会に譲ることにしよう｡

§9. discussion

mod_eldensitymatrixps を広 くいろいろな場合に適用 して､今まで

の方法よb､ずつと簡単な方津で､同じ程度の結果を得ることが出来た｡した

がって､このpsを Bethe近似でな しに､もつと高い近似で､或いは､転移点

近傍では厳密に､取b扱い得る可能性がある,これは今後の問題である｡ 本論

のarlもi-ferrO の場合に､硬成分が大きくなると共にCurie 点が上るのは

注目に値するOこれは､pairdensitymaもrixを red.uceして､(9)の型に

した時､ SIPsjZ成分のⅩが､ Tと共払 an七i-ferro では大きくなるからで
ある｡因みに､ ferroでは､ Tと共に Z成分が小さくなD､Curie点が下る｡

最後に､絶えず､親切な御指導を下さった久保免生に深 く感歯致しますO又

有意義な discussion をして下さった横田紀男先生､'1､幡さん､ 金子さんや

久保研の皆様に感謝致 します｡
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