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(12月8日受理)

釜O. SyHopBis

格子気体のクラスタ一 ･サム bl を求める療cel. 結果的に寄与するクラスタ

-のみを選出する方法が得 られ､その時定義される係数 唱 によって bL､吏

:には tt大 きい分配閑散 "の対数を表示す る事ができたO.即ち､格子気体の熟力

学量は.-C富を求める事によって得 られ る訳である争又､●bE に関する新 しい

幾儲か の籍泉 も得たO-'=次元正方梅子については､実軽にC芸の一部が求め ら

れ.附銀に載せておいたO良 (知 られている様に､格子気錐の結果はト数学的

構造が同- である｡ tt磁場のあも Ising轟乾性体 "や 代正則固溶体 " _K容易

く巌訳 され た占

-奮1.∴王ntrodu.ctioJn
/__

､相互作用め強い実在気体を厳密に政一扱うのは.-般に困難であるQしかし.

気体が同一粒子のみを含み､相互作用は中心力でありー∴ ポテy_Vヤル ･エネル

ギーⅤ (I)か ら導かれ､東にこ粒子間の相互作用は､他の粒子の位置.とは無碍iZI:r0
係で､ ある距離 ro(軍10Aq)以上離れ ると厳密にⅤ(ro)-0 と仮定すれば､

配置に鴇した分配関数は､長 く知 られている様に, tlrBell-1% ier の方法に

よるクラスター展開が可能である｡格子気体は､ この実在気体のモデルとして/

-採用されたもので､格子点上にのみ粒子の存在が可能で勿論､空の格子点 も存

∴在するO東 にここでは､同一格子点上gcは.二億以上存在 し得ない圃 芯粒子で

且つ各々の粒子埠､最鉾凝祐子点上の粒子とのみ相互作用する系を厩 扱うo こ

の系には.夜相.と固相の区別が発しい等の欠点がある｡ しか しその他の点に関

して埠..実在気体の姿を.本質的に表現 している.

Ising モデルに於いては､二次重格子で.磁場が!席 華 しない場合の分配関

数はI 正方格子については､ Onsagerl),三角格子と､蜂の巣格子については､

a.M.F.HQutarrel2),瓦.Husimi andI.Syoぬ3.-)･･jr,5iよび∴Lkの他の著者 ;

ヵゴメ路子については､ 工.Syozi4･lKよってそれぞれ厳密に求められているc

yang5)iま..Onsager の厳密解を利用 して､二次元正方格子気体の綿 鶴城㌔ヽ
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を厳密に求 めたo Lか し､頚在迄に､ 磁場が存在す る場 合の Ising一字 ≠フレ海

嶺密解､ 即ち藤子気体の厳密解が得 られ ていないので (p-V'等痘痕か遠藤に得

られ ていない)､ 多 くのグラフを数え る事に よっ て. 固有値問題 を解 き.分配

関数を二重級数 (温度 と磁場､温度 と絶対活錠皮)として求め る事は有益 であ

るO /JY-ラフを数え る【仕事は､ クラスタ ーが大 きく凍 るに従って,幾何級数的 に
6 7 a

復姓 とな るo Domb Katsura ,Rusbbro?keand-SPoins ,等に よってグ

ラブを数え る方法が､工夫され たQ Katura埠.二次元正方格子 について多 く

の係数 の数値を求め､ bl につ いては bB まで全 つての 巾について求めたo

Rushbrookeand Scoinsは.単純立方路子 と体心立方格子について､既約

クラスター ･81 については β7 まで､全 ぺての 巾について求 めたB Lか L

bin(bl-∑ bin fn)の一般項が知 られ てい るのは･T-竿の時のクラスター

･サムであ る bz王泌 みであるQ我々､は､新 しい方法を用いて､ bE''め塵 くほ

ど簡単 な性質を見出し､二次元正方格子については､ blo,bll,b12,b13,bl4,

と bip,a)は最 高巾)の一一般事項を得 る尊がで き､ blnの一般項を知 るには.

b2n,n まで知れ ば良い事も解っ たO (blpは次の論文 H で述べ るO)

蛋.2. Preliminaries

urse11-Mayerの方 法か ら､格子のクラスタ- 二サム bl は次の如 く表わ

され るO

com ecもed

bl-孟 S ∑ H fij
(2-1)

こ こ で､Nは格子点の総数を表わ し､ Sは異な る.1僻の粒子を､ Ⅳ個の格子

点に配 る方法.∵総てについ ての和を意味 しこの時. 同一格子点に.粒子が重な
Com eCted

る草は許 され るO ∑H は 1億 の凝子か ら成 る絵でのクラスターの fij･

積の和を意味しているO ここで fi3-は次の値を とるO

1;i と 3'が同一格子点を 占める時 (剛芯粒子であるか ら)

fij- e⊥V/kT-1… f;i と jが互いに最隣接に在 る時

;その他の時
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Latti-ceGas
7

例えば二次元正方格子の b3は次の様にして求 まる｡ (Katsura ) の＼論文

に載せ られた表の一部であるO,しか し 濫a七ura はこの様にして. bLを求めた
9

のではな く. FuchB の係数 rk を分解 したものを周′いてl二グラフを数えるの

紅葉な方法で blを求めた｡ )

爵 分
十

･･
･Jも

･
･

i

'･･'ト

I･･L･.tT

･
止

t

1 1
2△32L3

-1 +i

-4f2 -4f

-4f2 -4f

-4fZ +4f2

十4fZ

-1-12f2 1-8f+16f2

3!b3 - A + 3 -2-24f+16f2

･ b3 - 圭 4f+6f2
-般 p-Lク ラスター ･サム blは次の藤に書亘る0--

bl= m;(i)巌 濠 (m米(購 b･･iの最高巾数)
･ rF O

名3. 寄与す るクラスタ-を捜す事

次の二個のクラスターは互 いに打消しあう.M

○ の車に含 まれ る粒子は.同一格子点に在 る事を示-してい るo

(証明)二次元正方格子に於いては (勉の格子でも同様)
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/

-12f2+4f2+4王■2+ 4f2- ~o

(注)/ の所は囲えばt とな り問題にしているグラフとは異なるo

(Q.A.D)

格子点蘭のポン ド(fを寄与する)を 廿大 きいポン ドD同一格子点内のポン

ド(- 1を寄与する)をtt小 さい牢 y ド,と名付けるoそ して再肖威ポン ド"

を次の様に定義して太い線で表わすO

消滅ポン ドとは､ tt小さいポン ド"でありtそのポン ドを切断してもクラス

ターが分解しないポ ン ドi:･あるo

〔定理 ‡〕 消滅 ポ ン ドを結合したクラスターと､それを切断したクラスター

は互に打消し合い.鎗果的に bLに寄与 しない｡

(証明)消滅ポンドが結合された.クラスター積分の値を 9 (i) とすれば.

そのポ ン ドを切断 した時の値は■一g (+)であるか ら

9(f)+(一g(f) i - 0

故に互に打消し合い着果的に bLに寄与しない. (Q.宜.a)

〔定理 工)の例

子点に対 し二本以上のQ大きいポ ンド"を出した粒子である0
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〔LemI凪 の I〕 消滅組子を一個以上含むグラスダ ー_は､･絵果的に blに寄与

しない｡

(証明)消滅粒子 と tt大 きいポi,守 ,で結 合され た粒子 の内.同一格子卓に含

まれ る.任意 の塩子二億 を選ぶO-この二個の粒子が結 合 していれ ば､ 消滅ポン

ドであ り. このクラスター､には､こゐ消滅ポン ドを切 断したクラスタ ーが対応 し.

もしこの二億の粒子が結合 していなければ､轟合したクラスターが対応 し
-･il･

〔定鹿 'H か ら. これ らの~クラスターは鋸果的に bzに寄与 しない｡消滅粒子

二個以上 を含むク ラスター亘っいては､任意の一個の消滅綾子にらいて考えれ

ば､全 く同様である年 (Q .諾.D_)

次に tt消滅グラフ I"を次の録に定義す るO 消滅グラフ 工とは tt大 きいポ ン

ド"で鎖状に連なっ た､三個の投手 C,dl,eがそれ ぞれ重な る格子点に含ま

れ 中央 の粒子 dlに埠.一個以上の粒子が tt小 さいポン ドic･鎖状 に遵なつ､て

-お り dl粒子に近い方の粒子か ら､<Ta2,d3･丁,････T dn-いdn と名付けるO

裏庭,もう一個あ新 しい投手 dJ が.組子 dl,dZ,∴･･･dn_1,の何れか一

個の粗子 と必ず ¶小 さいポーly ド,で結 合してお り.藤の粒子 di(i-1,2 ,

t
･'-･- n)との結 合が任意なグラフであ る｡

- ････は任意の結合0.-は任意の結合の内､,特 に消滅 ポ ン ドとして選んだ も

の｡

【Leユ皿aII〕 消滅グラブ Ⅰを一個以上含むクラスターは､結果的に bEに寄

与 しない｡

(証明)任意の結合が結合し七いIh は､ 消滅ポン ドとな り 〔Le重 工〕と同様

にして 〔定理 工〕か ら証明 され るO (Q.i.D.)
_ノ､-

弓肖滅グ ラフ Iを一個以上含むクラスターの弼
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次に tt消滅グラ.フ●II升 を次の叢に定義する｡ 消滅グラフ IⅠ とは､ 消威グ

ラフ =の粒子 eを取去ったグラフであるO

〔Lemma ⅡI〕クラスタ-の端に消滅グラフ Ⅱ を-個以上含むク ラスターは.

結果的 に blに寄与しないQ

I:(証明)消滅グラフ Iの粒子 dlの tt大 きいポン ドを～本切断した. だけの事

であ り. 消滅ポンドも (Le皿皿a I‡〕の証明 と同様に考え られ 〔Lem aJ〕と同

様に して 〔定理 I〕か ら証明され るQ.(Q.AT.D)

クラス ターの端に消滅グラフ IIを一個以上含むクラスターの例

次に _tt･消滅グラフ ･‡正･"を次の様 に定義するo消滅グラフ IⅡ･-とはiミ鎖状 '

E,C連づ た五鳳以上の粒子か ら成 り.最初の粒子か ら, それぞれ f,,gl･ig2,･.･･

ダn_i,ダn,hと名付ける時 ,fとgl及び gn とhは ば大 きいポンドで結合 し

てお り､ ダ1と 52 ,52と 53,･･- ･gn_1と ダn はそれ ぞれ tt小 さいポ

シ ドで結 合してお り､ そ して f,gi, bが互 いに異な るー格子点に含まれ､･新

たに タ1 ,52, ･･- ･ダnに･対 し互いに 代小 さい ポン ド"で任意に結合さ ノヽ

せたグ ラフであ る｡

･- - は任意の結 合O- は任意の結倉の内､韓に消滅ポy ドと-して選んだ も

のQ

tLe皿 a Ⅳ 〕 消滅グラ フ 工Ⅱ を-倍以上含む PI･テ云クーは結果的に bZに

寄与 しないO

(証明) 51と gnが籍合すれ ば消滅ポン ドとなれ Le皿汲･一工と同様 に 〔定

理 工〕 か ら証明され るo (Q.E.D..)
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消滅グラフ Ⅲ を一億以上含むクラスターの列

次に q弓肖威グラフ Ⅳ "を次の様に定義するO 消滅グラフ 野とは. 消滅グ

ラフ コエ _の粒子 fと粒子 bが同一格子点に含 まれII粒子 fと粒子 タとの結合

が任意なグラフである｡

･････････-･･･ は任意の結合O曲喝は任意の結合の内､韓に消滅ポン ドと_して選iJだ

ものo

〔Lem ma V〕 消滅グラフ Ⅳを｢個以上含むクラスタ-一は結果的g与 bE

に寄与 しないD

(証明) 〔LeⅢnaⅣ〕と同様に ダ1 と gnが結合すれば消滅ポン ドとな るか

ら証明も全 (同様であるO (Q｡諾.D)

消滅グラフ Ⅳ を一億以上含むクラスターの列

昏@
次に tt実除の消滅ポ~y ド"を次の様に定義するo実瞭の消滅ポン ドとは消滅

ポンドの 内 Le皿aI～Ⅴの証明に述べ られた消滅 ポンドであるo

例
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ポ1/ ドPIP2は et実験の消滅ポ'j:ド"である.c Lか′しぶ ン ,F P3 P4 は

消滅ポン ドではある示t tt実軽の消滅ポン ド,･ではないo

さて我々は寄与す るクラスターを捜す最終の段階 として tt基本クラスター"

を次の様に定義する｡基本 クラスターとはクラスタ-内の経ての鐙子が必ず-

本以上の tt大 きいポン ドを出してお り､ tt実際の消滅ポン ド"及びそれを切断

したものを含 まないクラスターである｡

狗 :二次元正方格子の基本 クラスター

fil fの一次の基本 タラ云夕-

粒子二億 0- --- 0 I

CZl fの二次の基本クラスター

塩子三億十二-,｣?
粒子四層や ･長め9銅 ,

E3) 至の三 次の基本 グラスター

粒子壷 - ,冒.･fj･T･-o｣
粒子五個 軒 O,･････････,
粒子六億 0髄｡,･･････････ :.･･..:辱L;E鱒

いよい よ､実椋に寄与するクラスタTを捜してみようO 簡単の為､一次元格子

･′■､＼
--.

rヽ l恥:
上 山 ｣_ : .

Le三野aIより寄与なし

Le皿maIfより寄与なし
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LatticeOaS

/〟

., ･ _ /
｢トーくつ
Lヽlh

′一一.I

● ▲■･

㌻ -:/-I;､､

@ 軌 ｡ ロ ー

Lem皿a ‡17-より寄与な し

Lemma ユV より寄与なし

LemFtiVより寄与なし

寄与あ り

寄与あ り

寄与あり

上の蓑 は一般の格子につ_いても全 く同様であるか ら､次の 〔定理 II〕 ど述

べる bl の驚 く轟簡単な性質を見出す事ができたO,

〔定理 I=〕 実際に blに寄与す るクラ巧クーとはL基本 クラスターか或い

は基泰 クラ女9:一一の鹿子の二上 に tt小 さいポ ーン ド,,̀で一方方向に鎖嘩牢連なっ

た粒子を持つクラスターであるQ 一

結局､･我々は何をしてきたのか と言えば､粒子数 とtt大 きい ポ'/ ド"数が与

えられた. 多く-のクラスタ-について実韓に残 るク ラスターが準え易い様に互

にキャ ンセルさえ合せた訳げであるO一一
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囲えば.

又.

守
と 虹比 をキャ ンセルさせて

を残すのではな く､

を襲したのであ るO

息 ｡ と 恩 O

こ二手 一一T,
を残すのではな く､

と ｡

こ_ニ_｡

をキャ ンセル させて

を キャ ンセル させて

を キャンセル させて

を残 したのであるB

さらに､基本クラスターには次甲様な性質があるC

〔定理 III〕fn 次の基本 クラスタ.-の内､最 も多 くの粒子を含む基本 クラス

ターの粒 子数は2n億であるQ

(証明) 数学的帰納法を用いれば.

n- 1の時 - 一一一一〇と年 り､粒子数は2億であるか ら､命題は成立 し~てい る.

さて. A- lの時の最大綾子数を 21億 と仮定すれば.

n= ll+ 1の時は､問題に しているのが基本クラ_スタ ーであ るか ら､ d大 き
Lへ

いポン ドガ一本 の増加に対 し粒子は†個増加す るか或いは二億増加す るお であ

る､多い方 を叡れ ば､二億増加す る事 と-な り.最大粒子数は 2i+2- 2 (i
＼

+1) よって証明 された｡
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蓋4. 二次元正方 格子の bln

前章で得た 〔定理 Ⅱ〕及び 〔定理 正三〕を用いると. bEn の一般項を系統

的に且つ簡単に (nが小 さい時)得 る事ができるO

〔1〕blo , fOのクラスタTダム七･あるが これはT--め時のクラスターサム

として既に得 られてい･るO･ここでは数学的帰納法を用いる新 しい方法で求めて

みようc

i- 1の時 @ 即 ち b10 - ･1であるo

l= 皿の時 bmoニ ト )mti i と仮定すれ ば.孤

∫- 孤 + 1の時

転O- (-)a+1吉 であ る-か ら式 (2･-1)か らクラスターの数は皿!x--
1
Ⅱ1

(m-1)!個であるo さて新 しく加わつ長一億の麗子を. 蜜に在 る皿個の粒子

と tt小 さいポン ド,,で結合さす訳げである｡ この時.p新 しレ_､魔 子が ポ ン ドを二

本以上. 出せばこの粒子は tt消滅粒子 ガと同様な粒子とな りこのクラスター紘
L-I■

結果的に寄与 しないQ敦に新 しい痩子が kL小 さいポン ド一本出してm億の粒子

と結合するクラスタ-を考えれ ば長い｡ だか ら.一個のクラスタ-に裁き結合

の仕方はm通 りある｡ (m- 1) !個のクラスタ-が在 るのだか ら全軍でmX

(孤-1) 隻-m!付号は tt小さいポン ド"一二本増加で.あるか ら'･-1を.掛け九

･ば長い結局

転+1,0=
¢コ十1)!

(T)m+1･H .封-Hm+2in+1
故に bZo の一般項は次の様に表わせ るo

blo〒 (-)i+1ユi

初めの数項を求めると､

b10- 1･-妄 言 ･弓 ･喜 ,一 言 ･-i ･･･････-･･-･･････.･･････････

(症 :blo は粒子が-点に集まるクラスタ -サムであるかち魔子の構造には依

存しないのだか ら三次元格子についても (4-二i)式は成立するo i

〔2〕bJl

基本 クラスターは 0-一･や +3- 2
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井上政義

‡定理 IⅡ〕か ら上記以外の基本 クラスターはない事が解 るO さて bll一枚

〔定理 II〕か ら単に､ 重複組合せを用いて求め られ るO

(～-1)隻
(ト2)!1!-(-)12(ZTl) .(4-2)bllff= (-)12x2勘 _2- -ト)Z2x

= 0,2,-4,6,-8,10,

[3] b12

I基本クラスター 3 4 -''5■二-16 7 8 _9 10

∴∴):) .缶:J'誓 吾 +｣0 -6- ÷ + + lL+

Fig(1)

bl2~- Li-)i+1 63勘 _3-+(-)i+ 2ト7)4勘 _4

- (-)l'l言(i-1)(I-2) (7l-3)

= 0,0,6,-25,64,-130,230, -371,--･････-･････････-

[4] bl3

基本クラスダニ-
-伽 m 1....-‥丁:.t2.2二_十__. + チ +

童 示 pi.I.i.1.:;:I+.W l-IO. ･}一十 +事 + + .=-60.

,oT+.I...,. l0 6七 + +

Fig(2) 業Katura7の鎗異か ら逆算 して求めた｡

-200-

a



Laセセice Gas

b13 - i-jE･224日L- 4+(-)i+rト60)S配5+Hl'2(58号)6勘 -6

- (-)l孟 (トか(i--2= ト3日 38号l2- 2881･555与 '4-4)

- 0,0･o･22･一･148･i竿 一･一1572,3682･
毒5. 一般格子の bi と大 きい分配粥数

前章か ら一般格子の bin は次の式で表わ され る事がわか るO

2n

bin- ∑ H ト S環 S日l _ aS=O
(5-1)､

ここで C芸とは. S個の粒子か ら構成され る､ fのn次の基本 クラスター

の和であ るO

だか ら

C冨-0,ifS<p米 (n) (5-2)

p巣(a):f のn次 の基本クラスターを構成す るに用す る最少の粒子数Q
0

また､定数項 (n芋 0) ち (5-1)式で表わす と､す るな らば､ Co=-1･

otil三レ′lと約束すれ ば良 いO (5-1) 式の∑でS- 2riまで叡 るのは

伝巨浬 III〕か ら解 り､次の定理を得 るo

t定理 Ⅳ〕 bin の一般項を知 るには､ b2n,nまで求めれば良いo

(5-1)式か ら､ bLは次の様に表わせ るo

bl=m米圭l)bin fn =皿XE(i) 2En ←)細 sHl_sfn
n=O

m巣(i) 2三1∑ ∑
王FO s-0

工FO s=0

(-)i-S 唱

(トー1)!

(S-1)!(l･｣S)!

冊leTe m 米(i)は bl.の最高巾数

(5-3)式か ら､ tt大 きい分配関数 "紘.

CC

loga- N∑ blzl
J=1

∞ m裟(I)2n
- N ∑ ∑ ∑

l=l rFO 昏=0
(-)i-S 環 S勘 -S｡fn.zl
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井上政義

(5,T5)式か ら格子気鉾の状態方程式は.

一品 - 去ユog卑

∞ m巣(i)2n

∑ ∑ ∑ H トsc冨 -S勘 -S . fn. zl
i-1rFO s-O-

附 録

p 02 3 ■4 4 -5J回 6I.7-..8卜8..‥i

I 1 2 I3回 -516 7 8き9 10‡ll

班 (I)-2i-〔2､′T3',〔〕'は切上玖

(5-6)

C富の表 匪 tsra7 の 結果より逆算して求めた)

1

2 巨

3 -6

4_ -7 22 1 -

･i5 < 0 87 8

238丁 -406 352 54 写.-i
6 t

7 57S ー25-9P t 1406 324 写_2

8 】‡f ~fJ_260上.25822 ト 4.5去5 5430∴ ･924-A-i 194 6
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Discussion

格子気体の熟力学量は 境 より求め られ る事が解ったo Lか し､ 唱 の系統

的な求め方が解決しない とこの方法もさほど有益ではない事 とな るOだが: こ

の方法に よって bzの構造が大分解明され た側面もあるO現私 宅の系統的

な求め方について研究 中である.次の論文では､ bl,が (二次元正方格子)め

一般項 (環 )辛-主-K寄与するクラスタ-それl/こ､凝縮理論の仮定である､

十分低い温度で bJが正である事の証明 (十分な証明は出来なかった｡)等

に就いて述べ る予定であるo

終りに､問題を提出され. 〔定理 ‡〕 を示 して裁 く等､終始勧拾導 して下 さつ

-た池 田先生も有益なデイスカツi/ヨンをして下 さった庄司先生や庄司研の方々

に感謝致 します苧
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