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これ まで8,才sChradingerpicもureに基きLandau-YonNeumanr1万登式

に da皿p土ng もbeoryを適用 してきた｡ この葦では員eisenbergpicture

に立つ場合を論ずるOて の場合に埠力学変数のda喝)ing とゆらぎを議論する

ことになるか らー理論は必要的に ブラゥン運動 の理論に似て くるO

§ 13 ブラウン運動の,理論

古典的な ブラウン運 動の理論を簡単に復習 してお く｡ 熱平衡状態にある流体

中に一個のコロイ ド粒子がおかれている場合を考 えるO韓体分子の集団が コロ

イ ド粒事こ及ぼすカは勿論各分子か らの力の合力である.∵衛 んど同時に非常に

多数の刀が作用することと､ コロイ ド粒子が涜体分子に比 し非常に重vlとい う

ことか ら､粒子の受ける合力はかな り良い近似で二つの部分に分け られ る｡ 第

-は slowly Ⅵ王Iryingparもで､･摩擦力こ とⅤ(七)の形に轟け る. Cは

friction constant である0 第二 は･rapidly fmctuating′pa轟 :F(もう:

である｡ したがって粒子の運動方程式は

dp(ち)

dt
- - (Ⅴ(七)+F(ち) (V(i)… p(i)/m (13.I)

となるO そしてプラグ ン運動の層 論はF(ち)の確率分布邦 を与えて､粒 子の速度

Ⅴ (勅の分布施を計算す るとい うstochasもicproblem の形に立て られるO

この意味で (13.1)は通常の微分方程式ではな く､ stochasticdiffe-

renti鼠i equationである｡ (i:3..i)の型の方程式にはLahgeVin 方程

式 とい う名がついている｡

(i3.1)でぎ(ち) が与え られた関数形をもつ とす ると､粒子の運動量 は
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橋爪夏樹

pは - foもds㌻S/tcF(レS)十e-V tcp rl~3.2)

な る形の関数形 をもたねばな らない｡ 七C…m/{ は摩擦力 によ る運勢 畳の緩和巳;i

時間で ある｡ 運動量 の初期値 pが任 意 の確率分布をもっていて も､ 七>>tQ で

p(ち) の分布 がMax町ell分 布に逝 づ く ことが必要 でや るO も>>七Cで は上式

右辺第二項 (destruction term ) は落 とし､第-項 の時間療分の上 限 七は

+- で近 似 してよい :

p(i)-f∞dse-S/tcF(ち_a)
0

(13.3)

これがMax冊 11 分 布 をもつために は､ F(S) 甲一次籍 合であるか ら､先 づ

fllめもuating forceF(七も Cia-tlSS 分布に従わ ねはな らぬ0 円も) 紘

rapidly valying であり､極 く僅 か時間 もがずれ て も､分 子配置 は変っ て

しま うか ら､相関をもたぬ､すなわ ち互に独立 な確立変数 とみなせ よ う｡ した

が ってF(ち) の分布刷 は形式的 に

甲 も)〕-exp{一言L:dも- ,耳 ･F(七,チ

と書け よ う｡一次 および二次 の モー メン トは次式 で与 え られ る :

即 も)- 0, F(tl)F(tZ)-2DpS(も1-も2)一

日 3.3)に よれば､ p(ち)-0および

p(tl)p(七2)

(ユ3.4)

(i3.5)

-孟∞dsl亮∞ds2e一(Sl+ ●緑 /ね F'tl-Sl'F(七2-S2'

-2Dp亮∞dtf}2吾dse~2V tcs(も1-や2-S,

くsl==七十S/2▲'82 ==

-2Dpi00ds亮的dte-2も/七cf8(tr も2-S,+症 一七2+S‖

-Dptce一往 ｢ も2V tc
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統計力学(頭 )

を得るoきて p2(ち)が古典統計力学の等分配則による値に一致することが､

p(七) の分布が蜘 11型 となるために必要である｡ (13.6)で も1-も2

として次式を得る :

Dp-晋 -{kT･ (13I7'

この式はEinsteinrelation と呼ばれているO (13.5)によると､これは

frictionbnsもanもが

･〒左 耳珊 rdも

の形に求 まることを意味する.これはrflucもuaもion-dissipaも阜on もheorem

の一つである｡ ◆◆

Note ブラウン運動論の分かりやすい解説は S.Chand.rase短lar:Rev.

Mod･Phys･ii5(1943)1にあるO これは物理学会論文選集 統計現象車に

入ってい る, なお上述の議論は前章の議論 と似た面もあることに気づかれ東で

あろ うも読者は diagram 七echniqueを上述 のブラウン運動の理論に使える

よ う工夫 されたい.Schrc;Ringerpictureに立つ Prigogine学派の ブラ

ウン運動論については､ LPrigogine一班.Toda :MoユecuユarPhysics ,

1(1958)48およびP･ResiboisJI･T.Davis.''Physica30(1964)

1077がある｡

14･上王ierarchyofLangevinEquations

前節 ブラウン運動の理論を一般の力学変数に対 して使 えるように拡張す るこ

とが望 ましい｡拡張の方向と してほ色 々あるがー先づ員子爵-拡張拡張す るこ

とが軍費であろうO これは Sもochasもic昂eisenbergequation と呼ぶべ

きもの-導 くO もうーつの拡張を要する点は､鱈節では､理論の立て所として､

fluctuaもiongforceF(ち)の確率分布は与えられたものとしていることで

ある｡ F(忠)の睦蜜 を論じよ うとすれば､F(ち)に対する他の方程式を立てる必

要があるo この方程式中にまた他のよt)高次のf血cbuetting.fqrc銅 .1入 って
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矯爪夏樹

く町 ま､方程式形はhierarchyを作 ることになるO このように小 自 転 乾も=･_対

応す る力学変数の運動を論ずるとき､hierarchydfequaもions に出会う

ことはむしろ普通の ことであって､前節の ブラウン還劫論は､F(i) が (13･

4) (13.7) で与え られ るGauss 分布 をすると仮定 して､hierarchyを

decoupleした･もめと見るべきであるーO

このような量子論的hierarchy ofLangevinequationsはMoriによ

って与 えられた.Moriの方法はdampillg theoTyの-変型とみることがで

きるo 前節の コロイ ド粒 子の場合には速度 ベク トルの≡成分vx(臥vyO･vz田

に対する方程式中に三成分Fx(B ,Fy(8･Fzの をもっ fiuctuatingforoeが

現れ た｡一般にN個の力学変数 f̂ム(O)臥 p- 1･2･････N に対す る式にはN

個のraPidlyvaryingvariableLC,宣言)a),I-1･2,･･･,N が現れるであろ

ぅ｡ この手続 きは繰返 されるから､一般に伊 乱 作 1,2,_･･･,N に対する

Langevin 方程式車に如何にして篭(j+1)(七),p-1,2,･･･,N を導入すればよ

いかを見 ておけばよいO最初 の力学変数笈 (o)相 はもちろん月eisenberg の

還劫方摩 式

孟 萱p'O'" -icf̂fS ,(ち,I(〟- 1･2････,N,(1411)

を備す｡ 初期条件 は を釣 01.- f̂ゞ }であ り..LitouvilleoperaもoTg は次式

で定義され る :

j番 目の力学変数等針 七) の運動は (14.1) と似た形の方程式

孟 "fB蟻 ,-icipQ''(ち, (初期条件 ;篭3-'(o)-?Lj')

(14.3)

に従 うとす る. 新 らLLいLiouville operatorよヲ(j)は物理的な要求か ら

dampig 七heory によって定めるo Damping theoryを適 用するには射影

演算子を導入しなければな らない. これをLP(j) とす るO?B')を Slo血 yva-

rying part -と 壷pidlivary叫gparも とに分錐することをtPO) に よ

って行 うことはdalnPingth占bryの常であるが､ブラウン遊動論の Ideaは､
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統計力学 (Ⅳ)

s l ow lyvaryingpartLP(3')今j(t3')(七) を何 らか滑 らかな時間の関数

璃 y) (ち)を使って次の砂に書 くことにある.:

'々

p(j,今L" (I,莞 桝 も碑 書 く14･4,

前 節 の ( 1 3 .2)でもslowlyvarying partは初期値 pの-次式であったO

ま た 日 3 . 2 )のーraPidly varyihg part の形か ら考えて､肇 )(ち)め

r a p i d l y v ar ying part (卜 P(J)顔 )(ち)を

i 卜 誹 (10 1号 p'j''t)-fotds∑ 鵡 )(S朝 +l'(七一S,iZj
(14.5)

の 形 に と る と 好 都 合 であるとが予想されよう｡ (14･4) (14.5) の和

N

合 距 も ' - uE= 1鳩 輝 七蕗 S拙 くS)今Sj+1'(もーS,} (14･6)

が ( 1 3 . 2 ) に 対 応 す る わけである｡

( 1 4 ･ 4 日 王 4 ･ 5 ) は 関数 FpOv)(ち)と新 しい iiiluctuating force

肇 十 1) (七 ' 甲 定 義 で あ る O こ れだけでは未だ一義的ではないのでtdam,ing

t b e o r y に 従 っ て 運 動 方 程 式 (14.3)が漬されるようにする.その紺に 一

･ 1 4 雄 を な が め て み る と.､ LP j̀十 は今pが ･p-1,2∴ 甲 によって張 られ

る ベ ク ト ル 演 算 子 空 間 へ の 射 影 演 算 を 与 え て い ることが分かる｡

も う 少 し は っ き り 書 く に は ､ 演 算 子 の 内 積 を 導 入 して､次の形 にすればよい :

LP(a,-A - "E 芸 企 ,/;応'･C-tjy,今 Sj,. (14.7)
リ= 1ぷ= l

ヽ

cPly) を 入 れた の は 蔓9 )ヵト 般 に は 規 格 直 交 さ れ ていないからである‥

呈 .(根 号 K｡ ち ce'ま - Spy. (14:8}

'14 .8) によ冬と ､却 禿 '- 甥 ㌦ ま 明 ら か で あるO内積の性質 としては1
/＼ ノ＼ ′＼ 一へ <

(1).(A+B,C)=(左,令)キ (ち ,C), (linearity)
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< < ノ＼ ∧

(工ユ)(αA,B)= α(A,B),

< ′＼

(Ⅱ ) (会 ,B̂)*= (B,A), Clermiもian-aymEnetry) (14.9)

(rv)(̂A,芸)> 0, (positivedefini七eness)

/＼ < < /＼

(V) (cgA,a)- (A ,C2fB),田ermitian property of霊 )

を仮定する∂が 自然で ある｡(‡工) で αは任意 の複数数である｡(エⅥ は

friction co=lStan七 の符 号などを議論す る際に必要となるであろうa (i

4.4)と (14.7)を比ぺ ると,

giLjy'(ち,-6!=1(今Qp悔 ,'fP ,C'Ji'y (14･10)

で あることが分かる｡ 内積が或 る種の平均操件 を含むとすれば､喋くも,は力
′＼

学変数 fp(ち)の一種の相関関数であって､確かに滑らかな鋼数となることが予想

されるo (14.8)によると (14.10) の相互関数は規格化 され てい る :

F'pjZ(o)-3F,U. (14.11}
●

< ∧
(14.9)に よると､(LP(a)芸,̂B)= (A,J7tj)S)- (A,LEO)会)や

C'霊 *-C'"jL を証明する ことは容易であるO したがってまた次式が麗明され

る :

N
K至 ICL3'N'骨 ,fyC),- 8抑 (14･12)

さて da耶 血 g t･heoryに従って､噛 付と竃j+I)とを運動方程式(14.3)を満

す ように決める問題に もどるo 射影演算子LP(3') は時間 もに依存しないか ら､

日 4.3)にip (j) ぉよび 1-LP(j).を作用す ると次式を得る :

エム(j聖 }(ち)-誼 'ieZ(中 郡聖)(七)+(1-LP(jh?p'叛 も) 〕,d七

品目 一誹 '}筆打 も)-= 二LP(j'}iZ 'j)lLP｡'篭 '(ち)+{1-LP'j凋 )用〕･
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統計力学 (Ⅳ)

これ らの式は (14｡4) (14._5)を代入す ることによって次の形に書け る :

′-ヽ-
〔

l
∑
拓

dt -瑠 (七,LP'j'icf'j)îfgLfotdsFpy(S)LP j̀)iie'j+1'(- a)声 o ･

(14.13)

N

が

(14.14)

先づ (14.14) を考 えるO これは新 しいLio.uvilleoperatore27(j+1)
I't

C2f(a+1)…‡卜～か(a)icZ(a)

の子腔 あることを暗示 しているO したがって等/'lj'1'(ち,の運動方程式 は

表号Lj･1)(ち)-ice(打 1)(七日 初蹄 件:令(jIl'(O,- f̂p｡ '1')I

(14.16)

･tとるべき ことは､ (14･､3)の定めか ら当然であるO (14･15) (14･16)

を (14.14) に代入す ると ,a/dも が積分の上鹿にも作用す る ことに庄意

して,次式を得る :

呈gLju'(七日 f̂'yj･生 iE Q'+1矧 ,瑚 ･

これは 蝕 もuaもing force等Lj+ 1)用 の初期値を次のように選べば満 され る :

f̂p｡'lL=ic2申 l'今tj)-(i- (a'!
(14.17)

'14.1.7) が力学変姦篭 )に対す る漸化式を与える･-この漸化式によると､

異なるjをもつ力学変数 f̂Lj) は直交することが庄明される｡ :

(肇),?(yK))-0, if jキ 応 . (･14.18)

(14.9)め (Ⅱ) に よれば ,上式をk- 0,1,･･･,3-1に対 してのみ証 明すれ
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ば十分なことが分かるo A-A-1の場合の証明は ,LP(a) のエル ミー ト性によ

って､
/

控Lj,'̂f'yj-1',- ({ユ- ｡ '}icf 直 り籍~り･舅j-1ち

- 'ig 3̀-1'今b3-,1)( 1-LP Q.-1㌔等 腔 ')等 0･

この結果 はLZ,O等リ0---り=O を意味する ことに注意すれば､近-a-2 の場 合

が証 明 され る｡ :

朝 '灘~2',- α (j一甥で王J j-2',(1-LJa'巨)Îf y'j-2',-o･

以下 同様に してk-0 まで行けばよいo直交姓 (14･子8) は次式と同等であ

る :

LPLi'篭'-SJ,k今ik', Lが j'LP脚-ej,kP'k'･ (14･19)

したがづ てLiouvilleopeTaもorsの漸柁式 (14･15)は次式を与え る :

-dJ''-ilrLP O.~1)ロ ト 勅 卜 P(0'p-i1.富 鯛 iゴ ･ (14･20,

これを使 うとまた次式が証明できる :

(管(i),̂fyOq-)-0, if k-0,1,2,･･･,巨 1･ (14･21)

運動方程式 (14.3)の解が

響(Eも)-eicf'j'も神 -+LP
警 (i七)n C2fO')n̂f(a-)

n=o n! ft (14.22)

子あることに注意すると. 近-0,1,･･･,a-1では直 ちに証野される :

(雛 も),̂fyag)- 芸 旦望 糾 謝 in-1智 ),il二JilLP(l'･5号ag)-o･
Ⅰ羊=1 n! L=o

-す左京 智 も)の運動は f̂yW,k o,1,･･･,j二1 で張 ら読る空FBq.外で毎わ

,れる｡

-36-
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次に (14･13, を滞すように FLjy'(ち)を定めることを考えようe そのため

壬こ

.::-,=硯 jヰ ･:.I;-i:;:i-:LEI

･ wLjy王 室,匪'jrf'3',̂f㌘),ctjv' (14I23)

に よって角振動数テンソル 招 ) を導入すると､(14･13,は次の形に書けるO :

望,,dvLjy)(七)
y蜜(dt 呈 gLjK'(t･,船 津 L itds轄 恒 (堰 (j'?tj+1)(もー当
こ=0.

右 か ら錐 を内済し､さらに右か らcIOJを掛けると､ (ユ4.8)によ｡ ,

軸寓 )(ち)
dt 二呈gfp｡N'(ち,iwKQ'y'-fotdsK皇 IE=1願 KP(i,LEI(i.,ig硯 十王)

N N

't･- S)･細 )cSjy'- o･ (14.24)

上式の最後の項で内積中のL･D(jちま右に移.Lて落せる｡ 次にci(j)を右に移すに咋

GeQl)̂fG(j'1)(ち),舗)'=現 出 1'(ち),ci'j'"fP), -(14.25,

な る性質を使 うo これを証明す るに恥 持4･20) と (14･.9)の (V)とを使えは

よlハ:

(dj,?tj+りttも,,押 ,- ("f!ui+り(ち,藩 1烏 'LP'6'}箱'''
Kニ=0

去 (言'kj+り(ち),cf̂fP)),

j-･】
(伊 'l)(ち),-2fQ')封(a))-((1-∑ 詔 )ffK'噛 ,jf今匪 =(製当 も),.f̂fG)).

£==0

但 し (5.21)か ら得 られ るL,i,(R)封j)(ち)=0,k=0,1,2,ノ･･･,3･-1 を第二式で侯

ったo か くして

がjJliif噌 十1.,(ト 8,,押 -⊥(̂ftj十1'(もーS),ii j̀i?･釣
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橋爪夏樹

= H ト 調 ･,13'Ej+1)(七一S),icfQ''封巧

と書ける. P (j)?EC +1)(ち)-0は先に使った式である.O上式で 1-tJD'j)を右に

移す と､ (14.17) に よ｡結局 (36(j+1)(七一S),鍾 +1㌔ が得られるか ら_

(14･8)(1_4ilO)に注意 して､

･/'ljJl'≡卦 f̂Lj･1凋 +i))cSjy'
.Ti

なる量を導入すれば , (14.24) は次の形に書ける:-

(14.26)

これは相関粥数に対する噺化式で､hierard'hyを作っているがー相互 関数を

定め る方程式であるO (14･17堺 び (14･27) によって運動方程式 (14･3)が

蘭されたわけである｡

相 娼 場 数夢想(ち)の ラプラス変換

ELjy'(ら,…か もe-ZtF〟書)(ち,

を'導入すると (一14.27) ●ほ､初期条件 (王4.ll) を考慮 して簡単な形となる:

呈Ep(錘 { Z8ぶり 二 i軌 量1軒 ,(A,｡q(ji･1,,- 8卯

(14.29)

これか ら瑠 ･(か こ対す る連分数展開 を得て､その中にはむ及びAなる時間に

に依存 しなしJl係数のみが現れ るとい う美 しい賠異はMori もheoryの収獲であ

り応用範 囲 も非常に広い もの.と思われ るo

(14･6)紘 (13･2)すなわちLangevin方程式の解に対応するものであった

か ら､Langevin方程式 (13.1) 白身に対応す る式 も作れる筈であるo (14.
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統計力学 (Ⅳ)

6) を時間微分 し､一上に得た く14･27) を使って導出してもよいが､次の よう

に進む方が計算が簡単であるO それはLangevin 方程式

N
宗 野 (ち)+∑i-i酔 ,+itdso;=,rpOc+1'(S,△㌘y'り(S)△Sjy'l'〃==1

×萱Lj)(もーS日-寺Lj+1)(ち).

Jノ

■■

(14･30)

が (14.6)と同等であることを､ (14､27)を使って示す方法である｡ (14.30)

の左辺のラプラス変換 は萱91)(七)のラプラス変換に (14.29) の左辺の fi内

の行列を掛けたものとなることに注意すれば､ この式に左か らE(j)(a) を掛け

ると. (14,29) を使って､ 直 ちに (14.6)の ラプラス変換を得る｡ これ が一

番簡単であるがーラプラス変換 をとらないで､同 じ計算を行ってもよい｡す な

わ ち (14.30) で 七の代 りに も′と書き､

部分積分により (王4.ll) を使っ て､

ttdtJ誉酢 t-t''
d穀jjiも)
dt

jt ,__tj)

演算縛 もJ･慧FSjp'(もーも'' を行えば-

-軌 も卜誉酔 '?Lj'+津
x等Lj)(もLtJ)

を得 るか らーt(14.,30) は次の形に書きかえ られ る｡ :

錐}-写{璃 (沼 9-'+帝 Ⅴ鳴 (tJ,蔓Lj+1'(ト tJ,,

dFIuf;(t'T
-一吾が も′〔 .dt

dFSjp'(tJ)d甘

蔓Lj''(もーt- FS]'p'(七一t,,∑(-inJp｡y'̂fij'(tf,
y rA' ヽ

･&t'ds誉FLjc'1'(S}△Sjp'1'̂ftj'(tJ-a,汁

右辺が零になる ことを 云えはよ小が､右辺は少し変形すると､

T署It&k'-E
dFPp)(t5

dtJ '-∑鵡 (E,i-i城 端 (もーt,'k

(14.31)

鳶 fotdtJ離 畠漕 't-tl'･,誉藍 隼 声域 Jl㍉S灘 )(il一朗 〕
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と書け,上式の第二項の積分はt' … もーS′I-S…も〝-S' とすると､

恐 距 fdtdtJIFtjN'(i,㍍tJq'l'"-sJ,△53'I聖 }(i-tJl0

-二 号 ∴こ-‥･'･'∴ - ･-････.･･0

と書けるか ら､ (14.31) の右辺は

･f･fotd甘〔空崖聖+ ∑ 鴨 , - iwij2}･R

'∑itJdsF鮎 S)∑FS3'C'｡(ヤーS,△ijfj)(i,-S,1野 榊 ,)
ぷ q

となる｡ これは (14.27) により明_らかに消えるOノか くしてLangevin方程式

紘 (14.30)～'の形であるO

(14.30) はj- 0,1･- に対してhierarchy PfLangevin sq_uations

を作っている｡したがって (14.27) や (14.30) を解 くことは面倒である｡

近似的に解 くには§13 のブラウン運動論の塊 合のように､適当な所で

餌 cfuaもingforces を Stochasもic寸ariables-と考える近似によって､

hierarchy をdecoupleすればよいOもう少しexact に解 くには､Bog0-

1iL1bov のideaに従って､運動の段階を分離 し､.一各こStage で 高次の量 は

低次の量の funcLt'ional になると仮定する方法が考え られようo Bogoliu-

bov もやっているように､これを母絹数を使ってやってもよい｡しかしどれ

かの方法を (14.27)(14.3(》 に実際に適用した仕事は未だない. Moriは華

分数展開の式で△Ljy)の形を近似的に与える方法を操出し女が, これは運動の時

間的追跡 という見地か らすればどのような近似になってい るかの分析ができれ

ば面白かろ う｡

■し

Note この節についてはfI.Mori.'Prog.Theor.Phys.I33(1965)423;

L34(1965)399参照O
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§15 KuboFormulae

締節の一般的考察ではー内接 は条件 (14.9)を解 し､ またそれ を使って作 ら

れ る射影演算子 (14.7)が sloWlyvaryingpartを拾 うようになっ ている

限 ｡､ど う選 んで もよい. しか し§13 に述べ たよ う にー力学 変数 篭 -)(ち)の

確 率分布か十分大きな七に対 しー熱 平衡状態で統計力学か ら要 求 される確率 分

布 に接近す るとい う物理 的事情 に合致させるためには､ 内積を任意 に選べ るこ

とはできない筈である｡ この点を詞ぺ るためには, kineticapproaChで熱

平衡分布へ の接近を議論 したときと同棲に､運 動の段階 を分離 して議論 を展開

す る必要が あろ う. なお､その際､遁発点 となる力学変数の組 f̂Lo),p- 1,2,

･･･,N をどう選ぶか も議論 を簡単にす るか複雑にするかに大いに関係す るもの

と思われ る｡

上述の方 向へ の研究は未 だ行われ ていないので､次善策として､Kobofo-

rmula と比較 して内積の形を定める｡実用上 はこれで差 支えないが､_.議論 と

しては閉 じないし､ また次節 に述べ る拡張 を考 える際には使えぬ恐れのある方

法 である｡Ktibo for皿ula としては電気伝導率 テンソルに対す る良 く知 られ

た もの

< /＼

O脚 (W)三石dt㌻iwt foPdl< jy局 七十勲 )> (15･1)

A

を使 うことにす る. 示 ま外 部電場 の角振動 数､ β- 1/班 ,轟は電流密 度の演

算子であり ,平均<->は canOnicalensemb16 或 は grand ca'nonical

e誓Semble に対す るものである0両節で展開 した理論に外場を入れ､ linear

respohse のみを考 える近似で話を進め ることもできるが､Moriが注意 し

た方法 は､電流 のゆ らぎを生ずる 蝕ctuating fieldを考 える､すなわち熱

は､前章に見たように､ kineticaもage で外場に対するのと同型 の現象 論

の式を満すであろう0滴節のLangevin 方程式 (14･30) で､rapidly

varying force f̂9+1'の棚 舶 Fp｡q+1'(ち)が零 に落ち硝 隆時間 をtg'1)

とす ると､ 七つ>七cc+1)な るkinetic stage (頼 よ｡畢なか で時丁 鎮

分の上限 を十∞ で近似 してよい｡ :
1
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孟?'が(ち,+∑叫wp｡y'軌 も,+ f od慧 1野β(qj+"{S,△怒 Ⅰ等Sj'(i-a"zJ=1

-̂fpQナ 1)(ち).

今の目的のためには上式 でj-0 とした式のみで十分である｡

篭 (o)-3p(9-I,y,Z)とし､FoTlrier 変換

御 ,…雲 震 dte- iw も 言p(i,I

A

∑ 芦 L , 3V(｡ … 雷 f= ･d七e-iwF芋銅

2

y me茸 zLZJ

(15.2)

(15.3)

を導入す ると､ (15･2) 紘 (5.34)を使って次 の形に書け る｡ :

･(i{wS〟y十up'oy'･,･誉ELIE'(iw,△皇ly'〕克 くW,-∑(望｣,9リ(a,,v y m e ff fly

或は (14.29) に よれば､
2

タ錘 )-誉eEp'OG)(iw'忘 )卯 倉V (α)･ (王5･4)

鷲 ) は 電 流 等 Lo) ゆ らがせる密因 の力であらたから､ (15･3)の第二式の左

辺 は電場の_Folユrier 成分3 y(a･) に比例するように書いてあるo Lたがって

(15.4)はOhmの法則の形たなってい る｡ con°_ucもiviもy tensorは次式で

与えられる :

2 2
ne ∧ <

q '｡ - 挿 (iw''重 言 詔 如dteTi如 誉禦 Dw ,3.1'C!Ok'(読 )… .
Py

(15.5)

この表式 がK豆bo formula(15.1)と一致するためには
2

′＼ ′＼ノ＼

ラ ラ 瑚 t',含i'C'lOま く誌 )左レ-亮 Pdl<jyjp(七十i-hl,> (15･6'

でなけれ ばな らない｡ 樽に上式で も-0 とお くと､ (14.8)を使って､

ne2 < J>

'ー -♂d,<jy緑 も+itス)>
meff fly
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を得るが､ nを電子数密度､ eを電 子の重荷に とれば､ これ は皿effが 電子の

有 効質量 テシソルで ある､ことを示すoMofiは (15.6)を瀞 す内接の定 義とし

て次 のもの を選 んだ :

･芸,蛋)--亮β等く合釘iE}'>. '15･8'

この定義に よると､ (15.7)に次の形に書ける :

忠 ,p;-β(言論 ,･ :･cLoy'- ? (筈 )即 ･ (15｡9,

したがって また (15.5)は次 の形に書け る 二

gjJ w,-妄fo…dt占~i瑠 〟(も吊 y,･ (15･10,

/＼

Noもe この節 の議論は民.MoriニProg.TheoT.Phys.34(1965)39

9参照oKuboformulae についてはR_KLllooニJ_･Phys_Soc.IJapan

ユ2(1957)570を見 られ たい｡

§16′打on-linearBroⅦhanlAoもion

§§14,15 では §王3 に述べ たコロイ ド粒子に対す るLangevin方程 式 (13.

1) の型 の方程式を量 子論で eXaC七 に導 くMoriの理論 を紹介 した｡ これ は

いわば線型 ブラウン遵魂論である｡ ブラウン運動 の現象論で は非線型の 問題 も

ある.例えば一個のス ピンが廻転 ブラウン運動す る場 合のLangevin方程式は

等芋'-γ匝 +即 七,ト 三日oxM両 '×M(ち, (,6-1,r

の形にとれ る｡ ここにM(ち) は スピンのもつ磁気 モー メン トt rはgyroma-

gyrnna節eJticratio,floは静磁場､ 符はLa'ndaLl-Lifshiも乙 の

frictionconstant で､ fT (ち).は この減衰項 と韻 合わ さるべ き flTEtuar

ting field である.xはベク トル積を示す｡減衰 項をLandaL1-IJifshi-

tz 塾にとったのは､ これが磁気 モー~メン トM(ち) の長 さを保存す るか なり一

般的な形であることに よるo 班(ち) の長 さが変わ る場 合を考 えたけれ ば､班(ち)

に比例する減衰項 と､それに姐 合わ さるべ き FiilCもatingfield とを加えれ
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はよいO､電 気回路の雑音の理論にも (16.1)に似た静 は だしベク トル鏡はな

い)の Sもoohasもicproblem_の議論があ る｡それ は非線型方程式を解 く

Krylov- Bogoliubov の方法 を stochasもic proble三〇の議論が あるO

それtl>i非線型方程式を解 くKrylov一重ogoliubov の方法を stochasもic

pr-oblem -拡張する試みで ある｡ (16･1)にこの方法 を拡張することはそう

面倒 とは思われないが､未 だ試み られていないO この窮みが成功すれば §13に

述べた形での非線型 ブラウン運動が作れることになる0 時にfT(七)が (1_3･5)

の ように非常に急速に相関を失 う場合には､KLlbdの Stoe7年 sticLiouville

方程式の方法によって (16.1)に対応す るFokker- Pla.nck 方程式を得る

ことが容易にでき､班(ち) q)確率分布が 七一 十- で静磁場下での平衡分布に収

束するた一めの条件式､ (13..7)に対応するもの､を導けるO したがって

fluctLLation'⊥dissipation の形にす ると, friction ccnstariも 招 ま

甲- 孟 亮W<γfYi'も)溜 ⊥ (a)>dt (16･2)

で与 え られ るo fli'(ち) はff(ち)のfio に垂慮な成分 であるo

Langevin方程式 (16.1)では､ fluctuatingforce が (13.1)の よう

にaddiもive にではな く､parameもric に香っているo これは §14の

~fliiEもuaもing forcelP の導入の仕方 (14.4) の拡張の必要 性を暗示 してい

る. 非線型の減衰骨のみであれば例えば (16.1)を量 子論に拡張 したとして､

班(ち) が スピン演算 子で書けるとすれば､二 次のス ピン球面関数まで f£0)にと

り入れ る ことによっ て､ §14 のMori理論の枠内で考慮でき る場合 もあろう｡

しかし減衰項と組合さるべき fl慮tuaもing forceは､ damping tfluctuaT

t.ion とめ･bal云由ce の上か らはかなり密接な関係にあり､addiもive か

parametric か とい う差が §14 の理論の枠 内で上手に克服できるかど うか

は疑 問で ある｡ いづれにしても､ (16.1)の形 のLar)gevin 方程式 を景子論

で使える eXaCも な形に､ §王4で紹介 したMori理論 を拡張する必要があろ うO

非線型 の減衰項の形は一般 には､ (16.1)のように二 次に止 まるものではな

いし､ また巾級数に展 開されぬ場合もあるO非線型 の Sもochasticproblem

の研兜 は主 として自動制御等の電気同路について研 究されており､ ブラウン遅 .

劫論といっ た統計 力学的見地か らは十分行われ ていない｡それで∵殻的 な こと
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は良 く分らないが､例えば減衰項が巾級数に展開される場合には､対応す る

鮎 もuaもing forces は一次だけ次数の低い項中に現れるとい うような性質

があるらしい｡

_Note StochasもicLioLⅣilleequationの方法についてはR.Kubo.'

I.ぬ th･fhys.4(1963)174, ス ピンの回転 ブラウン運勢については

R.KLibo-N.丘ashitSu皿e : (七〇bepublished)を参照｡Krylov-､

Bogoliubov の方法は 工ntrodu.ction に述べたBogoliL1bov のideaの

もとになった もので､fI･fl･gorQAtO長 一払A･M岬 的 触 相済:ん 州 で仰･桝畔 托舵

METO朗 βTEOP州 HEOP州 鵬 nE如uxKon'如 畑,如 MA,｢榔 1年5g) Mo戻 BA

参照 (英訳､和訳あり) これをStpchasもic

problen に､ (16･1)と似た式の場合へ拡張する.試み は､P.I.KLIZnetso-

v et a1..'Won-LinearT'raIISformatidnsofSもochasticProce-

sses,Perga皿On Press(1965)中のR_~L.Straもonorich-Yu.M.

Romanovskii:Parameもric:戻ffect ofaRandomForceonLinear

andWon- linearOscillatorySystemS 参衝 くpp.332- 326).

この節の最後に述べ たことに関しては､D.ter且aar霜のFlL1Ctuaもion,

A.elaxaもion.andResonanceii-1ぬ gneticSystems (scottish t血i-

Versities′ Stm erSchool)'Oliver& Boyd'-1962中に ある11..B.

callen :The加 もuaもion- DissipaもiopTheoremand‡rrevrsi-

bleThermodynanics をも参照.
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