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Fourier変換の漸近形について

(7月 14日受理)

広 地

福 井 芸 芸 (東 北 大エ )

§ヱ まえがさ

距離rだけの函数*)のFourieT変換をつぎの式で定義しようO
=己=≡コ

' Ⅵ耳 =fせ〉el鑑･rdr+｡ 描

通常われわれは､ I-",(またはr一十0)における頑r)の様子がtk･-0(ま和 ま

k--)のと きのⅤ桝 の綾子に反映されるであろうとい うイメージを養ってしっるO

実際､このイメージを定義掬こ公村ヒして､物理個 こ応用している例路鞄 退受けられる.節

力率鞄 視た桑園で蜂それ らの公式はいづれも証明やref?renqe,なしに挺出さ

れている｡ 筆者等はそれらの公式を使う必要があっ長ので､手許にある数学の

本を詞ぺてみたが､なかなか見つか g'ず｣僅かにTitohmar血2)の本にそれら

しきものを発見したO.しかし､,その本にある定理のままでは､筆者等が応用し

ようと思っている対象には不十分なので､定浮の拡張を試みたO~そE'の結果､筆

者等なりの公式を作 ることができたので､このノー トに公式斉発衰す る次第で

ある｡全 くの数学で､ t物性研究 ･と銘うった雑誌のページを浪費するのは気

が引けるが､将来同じような公式を使い たい人が現われたはあい､その人の時

間の無駄を救うことになれは幸いであ･る-?書き落したが､前述のイメージが破

れる簡単な例は_積分fvtr)dFが収束する~はあいで､ このときはⅥ領が存在す

るから､II.?∞ でのⅤ(I)の様子がどうであってもk-0でⅥ0)となるo

物理的に興味があるのは､ 1次元 ,2次元 ､ 3次元セあるから､ そのときの

(1)を具体的に書 くとつぎのようになるQ
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広池.福井

Ⅴ囲-2亮出vtr)coskrdr (1次元)

Ⅴ朋 - 2RI∞rvtr)Jo(kr)dr (2次元)

澗 -若君 rvEr)shkrdr (3次元)

ここで､Jo&r)はBeBSel函数であるoI_+与政汁がesBentialにはsinkr･
coskr と同じものだとい うことから､つぎの式で定義されるHankel変換を

考えることにするc

瑚 -lmf軸㌔ (kx)､信 dx･ y>- 一言 は

J園 は y次のBessel函数やあるC 次節でFP の漸近形を調べるoその結果

で は ⊥i･o･,喜とお- 閑 の漸近形が分るわけで･それを §3 に書くこと

にする｡

§2 数 学

BeBSel函数の性質のうち､必要なものを証明なしで書いておくo

z～Oのとき JJか 責苛石 (言)y
1

図 --のとき JJ小 島 cos(Z一三一%)

蓋〔zyJy(azり- a zyJy_1(az)

蓋 〔Z-yJy(azりニーai" Jv. 1 (ad

J;∞as-1Jy(dz)-FIT守 '
as,(竿 +1)

;zf,0,V>-S>一旦
2

f壇 としてほE3)の右辺の窟分が妃>0で常に収束するものだけを考える｡特に

li血 f軸-0とするo
極≡:盃】
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Follrior変換

〔証明〕 まずⅩ-0,k一斗eBのときを証明する｡ (32の積分を3つに分けて工1,

Ⅰ2,工3 とする｡

Fy瑚 - foA/k･震 k+ fAYkk･f∞ … Il 十王2 +I3L/k

工1は部分爵分を行なってつぎのようになる｡

1

Il≡t4'ltf頓 kx,偏 dx-/A'kf巧言 篭 〔Ⅹy'lJ叶 1(瑚 血
0

Ⅹ=4'k一 豊 沼 鮒 V弓 ,讐 J叶 1(.id - 也-蓋摘 ､信 Jy･1'k㌔ =｡

-孟f(豊)JTJ州tA上蓋o〔亮d/kx-a-1Jy.1- Jl蒜 dxj
3

-o(ka-1AVセ ~a).

工3 も同様にして

I3 = 0(kか lL-a)

となるo ‡Z を詞ぺるために､つぎの式で II2 を定義するc
●

IJ2≡i;hk/k〔Ⅹa瑚 1]I-aJy(奴,J短 Idx･

さらに函数m鳩 を

喧 Ⅹ≦ Efxa紬-H
mtE)≡max
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で定義すると､li血dE)-0 であるo I'2の大きさは
I.-0

･II2-≦ m(妄)だkx-afJy(iK)Jkx-

-ka-1滝)C(A･L,
となるOただし､C(A,L)は A,IJには関係するがkには無関係な定数であるO

-方. I2はつぎのように書けるo

･2- fdL/kkxpaJy (奴)V73蒜 ax 十 I/2

- fo∞ - lA'k

=kd~1
1

2一 郎7F千手≠ -:lJ=至
..(ir idy亮一α).o(ka-1L-う十IJ2

したがって､FP/ユ㌢ Ⅰを考えると､ .Il/kα-i,I3/ka~ 1 ぉよびI2 の車の

第二項､第三項はAを十分小 さくこい ま十分大きくとることによって､任意に

小さくできるo ･そのように選ばれたA,L の値に対して, k-す- とすれば

=I2/kか 1はm(ki) のたや 0となるO これで, Ⅹ-0, k蛸 のときの ∫
LeⅡ皿a が証明できたc x一cc, 汰-0 のときの証明も全 く同様で､ただ I2

が小 さくなることを証明するときに,上のmtElの代 りに
I

瑚 …竃 巨㌔ 弼 -1‡

を定義 して､ IinMf)=0を利用すればよいO .
f一軒

証明路

上のLe皿 a は瑚 ~の数分可能を仮定 してあるが､ この制限はいわゆる区分

的に滑 らかとい うとこちまでゆるめることができる｡すなわ.も､f壇 がⅩ-a
で有限の不連続を持ち､ oくⅩ<a, a<Ⅹ<- では微分可能であるとすると,

不達読 点か らの conもribution として､ k一斗- の ときにはI3に0(1/k)I
1

汰-0 のときには Ilに 0(k叶 す)の項 が現われるが､これ らの項 はいずれ も

kCI-1 くらぺて省略できる0
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Fourior変換
3

Lema ではaの噂が 0<a<y+言 とい う範囲に限 られているが､この制限 '･
をゆるめることを考えようQまず,Ⅹ-〆泊,k--0のはあいか ら始めるO このと;i

きは､Ⅹ一拍 での f軸 の性質に考 日しているのであるか ら､Ⅹ-- 以外 で,0

ftAの性質は十分素直であると仮定 しておく｡E3)の積分が収束 しなけれ喋いけ

ない ことからt dの値は負にはなれない ことは明らかであるQしたがって､ α
3

の値の範囲を拡張できるのほα>V弓 の方向であるo a>y･言として-
埴 …妄∞f酌 y弓 dy

を定義すると.､ fl酬 ま確かに存在して､

Lfl軸 ～
3

か-p--
2

Ⅹ- '- y寸 (x→-)

であるot3)の右辺で部分積分を行なってつぎの式が得られるO
1

kyサ
Find-

3

y+ヱユa>y+言2

2LIF(y+1)

1

亮∞瑚 Ⅹ y+盲dx

-汰f∞fltjdx-yヰ Jy.1的 巧言dx･
とすると､.上式の右辺の第2項に対 してはLeⅡ皿a が使えて

h 遍のように_LeⅢma の通用できる条件のうち､ αの制限以外 は満足され

てい ると仮定して)､汰--0 のとき,

吊朗
.I,.y+;

2yF(V+1)
若 鮎桓 V弓 dx+ka-I

1 3

2~a竹 (聖賢竿)
1

'(y+ILO+丁)2

+ o&a-3,

㊥

となる｡右辺の第 2項はLe皿af4)と形式的に同じものであるが､い一ま考えて
/

ているaの範囲に対 しては第 1項にくら′ぺて省略できるO

第 1項はf略-Ⅹ~aというf壇 の漸近形だけではきまらないから_k鳩での

㌔脚の形はⅩ- 竹 での f出 の漸近形だけではきまらないO §1 であげた例は,
このことの特殊なはあいになっている｡

つぎに､Ⅹ-0,A-- のときにaの範囲を拡げることを試みるO このはあい
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には､ αの- をa>V弓 の方向へ拡- ことは､- 掻分の原点における
収束性か ら不可能である｡したがって, a=<0 のはあいを考えるc x-0での

f毎 の性質に着 日してや るから､Ⅹ-0以外での f屑 の性質は十分素直で､下
に現われる壇々の積分のⅩ一ccでの収束性は問題がないと鑑定 しておくO種々

の函数のHankel変換が現われるので､便宜上､欄をつぎのように書 くことに

するO

Fy勘 f)…亮∞弼 Jy(嘩 司蒜dx (3)′

軸 は繰返 し倣分可能であると仮定 して､右辺に部分鏡分を行なうと,

Fy(k;i)計 量〔FP.1(k･･fト (y･i)Fy+1勘･言)〕 (6)

とい う関係が得 られるOこの関係を繰返し使 うと.nを正数としてつぎの関係

が得られるQ a

Fy&;f)-←孟)nT蓋 ←1)r酌 漣 fiel')･ 捕3F ･

ここで轡 はkに無錫係な定数である｡ 賓)に対する漸化式は容易に得られる

が穿 くのは省略するoただ､その漸化式での初期条件にあたるもの紘_糊から

分かるように

巌 1, 却 エ バ

である｡ なお､偶 でf(a-I)は掬 の (n-r)次導函数であるox-0 で

f壇～Ⅹ~ a と仮定 しているわけだが一,さらに
fCn-r)
vr.LIL
～卜 1)a+rα(a+1卜 ･ta+(a-r-1)i女~かn,r=0,1,2･･･,a E8)

3

を仮定 し-かつ Tn<a<y+盲 で(7)の右辺の各項にLe皿 劫 '1倍えると仮定す
ると､ k⊥- で
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3
y+-- a

Fy(A;I)～

2

ピ ー 1 +o(kか1),

3
-nとa<y+首

Four主or 変換

t97

となることが証明できるO 証明は省噂するが,諺)に対する漸化式を使えばよ⊥
いot9)は形式的にはLemrBa の細 と全 く同じであり､nは任意の正整数で よいあ

3

か ら占 Ⅹ→0雄 一∞ のときには･ α<y+言 のすべてのdの値に対 して伽 減
りたちそうであるが､制限が 2つあるOその 1つは,t4)の第 1項の分母にある

F函数が-になるはあいである｡ よく知 られたF函数の性質か ら_ Etの値が

-a- 2皿十g･i ･･皿 - 0･五･2f･･･ (10)

のときそのような ことが起 り､(4)の第 1項 は0とな り､k-- でのFy鍋の漸近
形は､ Ⅹ→0 における朗 一･raの漸近形か ら定 まることになるoもう1つめ

制限は, ftx)の導函数に不遵窪があるはあいで､t7)q}ように部分蹟分を繰返 し

ていると､ 8-函数が現われ.それか らのconもribution がt9)の牙1項■より

大きくなこけしまう｡徒つ頑9匝成立つ四ま榊 ,f榊 ,･･f(A-1)回が存在して連続であれ 啓xl
卓効 て蒲隈の不適掛 現れ嫁 げある0 年翰 (8)の仮定およびt7)の各項にLemma

が使えるための fh-r)d i=.対す る条件 も満足さ串ていなければならないO

以幸の ことをまとめるとつ ぎのようになる｡ Ⅹ- -,汰-0に対するLemma

は aの範囲を0< a< ダ+言以外には拡張できないox-0- - に対する･
LeⅡma は､ 軸 が繰返し徽分可能で_かつ(4)の第 1項が 0にならなければ

3

(もつと数学的な条件はさらにIP:h要であるが)､a<雪 の範囲で成 りたつo
f壇 の導函数の うちーはじめてi軸 に有限の不連続が現われるとき,

-n≦a< y+書 でLe- a の着果が成りたっ C

§3 む す び

前節の結果を釦 の (2-i-3) で定義されたFourie･F変換にきまんやくす

ることは簡単である. まず､LeⅢma をそのままはんや くするとつぎの よう に

なるc l次元,･2次元､ 3次元をまとめてd一次元と書 く｡
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全土< β<dのβの値に対して,rP+1冊 がすべて宙t≧0 において有罪2

であ~るとする｡そのとき､r-0(T-可で Ⅴtrl～r~蟻 らば､汰-- (kー0)

で

･朋～qdkβ~ds血告 十〇(kかう

であ る ｡ た だ し､

,61-2Il(1-6)

C2-㌢ P{F (雫 ),2

Ch-47rr(2-珍

t

了
･1-ノ

r一十的 , 汰-0 のときには､βの値の範囲は上記の範囲以上に拡張できないo

Fisherl)は丘』のはあい, 0<β<2で (ll) が成立するとい う公式をあげて

いるが､ これは書くβ<2と し な け れ ば な らないc Pく吉 では的urier変換
そのものが存在しなくなる.ただし､ (1事 そのものは銅 Hiより小さくなっ

ても異常なことは起 らないから,ある意味での解析接続的年ことは考えられる

かも知れないが､ここではFourier変換が存在しないことを論ずることは無

意味であるという立場を凝っておく0 3次元に対しては (ll) はFiSherの公

式と同じである｡

I-o･ k-oQに対しては,,叩 範- p<号 主にも抵張することができ
るoその際に考えねばならない制限は､vtr)の導函数に不連続があるはあい と,

(ll) の第 1項が 0になるはあいであである (数学的にはもつと制限があるが〉

特に後者のはあいを考えてみるO (1函1ら分るように､

βニ ー2m, .孤-0,1,2,-･･ (I3)

のときに､第 1項は 0になる｡したがって_Ⅴ田 をr==0 の̀ まわりで
Taylor･級数に展開したとき,偶敏ぺきしふ現われず.ILかもその収束半径が
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-ならば､Ⅴ伽 はk⊥畑 のときkJ の如何なる多項式よりも速 く0になるOそ

の簡単な例は､vErF=e-r2に対する3次元 のFQurier変換で､このとき＼̀
7Jぜ

Ⅴ掴 = 方%te--

である｡

RefeTenCeB

i)例えば M･E･Fisher･J･ぬ th･Pby苧 ･ 旦･9446964)

R･Abe,Pr｡gr･meoreも･Phys･曇 .,600(1965)

2) a.G･Titcb皿arSh･,Inもroducもion to themeoryofFolユrier

工ntegrals (OxfordUniversityPress,1937),pp.I17a叫 .

-195-


