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多体 系の基 底 エネルギTと波動函数 の対 称性について

物性理論研究室･(名大理)

(7月4日受理) ′

定理 Nケの粒子の糸があり､ そのハ ミル トニアンは粒子の交換について

対称である｡そのときー改動函数の対称性について制限_せずに求めた長氏

エネルギーは,改動函数がすべての粒子の座標の交換について対称である

として求めた基底エネルギーに等 しい｡

このような定理は丁鹿に成 り立つでしょうか ?例 えは､ハ ミル トニアンが同

じな らフェル ミ粒子系の基底エネルギーは､ポーズ粒子糸の基底エネル ギーよ

り低 くはなり得ないということです｡それは｣ 自由粒子系について言えは､全キこ

く自明です｡相互作用のある粒子糸につい七も､竣動函数が対称だと音 うこと

は､泳動函数にnod.eがな く､それだけ運動エネルギー Fyl､さくなるとい うこ

･とですから､成 り立もそ うに思われ ます占一己議1し一八 ミル トラアンについて､

なん ら物理的な制敵なしで一般に成 り立つ定盤であるのか どうかとなると｣決

して自明ではないようです｡

このようなことはi教科書な ら論文な り､何処かに書かれていてよさそうに亀

思いますが､私 たちは今 まで､文献 の中でこうい う定理.が証明してあるのに出

会ったことがあ{)篭せんO このような定理を自明なこととして使っている例は

あ ります｡ FeynI婦皿 の液体へ ･)ウムに餌する有名な論文のなかで､He&の中

に-ケのHe3が入った場合を論 じてい ますが､そこでは質量の基を無視すれば､

基底状態の政教函数はHeAだけの場合の基底状庵の汝動函数でfle4の座標の-

っをHe3の座標でおきかえたものになるとしてい ますO これなど.上の定理の

応 用例といってよいでしょう｡

書いてある証明が慰 酪 5智 ､か ら､自分で証明してみようとい うことにな

りましたO 以下,簡単 '̂･一段ずっ吉を進めていきます｡私た.もが､私 たちなり
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物性理論研究室

の結論を得るまでにたどった道虜に '忠実にしたがって書いてい こうとい うわ -:＼ヽ

げですO (- とい うわけですので､やや話が長 くなるのほお許し下 さい｡)

T 三次元､中心力で相互作用する二粒子

この場合は､重心座標と相対座標にわけると､基底状態では重心は止ってい

ますから,相対庭標のみについて考え町 まよい ことにな りますO.=ネルギー固

有値を決める方鍵式は皿をreduoed皿aS畠として

ト21m憲 +磯 十 蓋 ㌘ 〕- Ez鰯 ,,,

zfO)'= 0

ですo こ こ で ､ eキ0 なら遠心力のポ≠ンシャ ル e(e+1)/2皿Ⅹ2 はつねに正

です｡ そ こで､

｢Le皿正巳 ハ ーミル トニアンH I H2 があり､ H l- H2 は座標のみの函数で､

つねに正であればfll,H2の基底エネルギーEl,宜 2は玉 l>E2 となる. ｣-

が正しければ､畑でp-0 の場合をfI2 ,2≠ 0 の場合をHl とすれば

fiュ-fI2>0が成 り立って基底状愚は6-0 であることは明かですdすなわち

基底妖魔の政教函数絃滋子の交換について対称です｡

(LeⅡ皿a の証明)fllの基底妖魔の攻勢函数を や1とします_と､

<射 Ⅰ㌔fQl>-< 射 fll叛 > +< 射 H2THl頼 1>

- 苫 ユー <q iHユーH2叛 >

<El
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基底エネルギー
J7

最後の不等式は< 射 Hl-H2‡Ql>-j'(fI王一諾2)極ILか > 0 から明かです0

-万変分尿ヨ竪により.

<Ql‡克之叛 >>=E2

∴ El>丑 2

2O-次元の二粒子

上の証明では､問題が三次元であるため句遠心力が出て くることが本質的に重

要でしたO遠心力のない一次元の問題ではどうな るで しょうか ?ちょっ と考え

ると､ xi'-ち (Xl･鞄 はこ粒子の座標)の付近で強い反寺力が働 くときには､

改動函数が反対称になってt/自然に粒子が近づ くのを避 けた方がエネルギーが

低 くなるような気が しないで もありません｡ しかし,その可能性がない ことは

っぎのようにし'て示 され ますo

x…ち-ち とおきますと_問題のハ ミ}L,トニアンは･､

a-一志意 + 恥 璃 - Ⅴ - ,
招

ですOい まⅤ軸 がⅩ=0の付近に強いポテンシャル ･バ T)ヤ-をもつ としまし

よう｡ (図 1)

Ⅴ由

図 1
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この場合､第 0近鉄としてはx>0に局在した状顧 轡 と､ Ⅹ<~0 に局在 した

状態 やづ均 … 9+(-30は播遺します｡そこでポテンシャル ･~バ ')ヤーを-ev
(Qv> 0)だけ変化 させますと､この荷過 はとれ ます申,_そのときの改動函数

とエネルギーを決める式は

佃 - e十や+軸+C-礼

とおいて,-

田O-E)C+-<射 SVI9->0--0

-<QJ 叫 4'+>C++(Eo-Ek--0

ですo deも.≡ 0 よりェネルギーは､

丑-軍oj=l<叫 SvIL?I

ですOバ ')ヤーの所では 準 む的 >0でしょうから､･< Q+f吋 虹-ゝ≧Oで九

これから,エネルギーの準い方がC+〒O-すなわち､改劫函数が対称になって

いることがわか t)ます｡

偶のハ ミル トニアンについて時､つぎの ようにすれば, もつと-虚的に定理

が証明できます｡

いま､政教函数を対称 と制限した時の基底状態の改劫函数とエネルギーを -

雪声,EB,反対称と制限 した時のそれを 傾 7 EA とします｡そこで､'乳

からつぎのようにして-無理に対称な函数すS をつ くってみます○ (図 2)

[::::=こコ

やB軸- i

亀甲 Ⅹ>0

-碑 Ⅹ< 0
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基氏 エネル ギー

伊 は一般 に原点で徽係数窄甲連続ですO ¢SでfIの期待畳を求めてみ ましょ∫

う｡ 積分をⅩ>0の広域 と､ X<0 の飯域 と原点の近傍 の三つに分け ますと.

-e _～.､ー _P〇

<QLqlHIQs>-JLト鯉〕Hト規 x)〕dx+f規 醇 QA卵 x

/
+l/_三顧 fI尊 さdx (8-+0)
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脚 はfIの固有函数ですか ら､第-項､第二勤 ま簡単 で･ 8- +0 の時私 を

与 えますO第三項で ポテンシャ ルをはさんだ項 は, 6-十0 で消えて､結局

･亀間鴨>-私一志 fes御 意 轡 dx {4,

が得 られ ますo d轡 /dx は原点 で不達鹿ですか ら､ d2顧 /dxF 馴 函数に

にな ります｡すなわち､L

d2奄軸

- =2(弧 )咽
dx2 dx 0

です. したがって(4)q)第二項の鏡分 は

2(碧 ｡震穣 噛 dx- 2意 ,薄功

= 0

となって 消え ますO

∴ <4TsfHf4b>=EA･ t5)

一方,対称 な函数の範囲ではEBが一番低かっ たのですか ら､変分原理か らI

<毎 日引奄> >=苫S

･二･甲 A ≧Es t63

これでハ ミル トニアン‡2)については定理が証 明されましたQ

ところで､ これは話の本筋 とは直接的係 はありませんが､上 の逆は どうなる

で しょうか ?晦 か ら無理 に反対称な函数をつ くってみましょうO (図 3)

-180>
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基底エネルギー

顧 -∫
¢三野 Ⅹ > 0

⊥ 懸 d x < 0

0 暮
i
l
t
i

-_i

図 3

前と同棟にしてー

･QAfH"A,-丑S一志[_CE便 意SA純 一

ここで 4>A は-殻に原点で函数の値が不連続ですo Lたがってd中座 レ 触 x即か

㌔顧 /dx2∝ SJtx)で第二項 の積分 は-

2呼,/je脚 - dx--2Qs(0,(鷲 )0

となって､ これは負 で発散 します｡ですか らこの場合はr5)に対応した蘭係 は得

られずJ 6)の逆は成 り立ちませんOただし･ もし 璽0)- 0となって串和 ま,

了轡 は函数の値が不連続 ではな くな ｡･宜註 私 が証明され ますo すなわち､

曳功-0な ら甲A-丑SですO これは限点に無限大のポテンシャ}L>･バ リヤーが

ある場合に当 るわけで､対称 .反対称が縮退するのは当然でしょう｡

⊥181-
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3e Nケの粒子系

上の証明は一笑は次元数 ,粒子数をふやした場合にも拡張することができま

す｡

一般に_粒子が電荷をもち磁場がかかっている場合も考えて､Ⅳケの粒子系

のハ ミル トニアンが

員-2in呈(iVi一言Å(Ⅹi),2+vk l X;･･XhT, 相

と与え られたとしましようO ポテンシャルⅤはxl,Ⅹ2,･･･ⅩZ･の交換につい

て対称ですo vに もranBlaもionalsyⅢmeもry は仮定 しませんか ら,外力の

れ……IE三;,Jut;::三言07三三芸芸≡芸…芸警 ‡≡ ここ禦 警 詳 ･:･琵 芸

について 伊 対称にも反対称にもなっていない ような対 (ち ,Xj)があれば-

その ような対について やOを対称化す ることは容易ですQ Qo(･･･雪 ･･･xJ････)

十g.(･･･xj･･･Ⅹi-I)をとればよろしいわけですCしたがって,最初か ら瑚こは対

称でも反対称でもない座標の対 は含 まれていないと仮定して｢般性を失い ませ

ん｡

つ ぎに二体の時にやったと同じように, 申Oか ら無理にすべての座標の交換に

について対称な函数も(Ⅹl･･･3EN)を作 り出します0 9.は､例えばそれをⅩの函

数として見 ますと､ Ⅹェ-Ⅹi(XiはⅩ王 と交換 した時 榊 ;反対称になる相手)

を通 る亀-0となるmodalplaneをもち､その両側で符号を変えますO この

ような函 数 埴 そのnodalplaneの所で折 ｡返 して対称な函数転を終 るので

すがーそれにはつ ぎのようにします○Ⅹ1･････XNがあ-る値 コこ10.-･･･xNOをとる所で

¢S七=Qoと定義し_ あとは′35････.軸 を連続的に変えていってQoを反対称にして

いる対がnodal･pL弧eを韻える毎に 瑚ニ ト 1)をかけたものを亀 とします¢■
すなわち

78(xl････軸 )ニト1)Pや8('xl･････XN)

一182-
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基氏エネルギー

ただし, pはNケの座標を東10･･･nNか らⅩZ･･･xN まで連続的に変えた時､ Qo

のnOdalplaneを墳 ざる回数ですO

磁場がない時は改劫函数は実数にとることができます｡そこで や｡を実数にと

ったとL,ます と､ 中S はもつ と簡単 に

Qs(xl-･-XN)-橘 を1･････軸 )I (9)

としてか まい ません｡

(8)またはt9圧 定義された4･Sは ¢OのnOdalplaneの上 で函数の値は 0とな り､

plan鑑 垂直な方向の一次微分は不運統 とな りますO亀 でHの期待値 を計算

しましよう｡積分をnod-alplane以外の領域 と､no/daL planeの近傍領域

(nodaユ planeを含む体 琴-0の領域) とに分けます と,前者では勾 まいわ

ば 1oOal にHの固有函数となっておりますので漬分はEo となり､後者では

ポテンシャルⅤをはさんだ項は消えて､

<7s凶 7s>Eo

･孟量l/難 1･･･XN)(iVi一言 A & 琉 (xl･,･煽 dxl･･･dxN (iO)

第二項の積分はnodel plむ1eの近傍頗域で行い ますO第二項の中で例 えば

(i▽1｢芸壷1))2をはさんだ頃 を考えてみ 草しようO 阜ず Ⅹ1 にらいて蹟分 し

ますと､ singularに考るのは庵 をnddai.p1-eに垂直方向に二度微分した

ものですがーそれとてもたかだか 8函数を与えるだけですo Lか しそこでは

す*が 0ですか ら_結局積分は消えて

< ¢sH封78>-Eo

が得 られます｡

Cl1)

-方､改動函数をすべての粒子の座標の交換に?V､て対称と制限 した時の基

底 エネルギーを玉S とします と､変分原理に より

<4?S関 南 >茎 Es Cl･2)

ところが､式O は宜S よりもゆるい制限のもとで の最低 エネルギーでしたか ら､

占玉虫3-
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これ また変分原理により､

Eo≦Es

∴ Eo-Hs

84)の意味す るのは､ 解 ミはじめか ら対称な函数であったか､あるいは対

称な状腰 と_反対称なものを含む状腰 とが爺退 しているか､､どちらかであると

い うこ一とですOいずれにしても､ハ ミル トニアン(かこついて定勤 ま証明 され ま

した｡

t7)では簡単のため相互作用は粒子の座標だけに よると仮定 しましたが､ ここ

まで来ればー相互作用が粒子の速度に よる場合でもそれが電磁的相互作用があ

る場 合の ように二回数分の和で書けるので あれば,上の証明がそのまま拡張で

きるのは自明ですOハ ミル トニアンが三次以上の数分を含むと,上の証明は適

用できな くなりますが_私 たちがあつか う問題ではそんなことはまずありませ

んので,実際上定理は証明されたとしてよいかも知れ ませんC

40 応用例､応用 してはいけない例

｢例 1 ハミル トニアンが ス ピンによらず､ また運動量の三次以上の項 を含

まぬな らば､ニケの フェ ル ミオン (ス ピン均 の基底状態はsingleも である｣

singlet では故効函数のス ピン部分が反対称ですか ら座標部分は対称であ

り､ tri‡)le七 ではス ピン部分が対称で座標部分が牢対称ですoハ ミル トニア

ン_がス ピンによりませんか ら､前節で証 明した定理に より､座標部分が対称な

si‡1gユet が基底状態 とな りますo この場合 もちろん粒子は任意や外 力のポテ

ンシャルの中を運動 していてもよく､_相互作用は粒子ゐ交換について対称 でさ

えあれば､どんな形をしていてもか まいません｡

｢例 2 最外殻にニケの電子をもつ原子ーの基底状態 はBingle七 であるO｣

閉穀 の電子の影響をポテンシャルにおきかえたとすれば､問題は例 1に帰着

して上 のような結論になります｡しかし､例 えば最外殻が p軌道の場合にはー

フン トの裁別に よりますと基壕状愚は tripleも にな り､ この結論は事実3こ反

しますム

ー1､84-
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基底エネルギー-

悪いのはもちろん閉殻の電子をポテンシャルのもととだけ考 えたことです｡た

だのポテンシャルであれば･その外個にできる一番エネjt,ギーの低い-電子妖

態 は lOでも示 したように B軌道のはずです｡ しかしそれをとらずに原子の問

題でP軌道をとるというのは､ Sは閉費の'&'子が使用済みだったか らでしたO

このように電子のとり得 る敦劫函数己制限が加わ ります と, とり得る函 数は完

全系をつ くらなくなってしまい ます｡ そこでは定理の証明に使った変分原理は

も早成り､立たないのです0 才･30で使った顧 ように singularな函数が､許

され る函数だけで展開できる保証はな く､ (12) は一般に成 り立ちませんO

特 にp軌道にニケつめるといった風に有限 な函数空間の車だけで考えるとすれ

ば､ 璽 ミその函数空間からはみ出ているの さま自明でしょうo

同じような事情 は固体のバン ド電子 を考 える時にもおこります｡固体 内の電

子を考 える時､すべ ての電子を原子核か らはが して､原子核のつ くるポテンシ

･ヤルの中を運動する多電子系 として考 えると､そのような系のハ ミル トニアン

について定温が成 り立つのは明かです. しかしこれでは問題が非現実的すぎて､

定男印ま何の役＼iこも立ちませんOそこで､一つのバン ドに注目して､.その中の電

子の問題を考 えるとします と､忍 たちは制限された函数空間の中で考えること

になりますので､ 3'の証 明は通用 しな くな りますo

5' ハ ミル トニアンがnon-10calな場 合

上の例のように_改劫函 数を取 られた完全系 をなさぬ一体状患のみを素材と

して凝立てることにした場 合,このような-体状態 を空間 の点 の様に見なせば

問題息 これ らの点がつ (る discreteな空間で基底状態を求める問題 と考える

ととがで きます.但 し､その場合､- ミル ト-アンはこれらの一体状態につい

て一般車こ対角約であbませんので､ diSCreteな空間におけるnOn-ユOoaユな

- ミ}t,ト-アンをあつか らことになbますo

固体で一つのバン ドの中に ある電子を考える時は､ベースに ワニア函 数をと

ります と､電子がとり得 る点は結晶の格子点とな り､ このような見方の意味は

物理的にもハツヰ T)します｡ この場合､運動エネルギーに当 るハ ミ}L,トニアン

の一体部分は､電子を一つの格子点か ら地の格子点に うつすnonrlocaユなも

の となりt相互作用の方 も一般にnon-1oQalです0
-185-
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一体部分がnoコrlooalだとい うことは,その部分を対角比して～体のエネ

ルギ-を求めた時､その運動量依存性が単純なk2 ではなくでいういろな場合

がおこるということに現れてきますoい ま､ Sバン ドでエネルギ-の一番低い･

一体の状態がp重に顔通 していたとしましよう｡ pはモデル化 された問題 (例

ぇば/ もransferを最隣接格子点のみで考える)ではⅣ与 (勘 ま格子点の数)

;芸這喜三三芸芸三三ft;tlb,霊芝.i芸 志望 三 芳 芸慧 :･≡…謬 執

ります｡ さて､ そこで粒子問に ∂函数型､すなわち粒子がニケ同じ格子点にき

た時にだけ作用するような反串カが働いたとします｡ フェ ル ミ粒子の場合は､

もともとバ クZ)原理で同 じ格子点にニケの粒子は来れないのですか ら､ このよ

うな相互作用はあってもな くても同じで,基底エネルギーはfreeの場合と変

りません ｡ ･ポーズ粒子の場合は､ このような相互作用に よっても状態は変わ り､

基底エネルギーも変化 しますOその変化の向きは､ iOで証明したIeⅡma か ら

醜かなように正にな ります｡すなわち. この場合はポーズ糸の基底 エネ}t'ギー

をより上にな りますo

この例 か らわか ります ように､ハ ミル トニアンがno打Tlocaユですと定 理は

～殻には成 り立ちませんo Lかし､noI〕rloGalであっても成 り立つ場合もま･

た沢山あ りますか ら､おそらくハ ミル トニアンに対する何か条件があっ て､そ

の条件がみたされれば定理は成 り立つ とい うことになっているのであろうと思

われますOそれでは,その条件とは一鉢 どんな ものであるのか,いまの私たち

は答をもってお りませんo

以上､泉たちがや りました議論は､どこか教科書にでものっているわかりき

った事なのでしょうか ?文献なせ御存知の方があtlました ら_お教 えいただけ

れば幸いです｡
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