
松 原 武 生

3.着義 ノー ト3:

ランダムな媒質中の波動の伝播

1_ 序 ;

ランダムな糸の問題は､古 くからいろいろの形でとりあげ られ ているもので､

数学的にも一応の formJulationが行われているO ランダムに分布された_散乱

子による波動の多重散乱は､多体問題の iinearな部分と考え ら串,ある層 の

多体問題を軍政 う上での良い近似とされ ているo Laxは媒質中の波動の伝播を,

多重散乱の理論を使って行っているol)この多重散乱の理論は,蔑亨a)分野で応
用されているが.主眼点は多重散乱された活動を観測することによって､散乱

子に幽す るどんなことがわ かるということ､云い変えるとマク ロな観測結果か

ら,如何にして ミク.ロな情報 を得るかということにあるO

ここで波動 として考え ら･れ るものには,(1)スカラー波.(2)ベク トル披,(3)粒

子波があり､一方散乱子 (scaもterer)としては､ staticに ランダム分布し

たものとdynamicalに ランダム分布 したものとがあるO

問題は,~実はひとつのformulationでつ くせるものであるが､ いろいろの

凝点から取扱 うことができるOすなわち,(ユ)散乱の問題,E2)車高射の問題､(3)固

有場のスペク トルの問題というとらえ方がある｡

さて､先に も述べたように､ ランダムな糸の問題は､ これ までいろいろの方

法で取扱われ て釆たが､一体それらがほんとに正 しい取り扱いかどうか を知 り､

もし正 しいとすれ ばその根拠づけをするために,/又正 しくない部分があるとす

れば､一体如何にして今後問題を進めて行けば良いか を見 るための参考 として.

Fr土sb 2)の議論を もとにした解説を､ここで与 えることにす る｡

2.-体問題の散乱演算子 :

散乱子を tSiaticな_ものとすると､散乱の藤子は屈折率
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h2(ど)=i+ i,(r)

畜義 ノー ト3.

(2.1)

で記述 され るO境の時間部分をhar皿Cmic なe~i鴫 tt仮定す ると. SO技-

rce のない時､場は月erm･hol七･Z の方程式 をみたすOすなわち､

〔A十%2(i+p(r))〕細 - 0 (卑O> 0) (2.2)

ここで梅 は自由空間に対する波 数であるO-この碍題 は､二極射の問題 としても､

散乱の問題としても.._解 くことができる｡

(1) 編射の問題として考 えた場合

短射場 桝r)は次の様 にして決め られ るq まずso~LUCe,の項 j(r)が与え られ

ているとす ると, 射r)の満たす方程式 は

〔A+堤 (i+p tr｡〕 細 - a(r)

ヽ

∵万福射条件は

Iim r(意 -1醐 -勺r→∞

(2.3)

(2.4)

で与えられるか ら､ これらと､散乱子の境界で ¢及び意 が連続とい う条件か -

ら､ 中が 求め られる｡-

(2)'散乱の問題として考えた場合

入射波､すなわち自由空間内の波動方程式の解

QlnC.tr)- e耳p(iklnCJrh kln2C- 雇･~ ノ ノ - (2･5)

が与え られた時に､散乱波 ㌔C, はどんな形になるかを求める問題になるO

もC.紘

Qsc-中 一 ¢inc, (2.6)

で与 えられ るが. こゐ右辺の全攻勢 やぶ (2･-i)式a}嫡孫を癖 たす こと.及び顛=1E

乱絞¢sc,が (2･4)式の編射の条件を騰たす とい うことを連立 させて･ Qsc謹言
求め られ る｡＼
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議義 ノー ト3.

(畠)七述べた散乱問題は､(1)の福封の問題に帰結できることが簡単に示せる｡

すなわちO.(2.2)と (2..6)とより､

〔A+ko2(1+p)]PBC_--%2pQinc. (2.7)

が得られるから､一%2p¢jnt.をsoWceの項Jtr)-とみなし, PBCを嶺射問題

の場と解釈すれば､後者は締着に帰結できる｡

ここでは福射の問題として考えることにしよう O まずfor這aユな摂劫論的解

を与え､ これか ら散乱演算子を題点てることにするO (2.3)式を括象的な演算

子方程式として書き直すと

(L｡+e)や-j

Ls-A+%2

9-162p(!)

(2.8)

ここで演算子Lbは､福射条件 (i･4)を満たす ようなユチークな逆演算子が存在

するO これは､自由空間に於るグ リーン関数に飽ならず､座標表示で書 (と､

convolJilもion'演算子

dro)(r,,I) 鴇Ir-r′1
-4可r-rJ J

(2.9)

という形になる｡良 く知 られた摂動の公式を使って. 中の摂動展開は (2.8)

よtり次の様になる｡

¢=do)言トeCi(O))Pj
rヒ=O

(2.10)

この式の最初の 2項 はポルン散乱であるO この (2.10)をグラフで表わすため

に,グラフと式の閥の関係 を次の横に導入す る.すなわち､

-嘩 do)をエ ー｣ で菜わすO

鞘 -2 を . で表わす｡
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こうすると､ (2_10)式は

¢-〔 r+ - -一･･一一 + - --十 ･･-･･･〕J, (2.ll)

というグラフで表わされ る｡ このグラフを 亡裸 のダイヤグラム 万と呼ぶ ことに

す るO

ここで散乱演算子 をグ ラフを使って次のよ うに達義す るo
.ヽ

S- 凄 + - + ｡- 争- 塘 + ト ーrTか-- 辞 +･･････-･･ (2.12)

この散乱演算子 Sを使 うと, (2.8)の解は

¢= doも +du)sG回J (2..13)

となる9 (2･12)の簡単 なiteraも1onか ら. Sが次の鎗分方程式 とみたす こ

とがわかる｡

S==● 十 ､'-. ∴ __.____∴_S

又は

S+e十 98回S=o

_｣

(2.14)

C2･12)式の代 りに. (2.13)式と (2114)式 をSの定 義とみなす こともでき

るO

故乱の問題 を解いた場合の,散乱波 もグ ラフを庇 うと_ (2.7)式 より

亀C,=〔･一 °+ - ･一一一一･ +▲- - さ- 寸十 ････････弓 qnc.

-do)sgin毎. (2･15).-･

となお 入射奴として (2.5)式で与 えられる紋 を使い､ G桝 に (2.9)式を代入

す ると∴ 生式 よりPsc.が求 まり､成乳子か ら充分遠いところでは散乱波の振

巾♂(㌔C,klnC,)が次の歓 こ求 まるo

V

Stksc,kinc)--2C2S〔ksc,虹inc)

-A29｣
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請義 ノー ト3.

'='tiで S(kS C . 生 nc,)は散乱演算子q,.7リーエ成年TC･
V

S(k･打)-& Ieqik-rs(r･r.)eik''r′drdr, t2117)

で定義されるものである｡

この散乱波の振巾6g(転C,klnc.) と散乱断面積OSG,q nc,)との間に は､
次の光学定理 (Optical もhe,ore工由が成立っO

一･gsc,(kinc.)-I夙 ksc,kinc,)l2dBsc,

-盟 - ♂(kinc,kinc)
%

(2.18)

声･,散乱子の確立分布娼数

次に､ ランダムに分布したNケの散乱子に対するN体散乱の問題を考えてみ

ようO この問題を解くには.散乱子の充分な統計が与えられねばならないo

散乱子の位鑑を表わすNケの ランダムな変数の組を (rtt)- (rl･r2･････rN)

とす るとき･､Nケの散乱子が､それぞれ rlとrl+drlの閥, r2とr2+dr2の聞-

-･･･--･,甑と rN +drNとの閲にあるJloinも 分布朗数を甑(rl･r2,･････rN)drl

dr2･･･drNとするO ここで悔(rl-r2･････rN)は正で,散乱子の全ての政敵 こ

つ早て対称であるO-規格化は､系の体境をⅤとして ･

/pNdrl･･･d rN-VN (3･I)

であるとするo 実際の確立分布はⅤ-NpN で与えられ､これは 岬 規格化され

ているo更に∴占ケの散乱子の分布娼数の主義を

･ps･(rat.ra2･･････raB)- VS-NfqJ(rat,･･･r･as,rS十 1･-･炉 drs+1･･･drN
' .(3..2)

とすると,これに対応する確率分布関数はⅤ-S雛 al･- rαS)となるO.こ9 8
惑乱子ゐ薩率分布幽数より大事な量は, S- 散乱子の相凋関数であるQ ,tの相

娼場数は次の健なクラスター展朗で定義されるO

′l 〟 Lハ .._
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爵義ノ ー ト3 .

p2(rlIr2)-Pl(rl)pl(r2)+92(rl,r2)

p3(rl･r2,r3)- p王(rl)pl(rZ)pltr3)+pl(rま)g2(r2･r3)

寸 pl(r2)92(rl■,r3)+-Pl(E3)92(rl,r2)+93(rl･r2Ir3)･･---･･

psLrユ････.･･rs)-39L(ril:･･･;･ril)9m(rjl･･･-Iran"nLrkl･･･rhn)-･･
(3.3)

ここで,和は-変数 rl･ r2,････rsをクラスターた分ける全ての可能な方法に
つ打て行あれるO

これまでの多重散乱の方法では､散乱子は全体として相顕していないと仮定

しているoLか し､実際にはこのようなt完全気体 , (仮定)は正しくをい｡

4.N錐の転封の問題とN体の散乱の問題

Nケの散乱子は全てidenticalとするo raにあ蕃 故乱子に よる屈折率 を

na2 tr)=1十p ( r て rα) -L 一､･1, 恥 (4･1)

とすると､sourceがなく､Nケの散乱子がある時の波動関数は

〔A手折 は02蔓 拍 瑚 〕榊 - 0
α==Ⅰ

(4.2)

となるO §2 で与 えた一体散乱の場合と同様. この式を演算子で書き直すと次

の ようになるO -㌔(

N

(Lo+謹 ユed一中三 0
｢ (4.3)

ニ ∴ -= =

これ も又福封の問題としても散乱の問題としても解けるO福封 の問題と考える

と_
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畜義 ノー ト3.

N

ti)(Lo+aE=-IYlea)¢エコ

伺 ¢･に対する塙射条件

(4.5)

のこっか ら､場の豊 中が求め られる0-万散乱の問題として考 えるとも

N 'N

ti). GjoJTckEICahinc , = 望1CaQinc･

叫 QBC. に対す る福射条件

(4_6)

という二つの条件か ら､散乱波*sc,が得られるO ここでも再び､散乱の問題は
縞射の問題の特別な場合であることがわかったので､塙射の問題のみを考 える

ことにす るO .

緬射 の問題に対するN体のグリーン国数は一次の演算子方程式をみたすO

N-

(Lo十cc=Elea)α- エ (4･7)

ここで Iは恒等浜罫子であるoGは積分演算子G(r,r′)ともみなされるQすな

〔AY･射 ko2a!lP(- r抑 r･rつ-∂(r-rつ (4･8)

ここでは､次に定義される Ciの ランダム平均とcovaria斑e-(二つの異 争点に

於 る場Iの療a)平均値)に興味がある｡ G･の平均は

1.＼∫

-GkfN/G'rl,''･･rN'p-N'rl･････rN'drl･.･･arN (4･9)

GのcOVariance は

･ く馴 >-諒 /,G'rl,････rN)⑳往くrl･-･rN)pN(rl･'･･･転)drl'''drN'

(4.10)

⑳はテンソル境をあらわすocovari,an-ce か ら計算できるものは
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由 平均の編射場 ; く ¢>- <G>3

斎義ノ ー ト3

(4.ll)

bj 平均の編射強度 :

く 刷r=2> -′<ci(r,r値 tr.rつ>JLrつj(r")drJdr〝 (4_12)

である､ (4.ll)がわかれば大量の物理量が求め られるO

5.平均を行う所のグリーン蝿数G

演算子方程式 (4･7)を､顕動雀a に緒むでfom alに展開す尋と､

G-doLC?,d雛 '･差 違 d'0,ead0,28-軌 ･････- _･･ (5･1)

t裸のダイヤグラム"に対する下のnoもa七ionB

(i) Gt0):

α
(ii) -2d : ｡

(並 ) 全てのギ ･)シャ文字の添字に娼して和を行 うO

を鐙 うと, (5.i)はグラフで表わせるO

G=
α α β α β r

散乱問軍Hの解を. この裸のグラフで書 くと,

･;'-.I¢ = ___空

inc,+〔- 十 i G十 ･r･･･二･-〕亀nc. (5.3)

多 くの場合,級数 〔5･2)はゆっ くり収束すると考えられ るO この遅い収束を改-1f

艮す るために､同じ散乱子による連結した相互作用を含むようなグ ラフを使 う｡

すなわち,一体鎗散乱演算子の定義 良と同様､位寵rdこある散乱子による散乱
演算子の定義を次で与える｡
ノ

α
sa - 曾 十 糾 十 g｣勾卜瑠 +,･･-･････- - o (5･4)
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この時はaに対する和は行わないQ これは､琴点の移頚発 けで,先に §2 で恵

義された一鉢の散乱子と同 じものにな り.次の嫡係が成立つO

saLr･rl-S(rL-.a･r′-ra) (5_5)

(5.4)式で導入された新しいnotationを使 うとN体のグ リーン朗数紘

al α1 a2
G-= - + - -O- + 一一0- 0--+.･･･････････ ～(5.6)

と書けるO-ここで_和は.グラフ上で隣接す る添字 は互 い迂等しくないという

制限の下で､全ての可能なαの値について行われるo ここで-.下の二つのグラ

フを比較してみよう｡

α β α -一一･一-3:}---i:-一一-{_rl;--一･一α r

この二つのグラフは､実際 は異なるものであるのに､ トポロジカルには同値で

ある｡これを トポロジカルに も区別できるようにするた.めに,新しい,n〇ta一

七ion を導入す ることにす争｡

ti) グラフに於 て､同 じ添字をもつ散乱墳算子を､ Ⅱain lineの下の･solid

ユine,で結び. qlink･と呼ぶ 一｣

偶 隣接する散乱演算子は リンクされないO
千

この二つの法則で t描かれたグ ラフを {半分着物を着たダイアグラム<haユf-

dres畠eddiagram)と呼ぶ. これを使ってGを表わすと

.1 <往> = 十

+ α α

十二二二二 二1

+ - g- -｣L + ----… ⊥

+ -････-･---

rJl

ハ 一方､ covariance rI正対ずる摂動展 鱒は
l α

G⑳G= 十 十

α α

十 _､

α β
ヽ

-A34-
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6.坪･均のグ l)-ン関数とそのcovarianGe

平均のグ リーン関数とcOVaria工ユCe を求めるためには, q半分着物を着た

ダイアグラムPをランダム変数 rαの確率分布関数に関して平均 し な け ればなら

ない占 Sケの散乱子のみに関係しているグラフを平均す るため_には､ S散乱子

の確率分布掲数Ⅴ識 ra.1,･･.亮 S) を使えばよいOいま2散乱子の･bに関係 し
ているような下のグララiJ)平均を考えてみよう.すなわち､

α β α Ⅳ･Ⅳ

｢ ==㌻ -- >- ∑ ∑ yT2fdo)Sαdo)spdoJSaG(?)Xα-1β==1･.

Xp2(rα･rP),dradrp
N(野一･i)
V2fans,id鴨 Ido)sido)

xfJr'l(ri)plir3-)+92(r王,㌔封 dridrJ (6･i)
▲ー･ -L･. . I.

ここで (SIS).式を使った. 一遍 に S窄めで ラフでは散乱子を与対す 量和を行わ ず
A_こ _ヽ_._- ヽ(--～ ～7--

童-a(N-1,･･二･･が--S+｡j･;･∴･･･p8(rl････,rs)d隼 dfs二､'(6･2jJ
■

I(

と書 くO点線- 分はグラフを式に書き 慮す法則を使っ て.q･弓･･･････. と GL0)

との鏡であらわされるもので,グ ラフに対して決 まって来 るC (6･2)式の中の

psを 1次 ,2次 ･･･-･･S次の相関関数に 美香ク 子羊孝二展緒におき変えると,
(6_1)の最後の糞式のような結果が得 られるOいま,琴 阜散乱子問に相関があ1.1 --､ヽ{
ることをあ らわすグ ラフ表示 として相関のある散乱子を全部点線で結ぶ ことに

す る｡ この点線で結ぶ という操作は､散乱子に対する ランダム平均をおこなっ

たことに相当しているO このようなグラフをt着物を着たダイヤグ ラム,

(dresseddiagram) と呼ぶとtt半分着物を着たダイヤグラムh Clalf-

dressed.diagram)との関係 は下図のようになるO

α

く__エ__?,--:i=

0------

一〇｣ ･-{)- +

こA 3 5 -

/ - I-､

E5iiii

iiiiiii臼l
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α β α
< ､-.〇一一一一rOr〇一一一>==
｣ で｣

く:
_ . _守 ._._.___仁 _～_
α

β
r I

ヽ qJ .

>

仙⊂=二手~-~-+～
-__A_.･･･_･･._｣{トー__.一一_-._..･~＼､-

:ti,

l

∴A

ESFi･iii閲
＼

T.-
......~
~

‥tj〝ノ

I･1:

..:
7. massoperato-rと IntenSiもyoperator

平均のグ リーン関数及びcovariaユユCeを､閉 じた鏡分方程式で表わすために.

§6 で導入された Q着物を着たダイアグラム･の うちconnecも されたものを

次の機に定義するO <仔> に適す畠グラフについては､虐線を一ヶ所のみで切

ることによって2っの部分に分けられないようなグラフを､ connecteddia･一

gra皿 と呼ぶ0-万<G-㊨ CL>をあらわすグ ラフについては, 2本の直線を,

それぞれ一ヶ所ずつ同時に切ることに よって2つの部分に分けられないような

グラフをconnec七eddiagrmと呼ぶことにする｡

< ci>に寄与する全{･の可能な占ormeoもed:diagramBの和 をM又 は,@で表

わし､ これをtmaSSOPeratoi', と呼ぶOすなわち

--､ //ー-
･…琴-o + L 云 十℃==コ +也

/ ヽ
/1-､､ J/■ノ

十 di い わ + -･････････- (7.1)

-次< 甘⑳/G>一に寄与する全ての可能なconnecteddiagrams a)和を K

又 は図で表わし､∴とれを. 瓜‡n七en云ityopeTaもor" とよぶO すなわち､

二∴∵+O-…10+
管--⊥u
Jl,

.
図≡Kt

､C･･-
10
√O
. +』 上し十°･･･.･･･････丁･ (7･2)

又､く G> をこ本線であらわす ことになるO

< G-> :

･いま.系が大 きくて, N--,Ⅴ- - となるが. その比N/V-止 はfinite

であるか ら.-版に

--A36-
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Ⅳ(N-1)-- 〔Ⅳ⊥S十 1)
VS →nS

という近似が許 され るであろ うO症Lれが許 されると仮定す ると<G> 及び

く Ci⑳､仔>はそれぞ雛弘及 びKを使つtて､-

< G> … ====- - - - +∵一十-珍
●..

くG-⑳往> 十 一~～｢衰<(顎 G->

(7_･3)

(7.4)

(7.3)はDyson 方程式､ (7.4)はBethe-Sa王peter方程式と呼 ばれ るもの

である｡

8.相関のある等方的 な点散乱子

等方的な点散乱子 とい うのは､散乱演算子が次式で与え られ るような理想的

な散乱子のことである｡

す なわち､

隻(ど.rつ-=47rg や(r-ri)8(r'-ri) (8.1)

この様な散乱子に対しては､後方散乱が-憩に無視できることを示そうO この

ために.次の二つのグラフか らの寄与を氏顧 してみよ-5vQ

.･:/-=-.主mj ∂(トr′) ‥ I

巴ヨ-仁4W#)3n2flGtO恒 刷 2drlFLr-rJ)
ト如n)2

ll=U
,.,:3叫r-rJ)

1 ヽ】

(8.2)

～

I) 実際には この近似は正 し くない｡各 diagram の平均を､適当なcumulanも

平均でおきかえると. この近似をしな (ても.厳密に< 仔>をDyson 方程式

で書 くことができる㌔)

⊥A 37-
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68.1)と (8.2)を比べ ると.後方散乱が無視できる条件 は

14花王汐2/射 くくf (8･3)

./ ◆-､

であるC 4可 ♂ l2一一を主⊥散乱子に対する散乱断面 境 qsGlで あ るか らI (8･3)tよ

tnosc/端 J.<<l (8･4)

となるo qBC･はko4Ia&)オ｣ダーである濃度nはn≦a-3をみたすから, (8･4)

の粂座 は盾局 悔aJ3くく L ということ1に廃 し, これは明らかにみたされているo

Lたが?て_(8･2)の様な.後方散乱は､ (811)の羊うなグラフに比べて無視でき､J

る程度に小さい｡一般にもつと高次の後方散乱についても､上 と同様の証明を

行うことができ､上由場合同様 悔 a13<< t という状況の下で無視できること･

が示される｡

もし､,(8･4)の条件をみたす点散乱子を考えると､全てのIinkされたグラ

フは無視することができて､くG>は次式の ようになるO

一一-■~､､
く CiI)ニ=-一･一-+一一_二一一+.一･･二､--ぺ-)一十 一一- 亡二一日--∴Y:一･--

･■･--+■■ヽ..

+ -づ - 0----0- +r⊥亮 ｣oltr + --････････∴ (8.5)

と･の･うち､相鴎由ない散乱子に対す る平均のグ リーン凋数は --

< Gll)>= = -○← +一一ぺ⊃--D-+ --･- (8.6)
-i

この近似は､結乱 波数梅を.､有効鹿数keff-(kZ･細 t# 2とお きかえたこ
とに相当す るo G10)の代 り に G-(1)を使ってく G>をあらわす ことができるOす

なわも /-~'7ーヽ
了一一､ ′′/′:､､､

くG->=… +ふ 二ゝ～⊥+竹山 +
(8.7)

点線で結ばれているS次の相国のク ラスタ-には,先に定義されたように

gs(rl-r2･-･rs) が対応す慮る=-{･ 一

∴上で記述 した 句 等方的な二歳散乱子 方の結果 は､連鹿的な ランダム媒質中の福

射の問題と関係づけ られることを示すO ラーンダムな塵続媒質中で` 1個の 一

一A38--
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poiri七scmTCe に より轟射 され る場合の平均の場の求め方 を考え てみ ようo
/＼ - /＼

kpff誓 均の波数､ H dr)を ランダムな屈折率､ p(I)をランダム鐸数とするDI

(但 しくLLtr)> 去ò)この時場についての波動 関数は
<

〔A+k2eff(i+p(r))〕･細 - 3tr) (8_8)

対応するグ リーン朗数のグ ラフに よる展開は.

く G->= - +-誼 ト･一十二品 -+J Ihdニわー +･･････1-(8.9)

にはdl)を･か には-keff2を対応させるo点線aV,pンダム
クラスターかこは

ここで
/＼

関数 jLEr)の 8点相補関数hstr王,r声･一････-fs)を対応させるO (8･7)~と (8･9)紘

(4打切298(rl･r2,････rs)-ke2fBf-'hs(rlIr2,････rs) (8･10)

の時. トポロジカルに同値になるO.したがって13不連続 七等方的な点散乱子に

ょる散乱の問題は,遵鎗媒質車の緬射a)問題､と (8･;.1･0)で幽係づけ られ ているO

9.ダ リ⊥ン幽数の,cov左上-iance と平均の強 さ､

● ヽ)

covariance<領置>か ら愈々の物理量が求めーられるが. 2 .3の例 は次の

ようなもので あるO

tl) 場のcovariance:

<¢⑳ ¢>- < G-⑳ G> ]⑫j

t2) 平均の強さ :

工(r)= < f4,frH2>

(3)平均の fll‡茸･lt～: A. ､い l/､

Ftr'- -Re〔葦 置 〕ラ

I__,J

(9:1)

(9.2)

(9.3)

いま､濃度が充分小 さく､相鏑が無視できる場合を考えると､MとKはそれぞ

れnに崩して最低次 までとった近似が使える.すなわち

' -一一A39-
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M== 〇

二- ≡

すると､積分方程式は

■

く G(表G> =̀
十≡≡冒く咽 古さ

となるO散乱演算子として (8_1)を使 うと_場の covariance は

<桝r)4'(rJi-

+∫

ei些E3ff･re.-ikeff･rl
(- 47rr)ト47Trl.)

J卜 r/い‖rlT{1I

(9.4)

(9.5)

n拶 f2く lKr′汗 > 8(r'- '1)drJdJI
L､(9･''6)`

上式で r- rlとお くことによって,平均の強さく 佃 rIL2>が求め られ るokeff.

を実数部分と虚数部分に分けて

keff.==kサ+iklJ (9.7)

と書 くとすると､ これを (9.6)に代入 して Itr)が次の形に求 ま-るO

か I,I,- 1-6W .･n.i,2f諜 工(rつ丘｡rつ (9･8)

p.-2gIr
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