
2.誇義 ノー ト2.

｢ボ-女 ･フェル ミ粒子系の変分原理｣

･..i
.

東京教育大学理学部 沢 田 克 郎

§1. 変分法の現状

多体系の力学の取 り扱い は､一般 には近似的 にしか行 うことができないo

裁lde3℃SOnに よれ ば, その近似す らも 匝 rtree-Fock に宅が生えた程度の

も箪｣とい う事になるo 多体系に おける重要な問題 は.粒子問の correlaもト

o=n であるが､ その うち dyn甲icaユ correlaもionは･摂動 と変分 とい う二

通 り..の方法で近 似的に華 ･u入れ る事ができるO またもうひとつtの statisもi-

cal cqrrelation は.波動函数を Slater-deもerminantの形に書 くこと

に よっ て.-鹿に は厳密に凝 り入れ られるQ しか し, dyna皿ユcal correlati-

on の計算 を楽にす るために, S-ba七i白もical correlationの要 請 をゆるめ

てやる とい うo BOS理論のの よ うな例 もあるO これか ら､ dynamicaユ co-

rr亡∋lation を入れ た変分法につ いて述べ るのだが.その まえに変分法の現状

につ いて述べ よ うO変分の方法 をその塾に よっ て分類す ると次の ようになるQ

i)普通のfhrtree-Fock

多数の粒子聞相互に働 く力 をもとに.-体のポテ ンシャルを物理的に革め.

それ を もとにして話を進めるo statistical dorrく氾atioェユほ､多体系の波

動函数 として､ Sユaterノーdeterminanもまたは対称化 され た函数を使 うことに

よっ て厳密に凝 り入れ られ, dynamicalcorrelaもionは摂動に よって扱わ

れ るO この方法で は摂動展開が収赦 するとい う大 きな仮定が必要だが. この方

法 を使 うと,多 くの ことがいえるし､ また物理的 なpicture をえがきゃすい

とい う利点が ある｡ また励起状態について も.かな りハ ツキ リしたものがつか

めるO Brueckcre増 論 はflarもree-Fock をもとに して二体の Correlaもi-

on をなるべ く多 く入れ ようとした もので,特に Nucユearmatterでは三体

の寄与 は小 さいとされている01)
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まず最初 に 2鉢の●correlation2)を入れた波動函数 を物理的 に決め. それ

か ら変分 を行 うo Lか し.多 くの場合､ 変分だけでは話が片づかな くな り. こ

の方法に よるほとんどのもの は (Dyson の方法以外 は) さらに clu忘もer

expanBionを取 り入れてい る03)したがって, ここで も収戯 睦の問題が塵 ずる0

2年の correユationを取 り入れ て厳密に磨 けている釧 ま､ high density

iimit におけるcharged-boBOn4)の問題 であるo Feyrnan の方法以外 は.

助起 状感については何 も判 らない去

j碕 Kohn塾

-体 をThoma.a-Ferni で処 理す るO厳 密ではあ るが-余 り-いろJ､ろな こと

は云 えない㌔)
エia G･reen 函数

｡変 分 らしい変分 はない｡

なお上 記ゐ chargedrboBOn の問題で⊂猛radeauとArnoⅦi_七七が求めたエ

ネル ギーの上脚 こrs3(4とIn rsに比例す る項がでて くるが, これ は変分法には

よらずに Green 函 数を使っ たWrigh七の紡巣 と-致 している06)この ことか ら

mosもdivergent な項 を秦めることと ii)の方法は同 じもので あると/いえ る

かもしれないQ

52. 多体粒子_系の相互作風の物理的な考賀

これか ら私がや るのは. 2体の correlaもionで-番強いbardL･00reの問

題と, さらにそれに attractive･potenもialが加わ っ た時であるOニ体の相

互 作用に よって,粒子の運動は自由な時 と.どうJ違 うだろ うか O_ 今 2個の粒 子を

考えるO今.ひとつの粒子が粒子 Aに衝突するものとす ると (図 1 ,2).一･九

図 1 相互件 用が repulsiveの時
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講義 ノー ト2 .

図 2 相互 作用がatもractveの時

射粒子 は粒子 Aとの相互作用に よって散乱されるO この敵乱され る粒子の発散

す る改めWaVepaCke七はr.を粒子Aか ら'の距離､皿を粒子の質量､ aをsca一

七もeri ng leugtb として

f土Cik(r- 2a ) J l且 も

I

2m f鳩dk
r

+

で与 え られ るC 相互作用が repulsiveな ら在>0,atもractive ならa<0

であるO そ うす ると入射 波 が散 乱後Aか らrだけ離れた点に到達す る蓬 に要す

る時間 もは.

- 沌 (r-2- 芸 も幸二 0

∂

∂k

､

か ら

t= i(I-2a)V

l'＼i
にな るO相互 作用がなければ, この時問は r/Vだか ら.-相互 作用が repulBive(

な らば散乱 された粒子は相互作用が ない時に くらぺて 2a/vだけ早 くAの近辺

か ら離 れて しまうし. atもractive な らば 2匝lノヤ だけよけいにA の周 りに

居残 ろ うとす るO

十 Schiff. P.105の一番上 の式のAl= (2C+1)ilei81を入れて､ a -Wave

に対 して 80-.-ka とい う中ard･coreの値 を入れたo この時. 8-waveの入

射波は

で収赦す る球面波｡
ieikr-各 も
∫
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爵義 ノー ト2.

次にAQBまわ りに他に もたくさんの粒子がある場 合を考えよ うQ粒子問の相

互作用がrepulsiveだとすると (図 3)､散乱故 はAの まわ りにいる他の粒

子に よってAの方に押 し戻されるC だか ら上の時間は実質的に小さくなるO相

互作用が a七飯activeな時 (図 4) には､散乱綾 は2IaVvだけ長 くAのまわ

りにいたいのだが_他の粒子か らの atもracもionlこよ.って 2回 /ヤ より早 目に

Aか ら離れてい く｡ もちろん まわ りか らはねかえっても来 るけれど.はねかえ

りは､-ノ波か Aか らdi琴 erSeしたものが再敵乱され て,轟びdiBperSeしたも

のだから, ぞぬ割合は小 さho いいかえれば､三体蘭 d)相互作用は, repul,Give
･ニ. ＼-

であるにしろ､aももractive であるにしろ, まゎ り'に他 の粒子がない時と比

'較すると弱 くなるO

また入射粒子が特定Gt)散乱粒子か ら遠 く醇れた時には､

仁一- 〇 一㌦ を

∴

で
ノ･･〇
-､1J

∴)
へ

入射波

((i

I
k･II

逮
.～

P/L--㌔
--～
.∫

くへ行 くまでに何

.J-＼_I,～

一.∫-ノ､J/7

閉山
u
H
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-
､ノ
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い ･.::､､･--､う

_Pヽ1一

図 3 .repuユBiv首の噂~F､

(a>o) 亡

1
づノ㌔

V
図 4.aももra占もiveの時 L

(a< 0)-
▼･､ r一一

- ･- J ､_

度も外の粒子と散乱しているか ら.特定粒子 との相掬はな くなると考えられ る｡

このような多体中の2体問題の波動函数牽iI2と琴 こくと一.,この波動函数は

卜 i A + V-)f2- 0 i 1m ､
＼

という方程式 を満 たすO 盲 は相互作用の ポテンシャルであっ て,上述の様 な多

体効果で.じゆんすいな二鉢のポテンシャルではないO右辺 をゼロにとっ たの
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は ､ 二 捧間の距離 rが大 きい所では､ correlaもionがな くなる場合をとった

-か らであるQ したがって例えば8-ⅦaVeについ ては.

f2-
sin止Lr-a)

kr lk→ ｡ - 1二言 (a;scatもeving leng喝

であっ て､ f2(I- CXj-1とな るとさらに､遠 くに離れると確定 の粒子 との相鏑

やミな くな るためには.plraseshift も当然ゼ ロでないと因 る (どれ に散乱

され たか記憶 していない) ので.気体 中の f2はa-0になる ように. modified

potentialvはなっ ているはずであるo

§3 N個の ポーズ粒子糸

そ.こでN個の ポ-ズ粒子系 を考 えることにす る｡-フェル ミ粒子系については､

計算が困難 なので後で簡単に触れ てお くことにとどめるO考えるポ- ズ粒子系■

の波動函数 を

N
F= H

土>J-1

･･一声･ 一･･･>･
f(ri-rj)

とす る0 7ibまi番 目の粒子の座標で あるO 舶節の議論に よって fは

卜iA+(Ⅴ +V))f=0
m

fl)

(2)

とい う式 を満足す るQ 二体閲の ポテンシャ ルに よる SCaもteringlength が

正 な ら, vJく 0で､ scattering length が負な ら､ vJ>Oであ る｡ vJ値 や

形は今 までの考察で は勿論判 らないが, (Ⅴ+Ⅴ′)とい うポテンシャルに よる

BCatもering length ゼ ロになる ようになるよように とるO エネル ギ-表式

紘

･ F,(f憲 +ち
1

丑J= -

ただ し

∑Ⅴ(Ti

く V･ F>N

-A王.6-

-lrj))V『J

L:i.

(3)

-
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く FN>-[･-′d71･･･driNF(71.････fN)I

(1)式 をE3)式に入れ て部分積分 を行 うとこ

EJ=- 芸fLri3-,ii>Ejiキ転 義

ユ
i>J

･,:LEIJ
･去ま等 )2)-N

Ⅳ

<･H-f2criJ) > Nl>J

となるO ただし表面積分 は落と-LてやるO こL7-)ことは.

i(r→-)=1+0(｣ 二 ), tt>O.
1+α

∫
('5)

.㌔ .

を振起 した ことを意味す る｡ しか し繭節の議論で SCatもering ユengもhはゼ

ロになるように したのだか ら式(5)という仮定 は許され る,3以下簡単のために

i(r>aJ)- 1 a/;有限

としてお く｡ ただし､

象論的 議論 もあるQ7)ー
oヰ)

条件(6)を使 うと(41式 は､

ユ
′E′==

N
<こ〝

ユ>コfL >

(6)

の項が助起 状感の説 明に重要であろ うとい う現

i__ぐi車上 Vi了 Ⅴ気

<盲iSrJTJト 2 蛋 +意 (vi㌔ )2}･

.-Lkf'i･a fi2滝 遺 j fk2㌔ N t7)

′

となるo via-･ViJをそれ ぞれ repulsivepar七 とa仇racもivepart に分

けてやっ て

vh - 蔓 JJぜ
--..I,

vlJ - Vif ･菅

′
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と書 く と とにする と.

′且′= N
<vHl>JffiJ袖

く ii,Ziiキ Jf酔 濯 )fij ･
l＼ し

(8)

十 (vE雄 か 去 (vi玩 )2品 ｡fkfi2k･謹zfk21-N･
キ1,3

変分函数に条件をつけると､ エネル ギーの値 はそ うよ くない ものに73:つてしま

うか もしれないO しか し､以下の 議論 を簡単 にするために､

0く f≦ 1

にな るよ うに､Ⅴ′をとっ てやる ことにしよう｡

そ うす ると′EV の上限 を出す ために は(8)式 の第 2行で (POSi七ive_)､1

k41,afiZk52k≦ ユ
ガ

とおき, また同 じ式の第 1行 (negative)では

･品 jfi k2f3･這≧- ∑ (i-fi2k S･qk''

ウ

k≒i.a

とす るこ一七ができ_る｡ そLの結果 エネルギー'瓦′の上限は

′E′≦
N

< H--i>jfil'J>

(9)

･ i15･i葡"濁 -ぜ )か -∑ (1十瑞 k))k車,3

十 ･0くgkく 1とす ると

(卜 91)(卜 92)ニ ト 912-ち+9192>卜91923 3

lk (1-9i)(卜gi)さ くl二重ガ (卜 92-i-1塁lgi.i=il旦93> lr鼻gil=1
以下同様 に して.

Hしい gk)>卜誉gkk
rA18-
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･ 強 電)電 十 三(vi㌔ }2}･k,Hl k2Z 知 ･

､ e〒1'J)
.-ゝ-

とな りi･j の重心系 を鎗って㌔ の満たす卦 2)を使 うと (R ･'重心の座鼠

β :体積､Ⅳは粒子数_ β ;密度)

′EJ≦

したがっ て

とH-f2二知

J-ケ ー｢ゝ
豊 fd;ftLvjkト 湖 沼 中 一が盛 - 頭 †言)漆 夢

･ (-vA,r'-端 )f2{T,}･-岩f2-N_2.3

氏 → →

･E,≦響 応 - ,I)軸 +去璃 t.p-,Atr,)f餌 dR(l感 率 良 三)"×

く :3fTf21知 -2

X -i-i:-~ 一

くHf2ニ知1

とな り最後のfacもorについては,

くHfE>N-2

#(卜 pf(ト fうdr)2 <HfZ>N ≧ 嘉

(i0)

李使ってやるo U0㌧蕃 禦黍 串の撃分孝Kとおく と;l:

o<′EI5=Nip K(- p/(hi一魚 ))drr:, (･K>Oのとき)

_しt

･E,≦争 - o･- (K- Oのとき)

とい う結果h:l得 られ るO

(ll)

(i2)

54. 具体例

i) hard-core

hard-col-ea)の場 合には甜節 よ｡も､ もう少 し簡単 な議論ができてエネル

ギーに関して

-A19-
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とい う式が 出せるO ポテ ン シ ャル は (図 5,)

Ⅴrr)-

rく a

rニ>a

で与 えられvJ.'･こつ いて はI+Ⅴてr)=
ど

r< a,r> a'

Vo'a< r <aJ

とお くQ この場 合には, 9≦ f≦ 1,

ftr>aJ),- 1とい う条件 のもとに

式(2)を解 くことができて

1

I A
(vo皿 )2=-a'-a

とお くと

(Vo'm)

1
ど tan}-A

a

(11)

図 5 日ard-coreポテ ン シ ァ ル

と波動函数 f

af=
i,an}

tanl-A

と書け るOすなわ ち､ 変分の パ ラメーターは 1個だけに なるo lに よっ て (ll)

式の一番右 を書いてやると図 6の ようなグ ラフが得 られ るO

-A18tL･l ′
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7E Vom---
()～-I

2 'a,q a

(ii)-fled

sGatもeringlens.旭 は負 でこ 体閥07ポテン シャル は.図 7の ように なるC

こ･の時にはvIとしては図の点線の ようにとってやれば よいか ら'選Jの上限 寧魚

図 7 fI:の二体聞 ポテン シァル 図 8 五･p
I

-A19L-
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になる pが ある ことはす ぐゎ かつて､ この変分 によって､図 8の ような毘-p

曲線申得 られ るO*)

実際 め計算は計算機 を使わ ないとできないが､ 図 9の ような モデルを考えるO

そ うす ると,

図 '9･'､＼

-････I -･-チ

/d京(卜 f2(京+さ f2(Rす )≦ 2′dR(- f284)

-うーr →

i) この ことはfla,にか ざらず一般的 で､形が 竜 の ようなポテンシャルで

scatteringlength<0 を与える ものがあるとV,Rをつけ加えて fを作れ

るか ら (12)式 で pが十分小さ いとIE'く 0とな り. ByStenは聴体 (また琴

個体)である事がわかるo ここで使っ た fは_0≦ f≦ 1でおさえているか ら,･こ.Tr

とても惑 い変身函数には遵いないが､ それで もscatもeringlengthく 0の

二 体相互作用 (fl撫 )をしているボーズ糸はー液体 (または固体)であるとい

うことがいえるo fの形をかえてやれ ばェネル ギ- ･平衡点密度が改良 され る

とい うことにな るO

-A22-
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辞 義 ノー ト2.

という不 等式 を食って､産に対 しては_

･-A,≦ N(0.94pa13卜 5十46pa;))?A

とな り, これ を庵小にする値 はpa;I-0_06(-1)でそ のときIEJ≦ -0.i4げK ･

(～50宜)であるOてカ ツコ内に あげたのは実験値であるO

§5,問題点

1)㊥ 別 扱 いで p-dependgnce をよくす るには f2<1の制限 をはずす必

要が あるだろ うQ har良一coreが あるため､ この条件 をはずすのは,容易だが_

ェネ)i/ギーの計算が面倒になる去
∫

27 - では汝劫函数が鯨 誓 塾 で もraP81,aもi率 ilTNariai､;Oや な

(.､ ∑ -N軍の様なおき代えが できないo L元がって格子点を決 めて猿分 を行
i!3'

なわなけ ればいけないので､.ずい分面倒な こと毒手なるO ただ境の時と同様 な

式 を書き くだす ことは可能である｡

3) Ferni麗子系では波動函数が反対称 柁 され るか ら,上 の方法は今のところ

役 に立ちそうにない0

4) 励起状感につY.,,ては一切 ノTT･コメン トC

5) 原子核の α-partiGle皿OdelでのBinding●energfの計算に使 えるか

__もしれないが, クー ロン静エネ}LJギーの分錐に注意 を要す るO
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