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固体水嚢は*'レソ分子の濃度の高h時には極低温で (ノーマル固体水素 1.50

畏)に相転藤があれ 比熱の ).塾異常り 及びヱ弧 の Iinesplit,ting2)とし
て表れる｡ この相転移は分子の回転の眉由慶 と関係 しておb､Reifと､Pur-

C串112)に よれ疫オノレソ分子 ゐJ- 1のレベルの分裂 と関係づけ られる｡ ､己の

相転移に重要な分子間力は､NakamuTa3)によってオルソ分子間の電気的四重

極子相互作用であることが示された ｡ 分子間に四重極子相互作用 しか持たなレヽ

と考えたオルソ分子 よbなる純結晶のモデルについて､由agaiと Naぬ nura4)
はー古典的な方法でその基底状態を求めた｡以下に考えるF.C.0.構造でili

水素分子の分子軸が 4つの部分格子の上で4つの可能な body-die-rgonal方向

を向hた配列となる｡ 量子論的な取扱伍は､今までBeユ1と FairbaiT_'15)皮

び Danielian6)等のIsingModel的な取扱いに限 られていたが｡最近Naka-

muraとMiyagi.7)は零点振動を考えても古典的に求めた配列が正 しtv､配置 を

与えることを､又Matsuda eもal･8)はこの基底状態の近 (に波動的な励起

凍態のあることを示 し充 ｡ ここ七は有限温度七の熱力学的な量 を求め､且つ葡

転移を議論するために､グ リーン函数を用しって取扱お う｡

最近になってノーマル固体水素の結晶構造が低温側でF.C.C･,高温側で H･

C･p-であることが明かにされた';)ォルソ水素 もおそ らぐ同 じ琴準であると思

われる. この結晶型の変化と､ I- 1めレベルの分裂の問にどんな繋がbがあ

る かは興味のある所で､両者を共i,こ説明する議論が望まれるo Lか しここでは

一応格子型 の変化を無視 して､高温側でも筒FCCであるとして議論する.

結晶としては､自己無撞着にオ ーダ ー ･パラメ ーターを決定する式を碍 た G
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植山 宏

この式はバン ド巾がゼ ロとい う仮定の下で､Tonita9)に よって得 られたワイ

マ近似の式 と同 じ方程式であって約 4･1oXの近で一次の相転移を奉す｡この結

果は､立方晶体では相転移は生 じないとい うBe11-FairbairnS) の結果 とは

臭っている｡ この違いは彼 らが基底状態としセ結晶全体を通 じて-つの量子化

嶺の純状態にあると仮定 して議論 したか らである｡

グ リーン函数の極は励起エネルギ-を与える1oO)我 々の場合には vanKrane-

ndorik ll)等の考えたJ=0よりdJキ 0への回転的励起 (彼らはパ ラ分子を

考えた)とは違って､J-1の部分空間の中でのJz.-OよりJz- ±1 への励

起である｡ この励起を直接検出することは､中性子線回析等によって可能と考

え られる｡

.i.2では準備 としで- い レト-アンを作 D､員artree近似でのエネルギー

牽計算 して､且つNagaiと Nakamuraのモデルの量子論-の翻訳を行 う｡ §

3ではグ リーン函数を導入 してfiandom PhaseApproximatiorlによって相

だt･g函数､エネルギー､オ ーダー ･パラメ-クーを自己無撞着に決定する式を導

く .-J 5'4ではバン ド巾がゼロとい う近似で §3の結果の定性的な解釈 を行 う｡

≒5では §3で得た励起を直接検出する一方法 として中性子線回析の理論を試

みる,3

弓2 - ミル ト-アン

拘電極子相互作用は､diadicfo.Tmでは

EQ--華 ･ふ (Ql‥RR)･(RR‥Q2上 里 ･÷ (Ql･R)･四･Q2)+‡忘 (Ql:Q2〕3 3

(:1)

と書ける｡ ここに四重極子テンソルQは β(ど)を電荷分布として､

Qaβ-‡f(3rarp-8C@)p(I)dr

である｡或は､Nagaiと Na･kamura4)の導入 した Z-変数で書けば
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淘体永素の相転移

5

Q-旦 epQ･p三lZpep4 (3)

となる占 こ.こに変数･絹JLi及び嘩琴 iepiの軍義は表 I.にあるOオルソ分子は

角運動量がは､とんどJ-'1に限 られる･ちとを考えて､∫- 1の部分空間のうち

だけへ制限 してしまえば､(3)式は operatorequivaユence の方法で次のよ

うに書に改め られる｡

Q-一意 epQβ=;lZpep - .

(4)

ここに iZJliは(3底 の iZpiに対応する量子論的演算子であって､ その定義は

表 2に与えられてhるo 以下特に断 らない限 れ Zpとしては量子論的な もの

とする｡

表 l iZFEi,iepf

圭

i

表 2 1ZJi巨 quantum

Z･1-Jx2-Jy2 Z2-チ (2Jz2- x2-Jy2j

Z3=JyJz+JzJy Z4-JxJz+JzJx Z5-的 +Jdx

結晶全体の- い レト-アンは運動エネルギーよb来る常数を除いて次のよう

になるC
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梅山 宏

H= 藩 主EQ(Rが
(5)

t,r～
FCqに4つの部分格子 α,β, ･ 及びその生成ベク トル rα,rβ ,～ ･ を

導入すれば､次のように書 き改め られる｡(IraIは表 3にある)

fJ= ∑HαP
α>β

Haβ=書a諾βEQ(Rが

叉は､Z一演算子を外-とb出して書けば､
0 --･ご-I-- 0- 0 0 0̀

表 3 部分格子

(6)

Qt b ユ 之 . :'3

i ai-(0,0,0) aけ(9,1,■1) aす(1,0,1〕 i (1,1,0)
t rα

i∈a j誉β 雪消 ･瑠 (Rが ZyP一
HaP= ∑

となる｡ こ こに

H

- J.

鷲 (氏)-(-1%軸｡)2･母音(ep･RR)(RR･ey)
20 1 ′

rT 矛 ep･R)･四･ey)+i-ふ (ep;ey)チ

(7)

(8)

である｡次に-つの部分格子に属する分子の総数をN ,従って全体ではN0-

4Nとしてフーリエ変換を行 う｡

Hαβ- 芸′EEyZpa(q)FpayP(q)zy隼 q)

-384-̀

(9j



固体水素の相転移

こ こに

zpa(q巨=嘉 誉Z芸expi-iq(Ri+刺

酢 q'- 晶 鷲仇 )eiqRh.
I

である｡ '-

最近産額互作用に対 しては (1土)式は又次のように変形できる｡

Fpae(q)-更霊 itq)-rBaP(qげpaes+raaP(qい.paEa

打芸;(q)-o･

ここで使った γ及びFは表 4に与え られている｡

まづfiartree近似でT'-Oのエネルギー

- a--‡ 芝 茅 慧ヲ< Z,:?(q),Fapjy9(q)<zf '-･q)>

を計算 してか(0Nagai二Nakamuraによる配列についての平均は

･<zpa(q)> -0

- 委Xa㌔/蕗8(q),fL

である｡ ワイス場 B.tfを定義すれば
I

Ba…言ヲF芸禦o)くZyP(ob /描jL

これは次の構造を持つ｡

Bα ニ ーBXα
jL iL

(1(》

(1】)

/(12)

(13_i

(〟-1.2)

(〟-3,4,5) (14j

u5)

(16)

こ のBを使えば､員artreeエネルギ ーとして次式を得る｡

-385-



植山 宏

表 4 瑠 q)

a a

rSl(q)-ra3(q)-2COB頂等野市qz
a a

7･LS2(q)-榊 -2GOS誘準榊S誘堪
a a

難 -榊 -2co等 芦 GO閑
∴一二円1/:--

FO2二 が 3ニ
ーL:q 4 S

･,.雪33ニF去2-

∈()二二八_ ×

u/24,-25vr3A4,0
-25､/3/24,-39,4)_li

ll/24,251/3A4 0

25､旬 54,-39/24
-1

4･､J 3(epQ)
25 4a5

<.Ei>= 一旦B言2]:Jo2

. a . a

餅 ,)-ra2･3(q)-2弧節 弧二言qz
a a

･12(q)-TL3(q)-2Sn三者もS竺三者も
a a

郡 )-離 )-2Sn誘準弧瀞

×3∈0,

Fだ1-Fa3-0

×36 0,

Fn02=Fヱ3=Cも CL

×360}
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固体水素の相転移

Bは約 6.2oKである｡ Zを決める為に､Zpの一つの成分 Z2従ってJz.が対角

的になる座標系で考え直す｡その為に次のような変換を行 う｡

ハ･ぺ

JニUαJα

～α
Z=Ⅴ αZα

(α-0,- ,3)

(α-0,- ,3)

(18)

ここにUα;Vaは表 3で与えられたY-/uaを用いて次のように与え られる〇

Uα=

Ⅴα==

1

＼′さ 1

I

二
∵

一;i.:.:.

I.
,こ
'
;;

''-
IL
:::

I
-

石

工
t鴻

-
請

0 -i/JE i/3 1/3 ~2/3-

0･ o t碕 1̂ '6 叛'6
0 -2/J61か盲~l/31/'6‰/盲

2'1,Y/6 0 -1/～/6～ i～ /6- 0

1元信 o 1/ji ~1̂/i o

＼
書

.

車 a

Ⅹ㌘

α
3
Ⅹ

1

｢⊥
Iノー.ll
Tl
--1t_.1--･tl

X

∫.1.一1..辛.…1.jr/
ⅩSail

こ釘変換によって (i4j式の関係は

<;pa(q)>-涛 三･∂p2JN-･8(q) (α-0,1,･･･,3)･ (21)

i;コ⊆
となる｡ (21)式とZ2の定義式 より､ 民の値がJz の値に応 じて次のように求･

まる｡

2
Z =--
3

豆 = 1
3

:▲こ:Fウ
(Jz- o〕

′ヽ_
(Jz-±1〕

-387-

C22)



梅山 宏 ~

従って

く H>=一旦BN｡
3

= -1 BNo
6

iこ:I:
(Jz-0) ～4.2oK

′■ヽ..′
(Jz-j=1) Ll.lox

一ヽノ へ■●
この結果 よカ､J7,-0の状態はJz.=士1 の状態 よ りエネルギーが低 く､その

差は 1分子当 け Bである.これがReifと Pureellの云ったLevel の間

隔であって図 1のようになる｡筒,古典的には表 1のZ一変数に対 して成立つ
総和則

E Z･2=4
〟 3

よb 富-旦となる｡ よってエネルギーは(3)式 と(/1)式の嘩数の比の2乗即ち9
･V25だけ異る｡これは既にRaich とJames13) によって示されたこをt一周

じであるC,

(18)式の変換 を行えば､- い レト-アンは

H-与晶 ′l芳 qE榊 首payP'q'言望(-q〕
′■､ヽ■′

となる｡ ここにFは次式で定義されるO

首aqP･- vaFag(q)Vet

i/:は 5次元ベク トル

言α-薄雪,盲管,宮守,苫誓,云曾)

を定義すれば､(24)式は次のようになる.

･虻ユ ∑∑ Zqa首qdβZeqt2 α,βq

以下この形を用いて議論する｡
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固体水素の相転移

§3 グ リーy函数

有限温度の熱力学的量 をセルフ ･コシ:̀>ズテ辛 トた決めるためにはグ リーン

函数による方法が優れている｡グ リーン函数 の定義及びスペク トル定理は､A

とBを任意 jDReisenberg演算子 として次のように書ける三o)

撃 七日B≫ ニーie(i)<lA酢 B〕>

1

E≪榊 ;B≫ ニ芯 く 〔A,B〕>+≪ lA,fI];B≫

+ccda )
<B榊 >-i誓｡fi∞評 言i≪ A:B篭.ie-≪ A‥33㌔_ieI

(28)

(29)

(30)

適当なグ リーン函数を定義するた吟に､ 草づZ一演算子に対す る運動方程式
を立てるO 必要な交換関係は表 5に与え られている｡

･意 gkaTr-針 目〕

‡苦言lZkat･誉aq〕F aqP言霊

表 5 交換関係

＼★志 旦 pZi 辛 Z2 Z3' Z4 Z5 _Jx Jy l Jz
Z1~ 0- rj -Jx ･-Jy 豆Jz Z3-7 :-'Zt -2Z5-
ZB 0 ･0 -vq-Jx V'6布 0 V'3ZS. ･も/3Z4 0
Z3J J妄 ′>̀3JX 0 -Jzi Jv L等1-J3Z2ト zS lz4

A.Zi: J* -～(3Jy Jz. O: - -gx:工 ト を -Z1+.V'3ち -ちL

Jic-t -Z3 J言Z3. ′Zi1VきZ2 -ZS Z4 0 .f J2; -Jy

J* -zA1･すZ4 Zi-. zl.-V(3Z2-辛 II.ち~ JJ73. o壬I Jx

-3と主9-



植山 宏

i
-す苦言K(Tkaq)FaqP･fjqt C3i)

こ こにKは次式で定義される 5×5行列であって､ 交換関係の表 5よb明かに

J〟 だけで表わされる｡

･py(I)-‡〔Z〟,Zy〕 (32)

こ のように､Z-演算子に対する運動方程式は､J一演算子 とcOupleして く
るので､J一 演算子に対する運動方程式 も合せて考えて ､ 全体 として閉 じた求

を得る｡

i意Jat-与芳書L(私q,FaqPzp-tq

Lpy(Z)-ilJ/"Zy〕

(33.)

(34,i

この為に､すべての Zpa とJpa'とよ9､なる演算子の集合 の中か らも すべての対

についてダ リ-ン函数 を定義 しなければな らない｡ Bを任意t7･tj演算子として､

(31)式及び (33)式 よ:)fiandom PhaL=qeApproximatiorlによって次の式を

碍 る｡

誓≪碓;B二参-忘 <紹 B〕> '

1
+-｢一一､一~Ji+qーJ q ~-q
2 iJ;･,q

ユ
+-

=-K(<私 ｡>jFaqPi_Pq･･B≫)/I

･≪K(7g.q)FaqP<fP_q>･･B≫)′1
2 p,q

85)

1 1
団≪了結 B≫ -言㌃く礁 B〕>-∑-L(<Zka空｡>jFqaPi-Pq;B≫2β,q

･‡品 ≪ L(Zka･qjFaqβ<g-Pq,;B≫ 師

r･ii=
ここであらゆる可能なBを考 え､且つ平均値として前節の (21),i?2)求 (Jaニ
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固体水素の相転移

E3の場合)を用いて少-し登理すれば次のグ リーン函数に対する式を得る｡

且≪瑠 ･･軍q- -3B 云iSt≪ 了aq.,･,2㌔ ≫

-E≪狩 7ieq- -去 3云st8aP･i3BZkst･41～qa:7_Pq-

E-fqatl･･華Pq- ニー忘 3Es8αダーi3BZs亘iqa:華Pq-

+i3Z∑S首芸㌻道 'qt:･i_pnq≫ ･γ

E-瑠 璃 ≫ ニー13BZS-Zaqt:7_Pq挙

+i3Z∑S華 qr≪ iTqt':篭二≫r

ここに'Sは次の形を､持った行列で､肩の 七は転置行列を示す｡

＼
1
､
1
-
･････

∩
)
n
U

0

101
0

1

0

0

nU

0

0

O

へU

0

--
･l●___1-
･I
I

ニS

87)

(38)

.■ヽ.′ ■ヽ′
Sの形 より明かに､Zの矛 1,2 ,5成分及びJ甲Z一成分 を含むグ リーン函
数はゼロになる｡ これは､これ らの量が運動の恒量になることを示す｡ ゼロで

～ ～ ～ ～ ～ ～

ない ものだけ考えれば､ (37_)式の Z及びJが夫々 (Z3,Z4)及び (Jx,Jyj

とい う2次元ベク トルとし､Sを次のように解釈することによっで､ (37)式しヽ

はそのままの形で成立する｡

:-I- -:

或は 2つずつ組合せれば

∑ 掴 2-9B2云2i8αr←9B云2Faqr〕<女君rqも;華lqq≫㍗
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= -一旦威28aβ
27E

･〔iE2-9B2夏218a'+9虚 2S首aqrst〕- 7rqも;主Pq-r

忘 (9BZb z Sα,a-9Z 2s FaqP s も)

(39J

(-40)

i■::▼t】
と8×8行列の方程式となる. 2つの式の左辺 の行列はFの構造 よbして固有

値は等 しい.これを Eq,i(i-1,.･二･,8)と_し､固有ベク トルを夫 々 Tq,T;
とすればグ リーン函数は次のように求まるL,

/<環 七;i_oq- ･･･≪言oq+U:言三q-

盲≪ 言 3qt･･Z_3q- - ≪ 言 3才‥i_3q-し

93喜一2I-1-･･一･････一･一･一- L
27E Tq-1

-了oqt‥¥｡- t･･硯 七･･713q≫

≪73qt･･toq≫ - ≪ 程 ･･7L3q-

忘 喜 Tも-'･
二 iL__2,｢2.EムーE

O

ql
0

･ E2qB
E2-電 8

従って､スペク トル定理 (30)を援用すれば､
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<雫 Z_oq>-- く言oqt%_3q

<%3qti-oq>-･く富3qtZ-3q>

宣 co恥 祭 o

<電t'モoq>･･･くさ;if_3q>

くTS竺oq>-･<J～q3tJ13q>

C｡馳曇塾L
2

固体水素の相転移

(43)

華 }-Z∈q･), L'45j

とLt/lう形に書ける.-

このように相関函数が四重極予め大 きさZを除hて定まったので､次に Zを

定める式を導 こうo Z-演算子の定義 より

五号Z･2i-請 -竃 吾(Jx{q,Jx(-d+榊 Jy(-a,
4

なる恒等式が成立つ t,Tijで..これ より総和則

意 亨<%2,-請 -洛 吾<Jx(q"x･←か Jy〈q榊 > (46j

を要請するO (21j式及び (44)箆を用いれば (46j式は次のようになる｡

-z-

Z-〒 ㌣ 五 品 膏 ∈｡l00 抽 也 ⊥2
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種山 宏

これが四重極子の大 きさ Zを温度の函数 として決定する方程式である. Z閏

が求まれば これを用いて有限温度のエネルギーは次のようになる｡

く員>こく昆>H+く臼も ｡r

く冒:5-i.Ea看 貫 :28(0)云2

㌦ くiq,col-‡誉芳志 五 首pae.(q'<言Z(q)警←心>
._宮 2 2
す qfl雪 ㌣ co- 空 吐

2

(48)

(49)

(50)

ここに ∈o=3Bはバン ドの中心である O <Hこな は flartree項であって､

T-Oのときにな S′3で求めたもめとなれ <臼>C｡Tは R･P･A･での相関エ

ネルギーである. 特にT-Oでは､零点振敦であって次式 で与え られるO

エ∑
<H>cor･T･-0-3q,A

2 2

(O- eq ),

〔q jt
(51)

.SJ4 ゼ ロ ･バン ド巾近似

前節の定式化で､ 実際に 且qス及 び Tqを求めればよいわけだが､数値計算

を実行する前にバン ド巾がゼロとい う近似で考えてみる｡即ち

Fuql-ZL∈O

とするO このとき (47)式は､オーダー ･パ ラメ ータTSについて

い eXP(-3昔S)
S=

1+2exp(-3昔S)
となる｡ ここに 8,Tl は次式で与え られる｡

-39.4-
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(51)の解 として 8-S勘 を求めると､図2の破線のようになる｡ これよ狛図

､の Toで 1次の相転移を起 して､実際には実線のように変化するものと考え ら
′ヽ■一′ ～

れる｡ 図の軍- は Jz- 0の状態に､ 8--与 は JIZ- ±1 の状態に対応す

る:.､

§5 中性子線回析

中性子線回析でもって 5'3で述べた回転的励起が検出で きるか も知れない｡

中性子の回折強度はDynamicalFormFa｡七orに去って与え られる三2)

S(恒 〕-/'d七㌔ 伽+uiffj号iPi< jLe車 j'+uif, く fieikxl(0恒 '56'

こ こに､ くil及び <f仁は夫々系の 3-niもiaユ及び finals乞a-beであinJ.

頑 も)は j11Jhsca招 elorの時刻 もでの位置ベク トル､Piは くii としへう

ini.T,ialstate が実現する確率であるOオルソ分子を考えているのでI

i-nitjalstaもeは J-1 である｡ 更に今考えているexciもation が効く

為には､ finalstateもやは bJ=1とするO実際にはこれ以外にVaP

Kranerldonk等の考えたようなAJキ 0の回転的励起､痕動的励起､格子振動

等が重なb合って表れて くるだろ う三1) しか し､ こ こではこれ らは全て考えな

いことにするO

分子の中心の位置を Rj, 分子軸の長さの半分を rj とすれば､分子 j内-03

2つのプ占トンの億 置は

xj悌-Rj+o'r3日も) (O- ±D

で与えられ､Rj及び r…trj(項 は一定である｡ 公式
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eiikrj-4wJeo(;i)JBkJEj J(kr)YJM(ej･Pj"J･M (0,¢-) (58)

C<〕

を用いて (56)を展開するo ここに ej佃 ,Pj(ち)及びO,の は結晶のC軸 よbみ

た分子軸及び,FF7睦子線散乱の方向であるOすると (58)紘

･ikiRj-Rl)∑ ∑ Ak(I,lAjAk(J′,M,)
JMJ'M'

S(k,GDj- ∑e
j..I

×fdte-ipt∑ <i博 (鮒 ,pjL.I,tDlf>くfl尊 ′(eL,Pl)ii> (59)1,f

こ こに

Ak(J･M〕-∑如 (- i)JjJ(kr〕YJ!M(O,め)
0

(G0)

所が くC,可YJMt.C,〟l> は C-1 のときには､J-2,1,0 以外ではゼ ロに
な 去 o J- Oの項は常数 となるo J-1の項は分子の持つ反転対称性によって

Ak がゼロとな り､∫-2は再びoperaも｡requivaleriCeの方法でもってZ一
演算子で書 (ことができるO 即ち楓也 を 5×5行列 として

Y21W->∑PhJiLLZiL
〃

(61)

と出来る,J 故に B(k,aj)は､I-0,J'-0 の常数の項､J-2,J′-2の分子間

のC(̀)herenもな散乱を与える項､及び J-2,J′-oとしへつた分子内でのCO-

he‡･enもな散乱を与える項 よ9成る｡重要なのはJ-2,Jt-2の項であって､

この項は次のようになる｡

S22(汰,α)-∑●Tr軒<ZaktZ_Pk>α,β

留 α-vPもBkVa

Bk〟F,)-2/T ∑ Ak(2,皿)Ak(2,nJ)DmfLD皿JiE,
mIm′
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である｡即ち､回折強度はZ一演草子 の相関函数で書 くことができ､これは §

3で与え られているo

F■~ 畠6/,あとがき

(47)式及び 極8)式･の詳細な検討は､具体的に ∈qjを求めなければな らないo

この為 目下電子計算機に よる解析を実行中である｡

命惑純オルソ分子 よbなる結晶を考えたが､実際には多数のパラ分子を含んで

いる｡ もしパラ分子をス ピン系の葬磁性不純物のように単にオノレシ分子間の楯

互作用を弱めるだけと考えて､簡単に平均をとれば転移点はオルソ分子の濃度

に比例する. しか しもし2つのパラ分子が同じ占iteには来なhとい う相関督

戦 b入れれば実験的に知 られている相転移を起すに必要な濃度の確値 といった

ものも説明出来るか も申れない｡これについては別の機会に議論 したい｡

お わ りyE:有益を助言を頂いた富田先生と村尾先生及び終始詳細-ff討 論をして

頂いた松原先生に感謝しますo
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