
揺 らぎの非線型効果について

(3月 23日一受理)

蔵 本 由 紀 (京大 ･理)

§1 序
＼

二次相転移を示す系が転移点近傍で異常に大 きな揺 らぎをもっ こ孝は広 く知

られた事実である｡ したがって従来 しば しばなされたようにこの温度領域で揺

らぎを療撃近似で扱 う-ことは大いに疑問が あD､これについては最近反省され

つつあるよ_うだが､非線塑効果哲とb入れた満足すべ き理論はなお存在 しな高

と言って良いであろ う｡

i
キ ころでことで揺 らぎの非線型性 と払 うのは絶えず熟的に揺 らいでいる

1､ocaユorderparam.eもerの熱平衡値か らのはずれが大 き く､それを一次の

近似で扱えないとい うことであるよ

こO-ように我 々は局所的な非嬢塑性を問題 に･しな くLてほな らないか ら､完全

平衡状態か らはずれた不均一状態の情報を含む ような (したがってある程度後

視的な情報を含む ような〕熱力学的な量を ldca1 Orderparameterd函数

としてあらわ し､その熱力学函数の諸性質を調べるとい うや立方が一つの有力

な方法であると思 う.勿論余 恒こ後視的な情報を含_ip畳は熱力学的な量 とは見

倣せない､とい､う意味で こ の行き方には限界があるO しか しなが ら反面系の特I_

殊性によらず-硬的な形で二次相転移に伴 う現象を論ず ることができるとい う

利点がある. こうい うアプ ローチを線型近似内で展開 した仕事はかなb以前に

Klqin-TiszalJに よってなされている｡ そ こでは不準一次熟 こおけ る自由エ

ネ-Jvギ ーが locaiorderparameter甲二次形式によってあらわされ､ した

がつ.てそ のプーリェ成分の各々は統計的に独立 であD､空間相関函数に対 して

は Ornsもein-Zerni･keと本質的に同一の結果が得 られて扇る-o∴またこれ幸と

onsagerの関係式を適用すれば転移点で長波長モ- ドの緩和時廟が無限大に

なる21)とい うことも線型近似か ら導かれる一般的性質である. し-か し例えばス
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ピン系においては転移点近傍における中性子の非弾性散乱の実験結果は必ず し

もこれと-致 しない3.)またある種の秩序無審序塑強誘電体において も転移点近

傍の pOlariZlation の緩和は､単一の壊和時間によっては記述できない ､と

い う奨験事実がある40)これ らを揺 らぎの非線型性に塞 くものと断定することは

早計かも知れないが､ともか (単純な線型理論によっ ては説明のつ きに くい現

象である｡

-方静的問題 として重要と思われるのは､帯塾率､比熱等の転移点近傍にお

ける特異性S.)･6)空間相関函数の漸近的ふるまい､転移点直下における磁イヒの温

度依存性7)等の問題であー机 これ らについては今までに広汎な研究がなされて

い るにも拘 らずなお十分解 き明かされたとは言えなho これ らの問題に対 して

ば厳密に統計力学的手法によって解明 しよ うとする努力がなされてきたが､拡

張された熱力学的取扱いか らのアプローチ もあb､Fixmanの興味深vl仕# )

はそれに属するものである｡

また最近 Izuyama9)も locaユorderparameterの非線型効果 を半 巨視

的に扱い帯砲率 の特異性等を論 じている. しか しなが ら彼 らの方法ではいずれ

も非線型効果が転移温度の値に影響を与えない｡

Fi.xmanの場合には これは Freeenergymini.mu皿 のまわbに実現される

有限の確率分布を無視 したためであ.り､ I乙uyamaの場合には exponen七ial

函数を locaユorderparameterでベキ展開 したためと思われ､hずれ も疑

問が残る｡

以下に展開する我 々の理論 も不均一状態における自由エネルギ ーに基づ くも

のであるが､特に上 の諸点に注意 しつつ､非線型項 を彼 らとは異なった方法で

処理 し-股的な定式化智行ったollocal orderpara甲e七erの非線型性はk

空間で見ればモ- ド間の複雑な相互作用になるのであるが､多少綿密な order

es七j.maltion と変数の置 きかえによって自由エネルギ ーを数学的に取扱い易

い形にもってゆ くことができるO

以下の小論では-殻的な定式化 を中心に論 じその応用に当つ七ほど く簡単な

近似の場合のみにとどめた｡ よb進んだ応用に関 しては将来の仕事とする.

§2では-股的な定式化を行い非線型項 の処理 ゐ仕方を述べる｡ §3ではそ
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薄 らぎの非線型効果

の応用 として簡単な近似で対相関函数 を求め､ 転移点近傍で の帯磁率の温度依

存性を調べる｡また非線型効果の轟和に及ぼす影響を簡単に述べる｡

§2 -般的定式化

等方的な系 を考え､金糸をN個の同 じ大 きさの細胞 に分割す るO 各細胞は巨

視的な取扱いが可能な程.匿に十分多 くの原子を含んでいるが系全体に比べれば

非常に小 さい ｡ 普通実験で扱 うような大 さ̀さの系に対 してはN---が十分良い

近似になるとする ｡

i番 目の細胞における loc'al'orderparam机 erを _符i であ らわすO簡単

のため 聖 はス カラー畳 とする｡

-イゼ ンベルグス ピン系な どの場合にはこれをベク トルとすべ きであるが､

以下のような半巨視的な理論においては.qi がスカラーであるかベク トルであ

るかに よって非線型効果 のあらわれ方に重大な相達はない と思われる0

また 7i は一つ の細胞全体の格 らぎを細胞内の原子 の数で割った もので定義

する｡

系 の半巨視的な状態は lt〕｡aユ oTder･pa蕗meもerの組 叛 i-(i-1,2十 ･･章

N) を与えることによって決め られる｡ qiと qj･(iキ J) は数学的には独立変

数 としてよいであろ うO

次にある配位 hiiが実現される確率を考えるO配位･叛 )の下で も系は さま

ざまな微視的状態をとbうるが､そ の統計的董率 (後視的状態の数)W(野1,甲2,

･･･,甲N)は各肺胞 におけ る統計的重率q)積であ らわされると考え られる ･'

N

W ( 町 野2-'･- '甲N)=.H W ( 甲i) (2･lj1==1 ●
異なった配位に対 しては細胞間の相互作用によるエネルギ ーは異なフた値 を

もつか ら､ 配位 巨i)が夷現される確率は上記 のW以外に細胞間の相互作周 の

エネル憂 -U(甲1,窄2,････,qN) にも依存する｡ 簡単のためUが次の野で表 わさ

れる場合について のみ考えることにする :

U(m,72,'L'.,甲N)ニーi呈)旬 qi73
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Iij･は温度に依存 しないと仮定する｡ イジングス ピン索転 ど̀の廟融 こは､細

胞 内のス ピンの厳 をn ,ス ピン問の相互作用定数 をJとすれば､ Iijは最廉接

細胞 に対 してのみゼ ロでな く､その儀は n2AJであるO

すると配位 hiiの実現確率 Pは

N 1

p-0Hw(甲i)e～腎 晶戦 野iqj
i= 1

= C.e-一顧 卜i主jlij町 kB中 軸 in

=C.e一東 上i三)舶 iqj-T字S(qi)il (2･3二)

と表わされるo但 し ､ S(符i〕=kBlnw(甲i)はi番目の細胞が 町iとい うlocal

orderpaTamet,eTをもつ と きのエ ン トロ ピ ー､ Cは規格化定数であるo

ILまた

F=- i責 了 蛸 qj "T事s ( qi ) (2･4)1

と鞍けば これは不均-状態 仁甲iい こおけ る金茶の自由エネルギーと解釈 されるO

特に相互作用が近距離力による場合は

lij･= l (i,jが互に最嘩接細胞)

-o (それ以外) -
(2･5)

どして よい.O

以下では転移点以上における系のふるまいをしらべる. そこで多 くの系で成J～

b立っている ように､ ヤi の熱平衡値がすべてゼ ロ､ S(TJi)=S(一甲i)の場合に

つhて考えるo ･

で千･,72,‥･,qN 争函数として表わされる物理量 の熟平均値 を計算するには分
布函数 p-C･e-馬 丁によれば よい｡ しか しなが ら (2.4)を見て明 らかな よう

に,■これか らまともに計算することは一般に不可能である. そ こで Fを実際の.

討算に役立つ ように変形 し近似する必賓がある｡

h壌物理的 に興味のある量が f(1)･I(2)･･_････ I(a)(I(i)は ql･q2,-･ ,ヴNの函数 ,
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_薄 らぎの非線型効果 ､

S<N)の全庵 あるいは一事であらわされるとすれば､分布函数 Pの代 恒 こ

E(1,)I(2i･-トftB)に 圃 す る分 布函 数 P'(I(1,)f(2,)･･･,f組 を用いれば よい.檀

しP'は Pと次式の関係で結ばれている :

p'(.ftliI(2,).-,f(Sb-f･.･fP毎 72,-･邦 )d71如 27･･d甑

E(lif(22･･･,f(a)二二一 定

一孟 軒 (根 雪)････f'S))
≡≡C･e (2.6)

上式の寮分は 押 f(;)･･･,E(a)を一定に保った制限内で 甲i の許される全領域

での債分 を意味する｡

上武で定義された3は物理量 E(1,)f(2,,'∴･,E栂 に関する effectiveな 自由

エネルギ-と見ることがで き､ この形 を知れば物理的に興味 ある量は もとの自

由エネルギーFに よらな くて も3に よって計算することがで きる｡

実験 と比･較される重要な量は通常 k空間における対相関函数 が主 となるか ら

以下ではその計算に便利な ように 押 を選ぶ｡

S(甲i)は qiに関 して展 開可能な函数と し､ Fを ql,甲2'･･･,ワNに関 してテ

イラ ー展開すると

慧 S(2叫 o) 2n
F=~iミ iAij･qiqj -T∑ ∑1T｢一･････････.･.iSj-Tq 'l'3 / 古這o(2n〕!

但し S(2n'p,-暮S明 i-0

C2.7)式を

甲i-寺 kE 甲keikri

に よって qiのフ-7)エ成分で書 き直すと

F=~ス蓋r(a)勉で攻 -T

慧 St2n)(6) 1

n-= 1 (2n〕! 粁 lkl+女声 -･k2n-0
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-Ek(-1梱 -

Td2)(o)
)牧施 -T ∑

慧 S〔2n)(0日

n=2(2n)i Nr>lkl+転ト-+kZn ニ 0

∑
甲k I 牧 2･･丁態 2n + F o

(2.9)

ここに FoニーNTS(0),,iは i番目の細胞 の廃線 ､また スiJとして (2･5)を

仮定 L細胞の とb方を三次元に対 しては一辺 Sの立方体､二次元に対 しては正

方形､一次元 に対 しては 等線分とすれば '

r(近)=ooskx♂+608ky8+oOBkz8 (三次元)

-qoSkx8+coskylS (二次元)

-Im k∂ ト 次元)

(2..10_)

となる｡L-これは 梱 -せ 音eike (和は最廃接種胞- のベク トルすべてに亘る)

か ら出て くる｡

係数 1/2は C2･7)右辺牙-項で和を i>jに限ったことによる.

また Tjkと ギ叫k とは互に複素共鴎な量であるO

以後 再こ関係 しない項 Foは Fか ら除外する.

さて相関函野 晒 ･-<巧k符_k> を計算する場合､ (2/9)の右辺矛二項 を全

く省略 して しまえば最 も簡単でそれは線型近似とな b､ Ornsもein-Zernike

の結果 を与えるものであるが､非濠塾効果 をとb入れ ようとすれば矛二項で表

わされるモ - ド間の相互作用を何 らかの手段で とb入れな くてはな らないO こ

の節 のすべての問題は これを如何に処理するかである｡

高次の項 を巧 く処理す る為に次式によって定義 され る畳 を導入する :

甲o'2n'-志 kl十kg言‥.kZn=O甲klqk2･･･符k2㌔ 夷 qin c2･1laj

n:k2n-1)- 嘉 一lkl.kf.‥.Ek2n"ak甲klでk2･･･ギk2n-1 '2･1lb'

これ らの量は Fの展開の～般項 の中に含まれてい る量であるが､甲(02rD に関

しては これが現われた ときには平均値 く甲(02rB>-<甲i2n> に置 きかえても厳

密に正 しい｡ こ の証明はAppendixで行 う0
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(荏 :<72in>は i定は よらないが座標空間における,甲であることを明示する

ために今後 もつけてお く〕 これに対 して q(k2n-｡は平均値 で置 きかえること

はで きなho

q(k2n-1)の定義式 (2･llbj54ら分かるように

<蓋 示k2甲~1)qi2kn-1)>-く平2iP+n~lJ>

であるが我 々の目的のためには 接n-1)よB･もむ しろ

< 芝 E'k2m-1'.喋卜1)>-<野2i'm+n~i)>C

(2i12)

.(2.13)

とい う性質 をもつ量 f(k2n-1)を導入する方が便利であるo こ こに<->C は

Cumu1年n七平均をあらわす . Oumuianも平均はMomenも平均か ら､それを

decoupユeしたときを羊残るあらゆる項壷差引いた量で定義されるが両者 の関係

は文献 (10)に詳 しh o

接 n-I)はその中に 7(k2n~3),接 n~5)･･･,接 を含んだ部分 をもってtnるかI

ら､それ らすべてを q(kin-1)か ら差引いておけばそれが {2･13) をみたす

I(kin-1) になる ･･

接 )- 接)

接)- 接 し 3Clく ワ呈>fB) (2･14)

E(k2n~1)-慈2n~lL 2n_102n_3<qi2>E(k2n-3)- ･･-2n_Plく多i(n~1)>捜

次に 捜,I(;),-･に関する effective な 自由エネルギ-を求めよ う｡ その

ために鬼ず一般項 ⊥ ∑

及びその複素共蛎 をあらわに含む部分のみをとb出すこと葱考える｡ それ らは

/少 (とも 符klかk2- 甲k2nにおいて奇数個の ぞkiをとb出 した ときにサフィ ッ

クスの和 ∑牢iが丁度 士k に等 しい ようなすべて'の項 の中に含 まれ､ どんな と

b出 し方 を して もサフィックスの和 が 士kにな らない ような項は関係がなho

これは Eの定義 か ら明 らかである≡_0(
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よって該当する項のすべてはl

a

∑ (2e-1個の 甲kiをとb出せばそれ らのサフィックスの和が丁度 kとなる__te-i

が､ 2e-1個以1の 甲kiをとb出せば必ずサフィックスの和がkとはな

らなhようなすペての項)

で尽 く･される｡上の ( 〕内の項は 2nC2l_1甲(k2l-1)fi2kn~2lJl)と'ぁらわさ

れるから結局求めるものは

2nCl増 援 n-1)+2㌔ 3E(A)qi2kn~3)+･･･+2㌔ 2n_lEk2n-1)舷

-2nCl捜 m至等12_a-1｡2m-1<qi2'n-唖 >fi2km-1)+2nC3f(;'mEn=1m,O2m-1

< # (n~m-1)>fi;a.-lj+･･･+2nO2n_I.I(k2n'")ELlと

となる｡そこで Fを二つの部分に分けて

F-Fk+F′

Fkは kモ ードに関する調和項及び､ (2.15)式に係数 -T-
nについて和をとった部分か ら成 D､F′はそれ以外の部分即ち

含 まない部分で ある｡ Fk は具体的には次のようになる :

慧 S(2n)(o)
Fk--2頼k)I(1号ll♭TjnI=1(2n)!

負.15)

増 をあらわに

i2nCl櫨 2n-1C狐 1<qf2'n-m'' >軒 1)

･2n｡3増m!112nT302m-1<浮 帥 ~1)> E'kZ叫 -･･･

-2nG･2,-1倍 -1)‡貰 12n-2,n C2m-1くq21'n-To t)>I-'in叫 +･-

E(2n-1)E(_1日+2nC!2n-1ゝ k

<S(2(n十m-1)(那)>/,γ_

TrSニ1(2γ-i)!(28-1)!
--21,回il紙lk-T軍
但 し <S(2r)(7i)>-S(2r)to)+ S(2(千十1恥

2ど

1)f!2kS-1) (2I17)

･ 7.呈>･雪 誓 転 童,･-I
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韓 らぎの非線型効果

Fk を f(i),亀 ･･･ に 関するsystema-もic画 も,F'を Tandom par七 と

呼んで もよいであろ うO

N--のときFkは Fの限bな く小部分 となるo

次に有限個の私f望,-.･,曹Tl)I- -:; ( a - N) を 考え､それ以外の E(k2-n-1)を

無視すると､これ らの任意の函数 fの熱平均値は次式によって与え られる :

･甘■

<f>-Z-f･･･ffe-頂 F dqkld符毎 ･･･如 kN

Fk F'

- ･ f e一馬 ㌔qkl･･･dqkN(d%T 1

-Tlf･･･J.f謹 ㌢坤 穏 ･･df&28Tl'fiを,.∴,Ei2BTl,=掘

Fk

-zrl,,∴イ庵(f(a),-･,fk2S-1))e一下訂~fd願 増 -･dfk28叫 (2.18)

F

ここに Z-f･･･fe-頂訂 dqkl如 k2-･鋤 IkN

F'

gk-f･･･feT頂訂 dqkl･-如kN(dqk〕-1
(2.19)

F′

~頂許 に関する横倉変数の中に 顧 斌 っていないのは(2･18),(2.19)の e

Ftがもともと 符kを含まないか らであるo

Fkは 賂 増,･･･授 S~1)の函数 としてすでにその形は (2･17)で与え ら克

ているか ら問題は gk(i(a),- ラf(k28-1))の形を知ることであるo

gk の形については按つ きb断定で きる凝拠はないが次のように考えれば大

体 の形 を知ることができよ うO.BPち先ずF蟹 準 願 望 のあらわな:-& ッブ

リンクの項がな く､ したがって分布函数 e斬 首干糾 -ては 増車捜(i*j)_且L

との相関は分布函数 ekqT におけるよ鋸はるかに弱hと考え られるO そ こでこ

れ らを独立 としてよいであろ うo したがって ダkは

ダk- ni2媛 n~1)(Ek2n-1',
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と壷けるで あろ うo 更に 9(k2n-1)(I(k?n-1与に対 しては才一近融として次のよう

な近似を考える｡

即 ち 緩 n~1)を構成する 叩 ･･･型の項が 堤 n-1)の中の 叩 ･･･ 数 の項 と複

素英紙 である場合 に限 bそれ らの間の相関を考慮 し､それ以外の ヴ- 甲塾の項

の問の相関は無視する｡すると堵 n~1)(f(k2n~1))は多数個の統計的､に独立な変

数 の和であらわされる量の分布 と同-になbそれはガウス分 布である.その二

次能峯は次式で与 え られる｡ ､

但しN- cPとして屯 に関する和を横倉に置 きかえたo

く f(k2nTl)i誓kn~1)請-.-
i(2m-かデ

騨

/∴ Jく符klq-1q毎 Jく鳴 軋 2>F,く符k2n_鍾 2m_1>9,0
kl+i砂--十k2n_1二女

Xd.kldk2-･dk2n_1 (2･21)
F′

-巧 打に よる平均を意味する｡ 再ま系の次元数
但 し<･->F.は分布函数 e

替あ らわす.

C2･21)の被磯舟函数は LF=ワkl甲k2･･･甲k2n_1･符-ki符-kZ･･･Lk2n_1>F, か らI,+

出て きた ものであb債分 の前の係数 (2n-1うjは 甲kl,甲kZ,･.･,甲k2n_1 0)め

らゆる贋序の入れかえか ら埴て 尊液 .ものである｡ I
l̀

C2･21)で く甲ki甲句 >F,長 平亀甲垂 >-"kjj として よh o なぜな らば F

の うち 甲亀 (毎 年k)の統計的性質 を決定する部分はN--のとき殆ん'どすべて

が F'の中に含まれて しま うか らである｡

二次能率 の式 C2.21)は改良の余地がある｡ 即ち 叩 -･塾の項 の間のすべて

の相関を考慮jこ入れ正確な二次能率 を得 ることがで きるO

正確な二次能率に対する表式は積分の中に高次の相関菌数をもつ｡しあ､しな

が ら二次能率 の具体的な形は以下の議論には必賓でないのでそれに関する議論

は ここでは省略する｡

上 の結果脅まとめると

cJ(k2n-1)

一喝 r r fk2n-1)堤 -1'
媛n~1)(E(k2n~1)〕･- I,e
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2方

f･･･f ¢(毎〕¢(ki)- め(k2n-1)d亀dk21･･dk2n-1

.a(k2㌢~1)は才一近似では

1 _ i(2n-1).Fl2

一博 首才｢ 2kBTC2才 (2n-1)∫ Jo Y＼⊥ゝUY＼ムー2Ukl+kZ+-ヰkZn_1-近
(2.2盃

N- -の庵限で姥 Sは佳意に大 きくてよhか ら緯局

<f,=Flf･‥.,･･･e-# k頗 ';',･･･ff･亜 f(a,･･･ C2.24,

(2(r48-1》

< S (甲i)>

I,Sニ1 (2γ-D!C2S-i)I

Cく)

gk--2AT囲 E(既 lレ T__写

+ ≡
r

緩 T,-1)ii2kS-i)

dk2r - 1) I(k2r -1) fi2kr ~ 1)

SHは E(i),E(;),･･･ に 関するeffectiveな自由エネルギーであるO

簡単 のため

⊂〉⊂)

㌔ -r是 la-(A) f'k2r L1- 1)Ei2kS-1)

とお く｡ こ こ に

arts(近)ニー(2r-1) ! (2 S -餌

(2(r+S-1)O

くS (ヮi)>+8m,dk2 r - 1)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

但 し d;)--2}γ(玩) と蔑 義するo

(2･2'6),(2･27)か ら分かるように 3iEはエノレミット形式であるO これは

Klein-TisZlaに よる揺 らぎの線型理論 と形式上類似 してか b､叡尊的取扱い

が易 Lv･lQ

(2.26)をもとに して対相関函数 が どのように与え られるかをみ よう｡そ のた

めに充ず (r,良)成分が.am(叫 であるようなマ ト7)ツクス･Ak を導入するo更

にベク トル fk,乾 を次のように導入する :
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-=/m I---1=: 電-(鴎 =, 也 ,-,) 負.28)

これ らの畳を用いると

㌔ - 電 Ak転 ..､ rrLg2･29)

Ak は エル ミット行列であるか らこれを対角塾にするユニク l)一行列 Ukが存

在する :

i.=二;
u;1AkUk-Ak

～AkJ ll十㌦ 2(A,･･･ .I.oj

また新 しLJ'ベク トル Ck を導入 し

fk=UkCk

.-_I --:I

とすれば (2.29)紘

1
-
-
-
､
､ーぎ

ノ

日

u

3k-CMA-kfk- E柏回 ((k2m~1)((k2m~1)
孤

(2.J3ま)よb

E(k2r-i)- ∑ urs(kHk28-i)a

であるか ら相関函数に対 して次の東武を得 る｡

梱 - く 甲k甲_k> - く項(_lk>-∑LUIB剛 2く ((k2S-1)互2kS~1)>
S
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轟 らぎの非線型効果

位.33)

上式｡最後の表式はく C(k軌 (k28-1)>を分布函数 e-1御 幣 串に

よって計算することに よb滞 られる.

帯磁奉 れは 歩く0)に比例するから､転移点は ¢(0)が無限大に発散する温度 と

して定義すべ きであろ うO これは言hかえれば固有値 Is(0)の うち少 くとも-

つがゼ ロになる温度である｡

転移点以上ではすべでの一極 (0)は正であるO

また転移点近傍の xk(k～o)の温度依存性及び波数依存性は最小固有値の鹿

渡依存性､波数依存性によって知 ることができる｡

顧k)-% T慧

§3 簡単な応用

A.対相関函数

ここでは (2･2'6),(2･27)で与え られる自重エネルギ -に対 してい (つかの

簡単な近似を行い､､主 として Tc近傍での帯碍率の特異性が各場合にどの よう一

になるがを魂べるO 前節にも述べたようにこれは最小固有値の性質をしらペ る

ことと同 じである｡

(i)線型近似

これは最 も単純な近似で(2,26)において allのみ残 し,勉はすべて省略す る､

そ して更に くS(2)(符iプ>- St2)(o圧 して しま う近似である. これはまた (2･9)ー′

右辺矛二項を全 (省略する近似.と同二七ある.O

この場合には (2.26),(2･27)よb

3k-al1(a)f(i)filk

al湖 〒-TS軸 -2}梱

また明 らかに

項k)-alltk)
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これ よ b直 ちに相関函数は

咽 -一塩 竺
2 -TS

転移点は ll(0)-0 よb決め られ

ZI
Tc= 二 珊

ここに Zは最廉鼓細胞の数であるo

T(汰)として (2･10)を用いると小 さい k(kS≪ D に対 して

kBT
封klこて1-:丁~

4182 £2+k2

(3.2)

(3･3)

(3･4)

.こ のように線型近似では OmsもeinTZe- ikeの結果 を与えろ｡x言1は
T-Tcに比例す る:｡また (3･3)よb明らかな ようにこの近似ではすべての次元

の系に対 して有限 ajTc を与える｡ しか しなが ら相互作用が短距離力に よる場11
A

合 ､ -次元 の系では相転移 しない ことが～殻に知 られてい るか らこの結果は線

型近似の一つの欠点であると考え られる｡

国 王亀rldom phase近似

(2･26)において allのみ を残 して他はすべて省略するが(i)と遮って < S(2)(甲声,
- S(2)(o)とは しない近似 を仮 にこう名付ける. これは揺 らぎの非線型性を最 も

単純な形で とb入れた近似であるがなかモ - ド間のあ らわ卑相互作用を考えて

いなしっ .

この近似は もとの自由エネルギーの式 C2･9)で言えば右辺牙二項の展開項の

うち qkl甲-kl･町毎LkZ････型の ものを無限に集めて矛-熟 こくb入れた もの

である｡ これが何 らの近似な く正確に牙一項に くb入れ られることはAppen-

dix で証明 してある. こ の近似は物理的 には薄 目するモ ードに対する他 のす

べてのモ ー ドの熟的な揺 らせ の効果 を平均的に と り入れたものであb､転移点

に近づ き据 らぎが大 きくなる と共に線型近似か らのはずれが大 きくなることが
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揺 らぎの非線型効果

期待 される｡

さて こ め場合には

33{-all図 f(i)鴎
all(A)--T<S(2)(qi)> -2lr(汰)

今度の場合 も

Il(A)-au阿

蘇移点は 11(0)- 0よ,り

Tcか < 喜 }2 'qiD Tc

(3･5)

(3 .6)

･<S(2)(甲i)> は <電>,<電> ,-･ の･函数であるが こ の場合の ようにモー

ドを独立に扱 う近似では四体以上の相関はすべてこ体 の額閑の積 に帰着する｡

し牢がって < St2)(符i)> は <甲呈>のみ の函数であるO

相関函数は ¢(k3-
kB T kBT

).1(局
-であ b C3.5) よ.り明 らかな ように汲

数依存性は近似(iは 変 更がなho

次に帯磁率 の温度依存性をみるために Tc近傍で x;1-(TJTc)1+α とお ( .

即ち･3.1.(0ト (T-Tc)1+dであるo ll(.0)をTで微分する と (3.53よb･

all(0)
dT --くSf2)(甲ij>-T

8くS(2)毎> d<?呈> m ∂くSr2)(qi)>

∂<甲i2>

こ の温度依存性 を知るためには

方

く甲呈>-義 _ji摘 d虻

であるか ら上式 をTで微分すると

dく 甲呈>

dT

dT aT

を知る必要があるが

牢BT ,打 dk

2(2･Tうy 三万 11(近)

-7 1 -
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d<甲芸> kB ,.打dkノ■
dT 2(2wjy三,r項k)

kBT -′勺だ_dk

2(2花)y三万 11(汰)2

+i<S(2)(qi)> +T二三

kG≪ 1及び To~近傍で

}l(汰)～ C(T-TG)1+a+k2

であるか ら (3･9)式中頼分-
kBT r花 dk

2(27T)ZJI_打 il(A)2

そ こで Tc近傍で Tc近傍で (3･9)紘

ごてて 二 面 年中 ｢ ∴∴

∂<sf2)(qi)>d<qlf>
∂<呼量>

∂<S(2)(甲i)>∂で

dT
十

(3.9)

-Iは T-To で発散するO

d<qi>～ <S(2庵 >誓 ∂電(2)(qi)>.‥ 1, 1

i1+i (m d<S(2(yij> +

aT

(3.10)

dくわ呈>

dT

これを _(3･7)に代入すれば T- Tcで

散することがわかる｡

d項 0)
d T

は rl と同 じオ ーダ ーで発

1+α

積分 工は三次元の系では T- Tcのとき (T-Tc) 2 で発散す尋ことは

容易に知 られる｡ 一方 (3.9)め左辺は T- Tcのとき (T-Tc)に比例するか ら

･ a-ユ ㌢ よって a-1

即ち 亮 1-(T～Tc)2となるO

これは我 々と類似のアブローチによる最近 IZuyamaの出した結果 と一致サ
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揺 らぎの葬線塾効果

る. しか しなが ら三次元 イジングス ピンに対する正 しい結果は x告 (T-To)SA

と考え られておb上 の結果は決 して よい ものではない. 正 しい結果に近づ くた
●

めには我 々の-近似を更に高める必要があると思われる｡-

B.緩和に対する非線型効果

ここでは非薄型効果の緩和に対す る影響 を述べるが､我 々の理論を時間に依

存する問題に適用 しようとする場合､極めで重大な制約がある ことを無視する

わけには ゆかない ｡

それは常に SもOcbasも土o な仮定の上に立 ってい るとい う制約である｡ 実際

転移点近傍では こ の飯定が長波長モ ードに対 してさえ成 b立 たな くな るとい う

しか しなが ら我 々の現象論において も緩和に対する非線型効果 の特徴の一部

は少 くとも示 し得 ると思われるので､以下それについて簡単に述べる.

固有函数 授 m~1)(a-1,2,･･･) に対す る確率分布は さ2で見た よ うにカ

ゥス分布 e一凄 艶 'k2m-1'Ei2kmJl'である｡

そ こで 緩 m~1)の緩和は-転柳 こ比例 した唯-の緩和時間で記述音読 る

S上皿pユeexponen揖aユdecayであると仮定する :

～(2m｢｡ -一昭スm(k)授 皿~1)

(3.1D及び (2i31)′よb

授 n-り-∑unmi.k再 gm-i)か ∑unm牌噌l皿聞 {(k2m叫tn ~~ m

これ をベク トル的 に書けば

f瓦--UkTkCk

(Tk)班-増 In(卵 nm

Ck-電 lfkを (3･13)に代入すれば
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●

fk- -UkTkU妄lfk (3･14)

これは f(k2m-1)に対する多重緩和過程をあらわ し､緩和時間 Tl,r2'- は永

年方程式

極 TkU妄1- rll-o (3･15)

を解 くことに よって得 られる｡ 1は単位行列である｡ したがって解 丁は Tkの

対角要素 増 In(汰)(n-1,2,･.･)に等 しVl,0 T-,Tcでは }n(0)の少 (とも一

つ嬢 ゼ ロになるが一般にはゼ ロにな らない解 も存在するであろ うO 非線型効果

は この ように f(k2･m-1)を (したがって でkを)多重緩和過程と し, T- Tc,k-

0で も有限の緩和時間をもつ運動の部分が残るとい うことになるO

§4 Discussion

以上一般論を中心 に非線型性を半巨禍的現象論によって扱ってきたが勿論 こ

のアプロ-チには大 きな制約があD､適用範囲は二次相転移に伴 う現象 の一部

に限 られる｡ Tc近傍での帯磁賓の温度依存性や相関函数 の漸近的ふるまいに

関 しては我 々のアプローチはかなb有力と思われるが､ 短波長モ ー ドの緩和等

の問題 に関 しては ここでの領域外のことが らであるOま允転移点以上 のかな b

広い温度領域にわたってある種のス ピン系がdomain的構造をもつ とい う実験

か らの indication があb､こうした問題に関 しては不均一状態における自

由エネルギ ーとい う考えは有力と思われるO しか しなが らその場合内部エネル

ギ ーの式 (2.2)は不充分であろ う｡なぜな らば (2.-2)は localorderpara-

meもer の不均一性が細胞の大 きさに比べてゆるやかでなければ使えないと思

われるか らであるOこの点は将来改良する横Dである.

さてこの小論では応用はど (簡単に近似について のみ考察 したため､､他の方

法か ら得 られた結果 と此顔検討する段階には至っていない と思われる｡そ こで

更に高次の近似に進む必要があbこれは耶 巨と思 うがその場飢 dk2a-1)に対

する表式は C2.23)では十分でな くSelfiOOnBist.erl七･で-もない よ うに思われ

る｡ そ こで §2で述べたように多体の相関までとb入れて 碓 n~1)正対する表
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式 を改良 しその上に立って非轟型効果 を論 じるべ きであろ う｡また ユocal

orderparaneter をベク トルに拡張することは多少表式 の煩雑尊を伴 うだ

けで本質的な困難はなhoすべてこれ らの問題は今後の課題 とするo

かわ旦=こ絶えず熱心にど討論 くださ b有益な ど批判を して下さった富田先生

に感謝致 しますOまた西川先生及び富田研究室 申方長にも有益など討論を して

hただ きあbがと うございますO

Append.土Ⅹ

(2･lla)-e･定義された 符喜2n)をFの中で平均値 < ぞ喜2nj> にサ 銅 豆 て も構

わない ことを示す.

簡単のため一次元 揖系について証明するが任意の次元で も阜 ぐ同様に成 b立

つ ことは以下の証明か ら明 らかである｡

さて

甲o'2nL 意 菅 野l'n

と書けるか ら 甲呈nの くq呈n> か らのはずれを 拍 呈n) と書けば

(A･1)

q'O痛 -意 誉i<qin>+拍 呈m))-<qin>+夷A(野呈n) (A･2)

Tc以上では相関距離は常に有限であbこれを rc (Tに依存する) とすれば

与え られた温度に対 して MS≫ rc をみたす よ うな有限 の量餌が存在するO 即

ちM個の細胞分だけ離れた所では相関が殆ん ど完全を羊無視で きるよ.うなMをと

るのである｡ Nju-nとして 払.2jを次の よ､うに書 き直す :

qo'2n'-<ql'It,･蓋 胸呈餌 場nM,十d(Pi+n2M)十･-+A(qi,nnM" (A･3,

iJi内の各項は統計的に独立であるか らnが十分大 きいとき ii内の豊は

殆ん ど常に /ヽ言 のオーダーである. よって
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符喜2n,=く担 +o oA･旦 )I n

N--即 ちn一斗野にもってゆ (と右辺牙二項は消えて

符ot2nj-<q呈n>

(A･4)

(A･5)

N→cx'のときなお 払･4)の右辺オ二項が有限に効いて くる ような配位 iqii

は相対的には限 bな くnegligible になってゆ くo LたがってFの中でqL.5)

の関係を用いて よいのであるO
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