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一 次 元 非 線 型 波 動 の 伝 播

此処では連続媒質 を伝わ る一次元波動の正確解 を考える｡良 く知 られるよう

に ,散逸 も分散もおこらない系では,波動伝播 は双曲型波動方程式で記述 され

るO-次元非線型波動の一番簡単な例 として,全 くカをうけずに動 いている流

体 を考えよう.その速度をuとす ると,運動万態式は

au au

- +u有言 =0∂七

となる｡a)を初期値

u(Ⅹ,七= 0) = uo(Ⅹ)

(1)

〈2)

をみたす ように解 くrJ此の方程式は implicitに解けて,

u(Ⅹ,t､) -u｡(Ⅹ′) , Ⅹ-Ⅹ'十 uo(Ⅹ')t (3)

の形 であらわ され るo解(3)の幾何学的意味は , Fig.1 で示 されるように も-

0で Ⅹ′を通 り,勾配 が

- uo(x') (4)

=Ⅹ'+1袖(萄'托

Ⅹ′

Fig･ 1.

であるような直線をひくとこの直線

にそ って u が一定に保 たれ ることで

ある｡この ようにして方程式fl)の初

期値問題に対する解は原理的に求 ま

るot4)は特性 曲線 と名附け られ ,(3)

は特性曲線にそ ゥて不変量 があることを示 し, これをRiema′nn 不変量 と名づ

け ているo一般に(1は りもっと複準な方程式 もそれが qusi-1inearである限
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一次元素の非線型力学

り方程式は仙 に似た形

聖 +A(U,詰 +B(U,- 0∂も
(5)

と書け る｡ここでU,B(U)は一般 にはn成分の collmn VeC七orで A(q)紘

nxn matrix o A(a) が一般 にn個の rea･1且 distinotの eigenvalue

をもつ場合には方程式t57は totally hyperbolic と呼ばれ解の存在,一意

性 ,解法 についての一般的議論は容易である1.3

もし,初期値 として与えられた函数 u｡(ⅩJ)が,望 壁 土 < O の条件 をみたd.x'

せば,

t3- min･((- (6)

の時刻で特性曲線は交わ り,それ以後では解は多価 となり方程式(1)の解 とーして

の物理的意味を失 ってしまう｡すべての時間について意味のある解を求めるた

めに,方程式仙を拡張 しておこう*oLh竜式tlは 速度 uをもった流体 を記述 して

いるが,特性曲線 が交わ るところ,言い換えると流体の後の部分が前の部分に

遇 いつ くところでは当然考慮 され るべき衝突の項を無.視 しているので物理的に

よろしくない｡ そこでrl)に粘性項 をつけ加えて .

語 + uv語 - y 昔袈 (7}

を考え よう.ここでは解は para皿eteryを含んでいる ことを示すために uに

添字 yをつけておいた｡(7)はBu-'rgers方程式 と呼ばれ一次元 Navier-Stokes

方程式の低圧力の瞳隈 としてBurgersによって考え られたO-つの立虜 とし

て,方程式(1は 方程式(7!で y- 0とした極限であると考えることができる｡ そ

の ときには,A(7)の解 uyについて

*)数学的 な意味での拡張 中ま ; (1)の weak soluもion を求めるという事でな

され る｡ (文献 1)を見よ )
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(81

が存在す るならば,(llの解 uを Ⅴで定義す ることができる｡ 幸いなことに方程

求(7)は解析的に解 くことがで きるので.この手続 きは比較的容易 に示す ことが

で きる2.)今 uyの代 りに函数 甲を

∂■

uy = ~2y甘言 (jOgや )

に よって導入すると,甲紘拡散方程式

∂之や

りす謬

(9)

(10)

をみたす ことが判 る｡任意の初期値問題について (10)は解 けるのでそれ を用

いて(7)の解 は求まる.explicitに書けば,

u"x･t'-責芋e一誓銘 品 改-,ax-]叫 等礁 2L/XL(k･,a丈･匝IlC■つ
(ll)

となる~｡ (ll)に於て リ-0としたものは存在 し,その極限は数学師に定義さ

れ た(11のweak solu.tionと一致す ることが示 され る｡しかも,一般 には数学

的に定義 されたweak solutionの一意性については保琴 はないが･ (ll)の

y- 0の極限では一意性は保証 されてお りその意味でWeak solutionの うち

か らそれが意 味のある解かを決める事 ができる㌔)

方程式(71の解の定性的 な説明は次の通 りである,初期値 として滑 らかな函数

が与えられた と一̀しようO 充分滑 らかであ ってその 2階微分に yをかけたもの (

(7)の右辺 )が充分小 さければ,方程式は殆ど(1)と同 じであり,したが って非線

*) weak so111tic)nは一般 に一意性が保証 され ていないので,普通は,附加

条件 としてエン トロピー増大の条件,ある.いは此 と等価 ではないが evolu-

tionary condition3),を考えて物理的に意味のあるものを拾い出す.此

処では粘性項を考慮 したので,実はエントロピー･姦 件は自動的にとり入れられている｡
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型 効果 のために波形 はだんだん とその勾配 が急 とな り,いわゆる衝撃波が形成

され てゆ くo Lかしある程度勾配 が急 になり波形の曲率 が大 きくなーるとく7)の右

辺 の寄与は無視で きな くな り,散逸効果 が利いて くる｡その結果 ,波形 を

.FourieT展開 した場合波長 の短 い成分 はどんどん減衰 してゆき,衝撃波の波

面 の幅はある長 さ以上 (それは γに比例す る )短か くならない｡この ように し

て方程式(7Jは衝撃波形成 とその構造 を与 える一つのモデル方程式 と考えること

がで きるだろう｡

しか し一方では,散逸効果 は非常に小 さくてその代 りに分散効果 が非常によ

く利 くような問題にで くわす ことがある ｡ た とえば浅 い流れの表面を伝わ るよ

うな波である｡ この場合 方程式は(7ほ 似 ているが,右辺の高階微分 のあらわれ

方 がちが っている｡ この場合 の方程式は,Kortwey-a_eVrieB方程式4)と呼

ばれ

語 ･ 確認 ニ ー82蓋 旦 (12)

となるQ この場合の波動 をここでは nc)n-1inea.IdisperSivewaveと呼ん

だ .これは(7)式 とは全 く異 っている o (12)は 七一一七 と変換 す る (時間反転)

と方程式 は

∂u昌 6 3u∂ = 82旦 吐
寺子 ~- u占-訂妄~ ∂Ⅹ3

となる｡した が って (13)と (12)から時間反転 の解 u丘 は

u5'(Ⅹ,ち) - .16(-Ⅹ ,一七)

(13)

となる｡ つまり,方程式 (12)は時間反転 に対 して不変であるとい うことが言

え るOそれに反 して方程式(馴ま非可逆項 y-さ接 の存在 のために時 間反転 に対 し

て不変でない ｡ 此の対称性 のちがい以上の解の詳 しい性質を方程式 (12)か ら

調 べ ることは容易ではない｡ というのは (12)は解析的 に処理す ることができ

ないか らであるToJ
I

(12) を数値的に初期値問題 として解 くことは今まで試み られ興味のある結
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論 がひ''きだされている5.76)結論 か ら言 えば (12)に従 う波動伝播 に於 いては

solitarywaveが重要 な役割 をはたす ｡solitaryvvTaVeは (12)の定常

解 Ⅶ- 俺(Ⅹ-Uo七) として与え られ るC この とき方程式は

意((u8-U｡)y2〕--82塾むd.x3 (14)

となるc (14)ほ積分 の姑果 ･

笠塩 (716-Uo)プ+‡(u8- Uo)3+L(ub- Uo,+班 - 0
(15)

とかけ る｡ 工｣,Mは積分常数 である｡一般の も ,Mについて これは非調和周期

解 を与えるが,LとMがある関係でむすばれるとこれは周期 -の解 とな りこれ

を soユitarywaveと呼ぶ ｡ その eXplieitな形は

u8 - ‰ + UI SeCh2(

Uo= Ucc+ TJI

A2 -82/(12Ul)

Ⅹ-Uot

となる】 比の SOlitarywaveはきわ めて安定であ って,例えば 2つの SOli一

七avrjT WaVeの衝突を考 えても,それ らが相互作用 をしている間は波形はかな

り異 るが,相互作用の後では前 と同 じ波形のものが再びあらわれ るということ

が数値計算で求 め られているO更に初期値 として正弦波的 ななめ らかなものを

とると,ある時刻 にはその正弦波 は有限個の SOli.七arywave にわかれそれ

以後は これ らの soli七arywave の:運動 として理解 され ることも示 され る.

不幸に して比等の結果は数値的 に しか示 され ていないので ,これが (12)とい

う方程式についてのみ成立す ることなのか,分数をもつ非線型方程式にとって

一般的なことなめかは不明である｡

最後に (12)の解 俺の 8-0の Iimitにつ いて考えようoこの極限 は(17の
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weak soluもionに一致 しはしない.これ を (12)か ら示す ことは厄介 なの

千 ,(7日こ似た分数型方程式 を考え羊うO それは

語 +u｡語 - ie藷 - (17,

で ある8.7この式は(7ほ 異 り,時間反転に対 して不変である◎ただ uはもはや

実数ではな くて,一般 に複素数 となっている. (17)を実数の従属変数

(Ⅴ,a)

u6-㌢ i∈意 (logn∈,

を使 って書 きかえると

♂
語 十･甫(nEⅤ亡,- 0

也 十ve甫 Ⅴ∈ -2㌔ 意 (孟 聾 )

∂
∂七

(19)

となる･ここで ∈･→ 0の極限でveは(lIのweak sollltion にならないとい

うことは,Riemann問題について示されている｡このときには (17)の Ii一

mitは,初期値 として不連続面が一つあ る場合には時間とともに比の不連続面

が 2っに分れて 2つの衝撃波面 が生 じ,通常の衝撃波 とは全 く異 ったふ るまい

を示す ｡この衝撃波は reversil⊃leshockと呼ばれ ているO

いずれにせ よ.分散効果 のある場合の非線塾 波動の伝播は非常に興味のある

性 質を示すにも拘 らず ,未だ充分に調べられ てはおらず,とくにその解の中で

solitary,waveの示す役割については今後考察されねばならない間巌 とし

て残 されているO
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非線型振動子系におけるエネルギ-分配やエルゴー ド性については.計算機

に よる研究 が最近活瀞に実行 されている｡その結果 ,非線型項を摂動 とする従

来 の方法にかなり深刻 な疑問を与えているので,一次元鎖をモデル とした この

方面の研究の Review を行い,特に R.S.Nc)r七hcote,R.B.Pott8 の興

味深い結果 を報告 した . 最初にこの種の計算を実行 したのは E.Fermi,J.

pasta,S.Ulaml)(以下 FPUと称す る )である ｡ 一次元鎖の粒子間力がフ
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