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乱れのReynold.S数 のベキ級数に 解を展開す る方法 で,キェ､ムラン ト展開

法 などが これに対応す るハ 第一段階は牽正規分布理論 とよばれるo･この展開も

蛋4.肘 の逐次近似 と同 じく∴高次近似に進むにつれて解は急速に複雑になる｡

tc) 非線型理論

完全な非線型理論はまだないo§4.tc)か らの類推でいLぇば,'乱れの高波数成

分 だけに着 目した理論 が有効であるように思われる｡ KoユmOgOrOV の局所相

似 性理論がその思想に基づいているが,運動方程式 との結 びつけが欠けているi

境 界層理論の乱流版が待望 される｡

層 流 の 非 線 型 安 定 理 論

lo は じ め に <

後 藤 金 英 (京大 ･解理解折研 )

流体の流れには.層状をなして規則正Lしく流れる"層流 油と,速度 ･圧力な

どが平均値からノの不規則な変動を伴 うLL乱流 始と,二つの運動状態 がある. 密

度 一定の流体を対象 とすると,'との二つの運動状態は,同一境界条件 のもとで

紘,流れの代表的な速 さU ,長 さL,および流体の動粘性率 Vから作 ぢれる無

次元量 UL/y(- A :レイノルズ数 )によって区別 され るO即ち,Rが小さけ

れ ば,流れは層流であり,ある臨界値 より大きくなると,乱れ長じめ,やがて

乱流 となる｡ この臨界状態は,乱れの発生問題 として,理論的 には次のように

取 り扱われる｡

層流 としてJ定常運動をとりあげ ようやこれは,基礎方程式の畠常解 {･ある｡

ところで,現実の流体運動では, との定常解 に,外部から制御できない微小 な

乱れが常に伴 う｡ この乱れは,流れの レイノルズ数 が臨界値以下で あれば滅表

し,臨界値 を越えると増 巾され るとすれば.魂象を説明 し得る｡'■乱れ の強 さが

無限小であれば,乱れの方程式 は線型牝可能で.初期値 ･境界値問題は固有値

問題 となり,Rの臨界値 が定まる｡ この取 り扱いが線型安定理論 である O
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-次元素の非線型力学

さて,初期に無限/J､な乱れは,Rが臨界値以下であれば滅哀 し定常流は安定

で あるけれども.有限振 巾の乱れについて同 じ結論 を得るには,乱れの強さ (

振 巾 )に臨界値 が存在するであろうO 一･万,Rが臨界値 より大 きければ,線型

理論の結果では,乱れは時間と共に指数函数的に増大す るか ら,緒論は適当な

有限時間内 しか成立 しない｡その後の乱れの振舞 はどうなるのか ｡ これ らの問

題 を解 こうとす る試みを非線型安定理論 と呼ぶ ¢

有 限振巾の乱れを支配する方程式は,非線型項の一部分を考慮す るとい う形

では,古 く, 1960年代にNoe地 erり,HeiBenberg2厄 より提案 されたが一

解 を求める試みは , Meksyn と Stuart31(1951)が最初である｡彼 らは,

二 次元 PoiBeuille 流の場合,振 巾の臨界値を求め,無限小乱れのそれに比

べて低い.実験値により近い臨界 レイノルズ数 を見出 した｡

エネルギーの流れ と乱れの形を仮定 して,エネルギー方程式から,乱れの振

巾を支配す るLanaau方程式を導 く事 を成功 した Stuarも4㌦ま,同心円筒間の

CouettO流が円筒に及ぼす tJレクを求め,Taylor51の実験値 とよく一致す

る事 を示 した ｡次いで,Stuarも6㌦ま,状態が微小乱れの臨界状態に十分近け

れ ば,直観的な仮定に頼 ることな く,Land,au方程式が得 られ ることを示 し,

watson7厄 乱れの higherham oniesを baSichamenieの振巾で展開

す ることにより, Stuartの理論構成を-層厳密に した｡最近 ,丑ckhaus87

は乱れを固有函数展開することに より,理論を一段 とす ゥきりさせた ｡

ここでは問題を一次元のモデルに限 サて.E｡khau8､の取 り扱 いを紹介する

に止 める.その結果 ,乱流特有の高次 harmonicsの発生,波数空間のエネル

ギ ーの流れ などの問題は消失 してしまう｡流体力学方程式の具体的な取 り扱 い

描 ,改めて別の機 会にゆずろ う｡

2｡ 問 題 の 設 定

Ⅹ(-(-1,1コ)を空間変数 ,七(苫 亡0,00)) を時間変数 とし, め(Ⅹ,ち)が次

の拡散型の非線型偏微分方程式に支配 され るとす る｡

∂¢
L(珍)-- - F(¢)

∂t
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ここに,Lは tを含 まない realな線型徽分作用素であり,即ま非線型項 を表

わす｡Fの形は ¢およびその空間微分の積の線型和であ って.非線型の次数 は

高 々三次とする｡ Ⅹ言士1 で課せられ る境界条件は,線型 で時間に依 らない｡

境界条件 をみた し.時間に独立な (2･1)の解 を定常解 と呼び,0.(x)と表す｡

亀(i)に伴 う乱れ ¢'(Ⅹ,ち)の時間変動を支配する式は

¢(Ⅹ,ち )- ¢｡+ ¢'

を (2.1)に代入 し.

L(¢｡)ヱ F(¢｡)

を用いて.

L'(q)-
∂¢′

∂七
㌢(¢■)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

となる｡ただし

L'(q)- L(q汁 fF(の｡)-F(¢｡十g)JのU についての線型項 ,

(2.5)

F'(q)- fF(¢｡+U)-F(¢｡))の U についての非轡型項

(2.6)

境界条件は

Ⅹ- 士1 での斉次条件 O (2.7)

abの安定性の問題 は, (2･7)に従 う (2.4)の解 0'を求め,その時間依存を

調べる問題 となる｡

3｡ 線 型 問 題

¢′が十分'j､さい (例えば Max¢J(Ⅹ,o)が十分')､さい )場合 には, (2.4)
Ⅹ

の右辺は省略可能 となり,安定性問題は , (2.7)のもとに

∂¢′
L'(¢′)- ∂七
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を解 くことになる｡ (3.1)の解は

¢'- ∑
n

bne-Pntpn(Ⅹ)

の形 に求 めることが出来 るOここに･ Pn(Ⅹ)紘

こ.L'(Pn)+ JLnPn = 0

(3.2)

(3.3)

の解 で (2.7)をみた し,jLnは対応する固有値を示す｡bnは初期条件から決

まる定数 O 任意の初期条件を満すためには･甲n が完全系を作 る事の証明が必

要 であるが,ここではそれを仮定す る｡固有値 は大 きさの塀に添字をつけたも

の とす るO

Re〔iEn〕< Re亡JLn+1コ ' n=0,1'2,････ (3.4)

解 く3.2)の時間依存は,各成分の時間依存 exp(-)Lnも)で決る｡ 総 ての n

に対 して Re(jLn)> 0なら, 岬J壬- 0(ち-co)であり, fLnの中に 1つでも
r

fie⊂iLn〕< 0 となるものがあれ ば 岬1--(七一 cQ)となる.前の場合 , 〟亀

は微小乱れに対 して安定で ある 祖といい,後の場合 α不安定である恥という｡

(3･1)式が,バラメタ一五を含み,-R<Rcなら,全 ての＼nに対 して

衰 亡LLnj> 0 .A-Rcなら Re亡jLo)- 0 ,R>Rc~なら pn のうちい くつ

かは fto〔jLnコ< 0 となる時, ficをRの臨界値 という｡ 種 々の ¢O について

ficを求ゆることが,線型問題の 目的であるO

4, 乱 れ の 固 有 函数 展 開

有限な U を,線型方程式の固有函数 ?nで展開す ることを試みよう｡甲nの

系 が完全であれ ば,各瞬間に ¢'を 私 で展開することは常に可能である｡

0く〇

¢′-nEdAn(ち)pn(Ⅹ) ･

(4､.1)杏 (2.4)に代入 し, (3.3)を用いると,
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n蓋 (語 + pnAn)･Pn--F･(¢Ji･
(4.2)

′■′
Ⅹニト 1,1コで Pn と直交する正規函数系を 鞄 で表わすと (4･2)から直 ちに

1

語 + pnAn-肇 F･(0･,且Ⅹ , (4･3)

n = 0,1,2,-

が得 られ る｡ F'(¢′)は ¢'について高 々三次と仮定 しているから (4.3)の右

辺は
○く)

iS;=.aLq'AiAj+ふ 握 AiAjAr (4･4)

となる｡線型理論の知識が完全で, FJ(¢')が具体的 に与えられれば, LLn ,

皆 ',堤は全て既知の定数 となるか ら･ (4･3) ,(4･4)は振巾函数 Anの

時間変化を決定す る｡

5｡ 簡 単 な場 合

(4.4)を Anについて整理す ると

β(n'電+〔a(n'+42n'〕A五十〔-Nn十･dln'〕An+don) (5･-1)

となる｡ここに,afnJ,β̀nltま定数 ,dkn'は 触 (m軸 ) に依存するか畠義の

詳細 は略す｡

問題 を簡単化 して,dknJが Am(m<n)のみの函数であるとすると,(4･3),

(4.4)はn- 0 か ら贋次解 くことが出来 る｡特 に n- 0の場合は,

a_Ao
a.I - β(olA.3+a(0)A2i-poAo

となる｡aO= Oのとき,Lanaau方程式 となる.

芸より- (2β(0')-1(a(0'+V'訂 )
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芸.(21-(28(o早 (a(oL v'訂)

D- 亡af01〕2+ 4 砲 β(05

とお くと (5.3)は,

a_Ao

a_ti - β(oJA｡(A｡-WA(.H)( A.一芸Cbl)

] '5･3'

(5.4)

とな る¢ Aoの時間依存は,位相面 (A｡,諜 ･) を用いて,容易に理解 され る.

特 に興味深い結果 を述べ よう6簡単 のため a(OJ,β(0),LLo は全て実数 とす る.

5.1.β¢生O,JL｡<0 の場合

位相面 でのグラフは図 1の ようになる｡

図 車矢印はAoが時間の経過 と共に変化す

る方向を示す｡これから直 ちに次の結論が

出 る ｡

∞A

0

ノ
く

1i
ニ

O
A嵩

'
■1.日uわ叫0

Ao(0)く 0;

Ao(9)>0; (5･5)

A｡(0)=0 ･ 図 1.

Ooは不安定であるけれ ども,乱れは有限の漸近値 をもつことがわかる o

5.2..β(01<0,㌔ <O,LL>O,D>0の場合

(5.4)は位相面で図 2の ようになる¢

従 って,

這 A端 AAO.'(0.i,三 雲A(0芸: . (5･6,

この場合.¢｡は初期値 が 芸tiJより′J､さな乱れに対 しては安定であるが,冒(iJを
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越す乱れに対 しては,不安定 となり Aoは′Ao(0)の臨界値であって,漸近値で

はない ｡

Aoの時間依存 がわかれば贋次 Anを解 くこーとが出来るが,省略す るO

I

...

.
4

1
1.

t

r

J

藤

6｡ 一 つ の 漸 近 解

再び (3.4),(4.4)にもどる｡前節では特に簡単 な場合の解 を調べたが,こ

の節では,もう少 し自然に考察を進め よう｡ ただし〟nに実数 としてお く｡

3｡ で触れた ように,丑=Roでは Llo=0;JLn>0(n-1,2i･･-)であ ゥた

か ら_,ficに十分近いRに対 しては' po考 0,LLn(>0)-0(1)(a-1,2,･･･)

が期待 され る｡この節では ,〝｡が十分 0に近い状態の漸近解を求める｡ 簡単

の如 aiin'- om とす る｡ ∞ ∞
limAn を An で表 し,aAn/a_t= 0とすると,An を決 る方程式は廿→-

(4.3),(4.4)か ら

oo -CO

An-'pn'-ll,5,｡opLPrl冨i冨j芸r (6･1'

となる｡スケ- ル変換 ;

芸n- Eql冨n , e-f〟｡声, 8n-fp./Dn7, (6.2)

に より, (6.1)紘

an-篭 Ll,5,p｡櫛 iSjSraiajaT (6･3,1

00 ∞ 0<)CO

し:くつ
となるが, nと共に bhnが十分早 く小 さくなれば. 1程度の anに対 して (6･3)

の和は有限個で打切 ることが出来 る ｡

冨n- 豊 纂 o喋 ∂i8jBSai冨jrZr+o(8m) (6･4'

が成 り立つ としよう｡ (6.4)の p.0-0 なる漸近解は 一
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ao- 也 鴎 芸…+o(82)

00

〟o

〔×⊃
軸- 鴎J冨三十 o(82) ,

で決 る｡

6.1.弱不安定 (flo- 0-)の定常解

(6.5)

(n= 1,2,3,I-- ) (6.6)

po< Oの時, (6,.5)は膿 ｡< Oに限 り,解

1
wao- ± l鶴 !~ア+ o(C2) (6.7)

を許す ｡ この場合 ,線型近似 で減衰するan(n=1.2'･-･)が有限値 に漸近

す る0

6･2.弱安定 (〟｡=0十)の定常解

軸> 0に対 しては, (6･5)は βo(.oi>0.に限 り (6･7)の解を許す oただ し,

次節でわかるように,これは 七一 -の漸近解ではない.

7.漸 近 解 の 時 間 依 存

(6.2)の C ,Snを用 いて.An-88nanとす ると, (4.3)(4.4)紘

旦塾ニーpnfan一也 ∑pi(38iSj8raiaj牡II (.7･1'at JLn
と な り , 8-→ 0に 対 して は ,

a.ao
a_t

a.an
a_i

ニ ーLL.a｡‡1- ｣塑⊥鴎｡a2. I,
〝 o

(7.2)

--pnfan-po(.:Jao31 , (n-1,2,3,--)

(7.3)

となる 0 5.に示 した ように,位相面で (7.2),(7.3)の解の動 きを調べると,

弱不安定の場合には 七二 -と共に (6.7),(6.6)に漸近することがわかる｡一
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方萄安定の場合には, (6.7)紘,有限乱れの初期値に対す る臨界値を与え,
く:)()

la.(O)lが (6.7)の Iaotを越えると,anは時間と共に限 りなく増大 し,仮

定 と矛盾する｡

流産力学方程式の一次元でデルとしてよく知 られたBurge'r8 方程式につい

ては,固有函数 pnが三角函数 となるから,取扱いは容易である｡しかし流体力

学 方程式を直接扱 う場合には,線型問題 の特異性に起因する困発が常に障害 と

な る｡いずれに･Lても,数値解をも含めて,線 型 理論から量的に異る非線型解

を得るぺ く努力が必要 と思われる｡

文 献

1)Noether,F.Z.A.M.M. 1(1921) 125-138.

2)Heisenberg,W.Ann.Phy8.Lps.74(1924)577-627.

3)Meksyn.D.ana Stuart,J.T.ProO.Roy.Soc.A 208(1951)

517-526.

4)PStuart,J.T. J.F11ユid.Mech.4(1958)1-21.

5)Taylor,G･.I.Phil.Trams.Roy.Soc.A 223(1923)

289-343.

6.Stuart,J.T. J.Fluid.Mech.9(1960)353-370.

7)WatBOn,J.J. Fluid.Mech.9(1960)371-389.

8)Eckhaus,W.■StadieS in Won-Linea′r Stal〕'ility Theoryl
(1965).8二Pring｡r･

非 線 型 鎖 の 振 動 理 論

戸 田 盛 和

線型の力で結ばれた振動子の集 まりには規準振動があり,励起 された規準振

動 は時間的に不変である｡したがって線型の振動子系は熟的平衡状態への近漢を
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