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スピン系の相転移をとり政かう近似のをかで ,とくによ('用いられる考えは ,

有効磁場 または分子場の考え方 である｡最 も簡単なWeiss 近似か らBethe

近似 ,constant､ Couplirlgの近似をど,いずれも1個 または数個の

スピンのcluster を考え .周I)のスピンとの相互作用を有効磁場でおき代 え

る｡そしてその有効磁場を ,何 らかの方法でcjuster 中●甲スゼンの知識を用

いて ,.self consistant に決め ようという考え方 である｡

ところでこれ らの周 りのスピ~ソの状感は一定のものではをく,いろーいろを状

態をとる可能性があり ,したがって有効磁場 もいろいろを億をとりうるはずで

ある｡上に述べた近似では 'これをいやも一恵夜値 をもつものと考えておち),

いわば有効磁場の平均値だけで話をすませてしまっている｡

そこ七 ,この有効磁場がいろいろを値をとる可能鹿を考慮vc入れることはで

き夜いかを考える｡すなわち ,有効磁場q)ゆらぎを考犀に入れ ようというわけ

である○ この考えは 'たとえば如 rs.hal王 ら(1)がランダムをスピン系につい.

て試み七'いるが .彼は有効磁場の確率分布を初めからきめてしまっているので ,

スピン系の相転移の問題にはそのままでは適用できをい｡

ここでは有効磁場の確率分布 を ,Selfconsis-tent に決め ,それからキ

ューリー温度 ,自発磁化 ,帯磁率などをきめ ることを考えるoつ まりcl-ユSter.

内のスピンの密ま行列 は ,それに率いていろ有効滋場が与えられれば完全に定

まり.したがって有効磁虜b魂率分庵 が分れは ,clサSter内のスピンの密度
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行列は完全に与え られる｡ -方有効磁場の確率分布は ,周りのスピンの状態に

よってきまるから ,周 りのスピンの状態 (野庭行列_)をcluster 内のスピン

の密度行列 の知識 と轟 びつけることができれば , selfconsistentequa-

tionができることQCをる｡以下では 82でこの考えを具体的に示 し ,最も簡

単 を近似についてやや詳しく説明するっ gsでは近似をもっと進めた らどうを

るかをしらぺ ,最后に §4で impurity ferroImagnetism の問題にこり考

えを痘用 して ,criticalconcentration を計算する｡ なお計算 はすべて

簡単のため isingSpin gCついてだけ行 うが , Heisenberg Spinについ

ても同機 を考え方はできるはずであるO

52 BaSic equationlt第 1近似

まず話 を簡単にするため ,lsing スピン系の- ミjL,トニアンを書いておこ

つn

拒 -i<E,piPj

和 まnearcstneighbourについてとり ･全ての畑 は±1の値をとる o さ

て -f個のスピンのclusterを考え ,その周りのス ピンとの相互作用を有効

磁場でお き代えたとする｡ するとこの clusterのハ ミトニアンは

'Jf--チ(fi･:三tPejr,漂 iPj (2,

f

とかけ るO有効磁場モ㍉ (i- 1.2,･･-,∫) は周りのス ピンの配置辛こよっ

ていろいろな値をとりうるが ,今Hf が与えられたとすると , f個のスピン に

対するdensitymatrixは

pfiHi)(pj)-e-輿 /Tr(e串 f) (3)

と書けるQ 真の平衡状態でのdensitymatrixは .iHii の確審分布を
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PfHii とすると

p f (Pi)-f･･･f p fifii)(畑 P iHii dH l dH 2 1･･dfi f -那

で与 えられる｡ P(輿 ) は周 りのスピンの配置 ,すをわち密変行列が分れは戚

理的托求め られるカナら,剛はf層のスピンのdensitymatrix と ,周 りのス

ピンのそれとを結びつけるもので ,.exact をものである,.

しか し,このままではまだ何もできれ ､oそこでPf勘 i とPf とを結びつ

･ける別の関係式を何 らかの考察から導 くQたとえば ,周りのスピンの相関は無

視 して ,そのdensitymatrixを1体のdensitylTlatrixの横にかき .そ

の 1体のdensity-matrixをpf から求めるo または周 りのスピン間の相調

を考慮に入れるが ･その相関はβf から滞 られるものだけですませてしまうo

するとP(Hi) はPf から計算 されることに在り ,(4)gまjOf をきめるseif

consiste王Itequationになる｡ したがって ,それからキュ9-温鑑や ,負

発磁 化 ,膏磁率をどが計琴できることVCをるQ

話を具体的QCするために ,以 下ではまず一番簡単を近似について議論 しよう｡

すなわち f去 1とIL.て ,1億のスピンだけを考える｡ このとき(5)描

pIH(jL3-;(汁 _ptanh細 ,握 1/kT

とをt),したがづて(4)紘

1

Pl(ji)= 丁 目 ･+ iL< tankPHP ) (5)

と覆る｡ ただし1つのスピンに働 く有効磁場 をHとかき ,それの確率分布

P (印 をてつvr･,､ての平均を<.･･･ > で表わ した｡

さてHは周りのZ個のnearestneighbour スピンの状態によってきまる

那 ,上に述べたように方程式 を閉 じさせるために ,このZ個のス ピンのden-

sitymatrixを ,1体のdensitymatrixplの積で近似する｡すると･

P(印 は
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p(H'-E･･･E∂(H弓 ,i p,I,訂p(pJ･)
宕

pl=11･･Pz-1 )'=1

とかけるこ-とになる｡(5)を用いれば(糾ま具体的に計算でき-

p(H)-tE(i)(け Ⅹ)I-n(卜 Ⅹ)hS(H-とこ聖J)2

ただし

X -～ < tanhp-H>

捕

(8)

となる｡

一方(7)の.P (H).を用いてXを計算すると

･- 1Z芸(i)(.. 五･)Z- (,-x,n tanh(写 些 P･5' 馴
2 n二二 〇

とか )'これがⅩをきめるself con'sistentequationQC琴争.

6)から容易にわかるよう笹 , 1個 のスピンの平均値jLqはⅩ陀等 しく,(9)は自

発磁化に対する方程式に琴っているO

以下ではキュサー温立veだけ注 目し ,それをいろいろ攻結晶形Vこ対 して求め

る｡ キュ リー温度Tc は ,それ以下の温までⅩキ OVCなる温鹿だから(?)の右辺

のⅩの 1次の項の係数が 1になる温度であるn す夜わち

1

拝 すnE (i)(Z- 2n)tan(ヱヂ βcJ) (110)

これがこの近似でのTcを決める方程式である｡いろいろな Zについての結果

を蓑 1に示す ｡
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表 1. いろいろな績晶のK,-I/kTcの値1次元
くさり(i-2)正:却容子i肇掩立方体通方(i-8)面通 方(I-12)

Weiss近似

Betbe近似

1ゎO･O0

(>〇

吾々の酎 近似ii -L
鞠
着
t,

轟

轟

0.508

0.占94

0.占47

O.555

8.405

0.594

0.25010.167
0.288

0.285

0.182

0.181

r-卜=
r日

日
日日日日.‖･‖･日日==日日

衰 lからわかるように ,昔々の一番簡単 を近似でもWeiss 近似 とBethe

近似の間vCあ(),むしろBethe近似に近いo このことから考えて ,もう少 し

近似を高 くすれば ,あるいはBe†he 近似 よりよくをりはしをいかという希望

が出て来 る○ そこで次節 では ･もっと大きをciuster を考えて 'どの位のTc

を祷 るかを調べてみる｡

卓3 高 い 近 似

まず2億の七夜り合ったスピンを考え ,それぞれに働 く有効磁場 をHl ,壬も

とすると

1

p2(illjl25=ボ 1+ al勘 + u2ie2+bjllti2〕I

al串と (shβ (fit+H2)十モー鑑sh/9担1-H27i/Z之> .

a2-< (shJ夕(ill+H2い e一正shβ (fit-H2日 /Z之> ,

b -く くchP (Hl+H2)-e~KchP (Hl-H2日 /Z2> ,

Z2-Chβ(Hl十日2)十e~Kchj夕(Hl-H2),

(1 13

(1巧

となる｡く ･･･> はHl,fi之の確率分布についての平均値 であるa

ここでHl,H空の確率分布 P (Hl,fi23 を計算するのに Jまず周 りのスピ
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ンの相蘭を無視 し ,各 スピンの配置は 1体の densitymatrixpl(叫 で与

えられ ,pl は (ll) のP之 か ら得 られるものとする｡す恋わも ,スピン1の

周 りの2を除いたスピン (a-日 周によってHl が定 まり , H之 はス ピン2

の濁りの1以外のneareStTleighbour((i-1)個j vCよって定 まるが ,こ

れ ら周 りのスピンのいろいろな配置の確率はβ1 の頑 で与えられ ,そのβi は

く11)のβ之 より

p l (P)= p l 曇 ± 1P 2 (A ,メ1) (14)

yCよって定 まるものとするoすると前節 と同じように閉じた方程式が得 られ .

それから前と同じようにいろいろな量 を計算することができるn この方程式は

かなi)複雑 をので ,ここrCは書かず '･ただTc を決める式だけを示 しておこうQ
それはZ-4の場合でも

shSKc sh2Kc

ch5Kc+e-YLc

十5

-K
ch2Ⅰ乞C+ e L̀c chKc

shK

chKc+ e域 C

のように複雑 を式に在る｡ その結果は

Kc - O･如 1 Z-4

8.596 Z=6

16

5

shKc

chKc+ e-Kc ch2Kc

(15)

となも),表 1と比べればすぐ倉るように .第 1近似vc･比べてわずかvCBethe

近似に近づいたにすぎないQ いわば労多 くして功少 しの感がある｡ついでやは

り2個のスピンのCluster をとり,周りのスピンの間にnearestneigh-

bour間にのみ相関を考え ,それをciuster 中のスピンの偽 か ら得 られる
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知識から求め ,閉 じた方程式 を作ることを試みたb しかし結果 はやはりかすか

.vCよくをるだけで , Bethe近似には及 ばないo Lか も ,計算 はかをり複雑vc

をり ･ Tc をきめる式 も (15)のように 1つの式で在 く , 2つのスピンの相関

を与 えるパラメタ -とともに2つの連立方程式に在る｡

以上の試みから ,近似をもっと高めても ,計舞が複雑に 在るばか りで ,余 り

よい結果は得 られをいと思われる｡ 元来 ,Bethe近似は第-原理か ら夜か攻

か導出できないものであり ,それを相手に近似の優劣 を論ずるのは余 り利口で

如 ､のかもしれないo比叡すべき相手は ,たとえばOguchi近似(2)のようなも

のかもしれないという気がする｡

しかし ,このままではいかyCも芸が夜いので ,8ethe近似の意味 を今の立

場i･{たって検討 して見ようB まず中心のスピ ンil. とその周 りの Z億の nearest

neighbourar,スピンPl ' ･LE2 ････ 'ilz を考え '周1)のス ピンに働 く有効

磁場をそれぞれHi(i- 1,2,･･･ , I ) とする｡ このスピンのcluster

一のハ ミ/レトニアンは

Ii i長一TPoZpi-ZHiPii-1i=1
であり,,これか ら (I+ 13億 のスピンのdensitymatrixは

p(p o,pl-･〟Z)- < e一卯 /Tr e-β滋>

･11g)

(173

で与 えられるのく-･>は前と同様に説き-'fiz vCついての平均値であ るo i171

を用 いて章二jL｡>>=Tr jLoP
この2つ産等 し轟 まずだか ら

TrjEop - Trjeュp

とお く一｡ (18)を具体的vCか くと

冒(1+巧 JI E･(トufi･)
く
1+afiト十 ･(1-a f t )王

> = く

,くくPlj> - Tr iilP を召†算 し,元来

(18)

(a+flJ .､.(1中 fiト(a-fl仁 ､一(卜aflI
i≒1 ■ iキ1

(1中 fiJ+ (卜 afiJエ
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a- tanh貿 ･fi-tanhP Hi , i - 1,2,.･･,I

と在るo (19J は正確に成 り立つべき式 であるO

もう少 し.具体的vC I-4の場合に'(19)をかき直すと .I

(5a-1)Aニ- a之(5-"JB

A = T= く･-

B = <

fl
-->

1+a2∑∑fL･fj+a4 .塞.fi
i>j 王= J

.flf2.ーf3

廿 a 2∑∑･fifj+a4逐1fii>J

(20)

(213

となる｡

通常のBethe 近似では ,有効磁場 のゆ らぎは考え覆いか ら, (20)で全て

のHi==H とおき ,Hをorderparamcter と考えることqC怒るOそのとき

(20)が通常のBethe近似の式に怒ることは当然 のことなが ら ,実際Vこ確か

め られ る｡

青々の立場では ,orderparameter は ,Hi の分布の草に含 まれており ,

それが いろいろを平均値vc現われて乗 る,,もLorderparalTleter で展開し

たとするとAはもちろんorderparameter の 1次か ら始 まるが ,Bも 1次

の項 を含むはずである (Bethe 近似ではBはorderparameter の5沢か

ら始 まi),転移温度は (20)のAの係数 を 0とおいて祷 られ るJoしたがって

H.iの分布を適当を形にとれば , Bethe近似 よ()よくなる可能性はあるわけ

であるが ,ここではそれについてはふれ をいことにする｡

S4 ランダムなスピン系のcriticaiconcentration

nonmagnetic な物質にmagnetic implユrity を入れた場合 の ,いわゆ

るランダムをスピン系については ,いろいろの人(5)～(6),･qcよって多 くの議論が

-188-

巨コ

l■



なされているが ,青々の方法はこの間題に簡単に応用で尊や凸 たとえば .前の

節で述べた方法を用いれば ,ランダムをスピン轟 のキュ ジ-温まがすぐに求め

られ ･それからTc - Oになるcrit阜calconcetiatiozlを求めるととがで

きる｡

前節で見たように ,青々の方法では近似を高めても始発は思った よりよく覆

らをいので ,S2の一番簡単を近似で碑足することにする,,菖2と同 じようqC

lつのスピン綻注 目し ,そのdensifymatrixを

pl{p,-‡ 〔,･ Ⅹp〕

とかく｡ ただし

Ⅹこく:tankH>

(22)

く･･･> は有効磁場Hの確率分布 P(HHCついての平均であるが ,これを §1と

同じ考えで次のように求めるQ いまmagneticimpurityの濃変をpとする

と ,考えているスピンのZ個のnearestneighbour上に n蘭のスピンが来

る確率は

p -(.znJpn(1-p )i-an (25)

で与え られる｡ Z個のnearestneighbourのうち ,n値がスピンである場

令 ,flの確率分布 をP(A)(HJとか くと

p(HJ-∑ PnP(叫HJ
n= 0

である¢

p(n)(汰)を蛋2と同じ考えで

p'n極 ,-AE=三･.･.qEdJ a(Hヰ )!.pJ･, j量1Pl卑
-189-
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と近近する｡ (25)を用いるとこれは

1 a-2k
p(n)p約 - 2-nk聖去(a)(:1才 ⅩJ良(卜 Ⅹ)n~k∂(甲一T J- 257

と な るo

(25) , (241, (2 5)を用 いて

･-∫:00tanh 王iP(a,d王壬

を計算すると

i

X-∑
a - o ･Zn

(芸JPn(1rp)Z-n

n

∑
k==C3
(kn)(廿 ⅩJk(卜 k)n-汰

×tanh(三二三k細 く26)
2

となり ,これがⅩ,す夜わも jLをきめるselfconsistentequationであ

る｡

(2占)よりキュリー温碇をきめる式は

Z て
∑-
n=02n

I n. ズーn n

'J pn(1-p,ZunE(nk,･(n一･2k)tanh(誓 PcJ,-1
k==o

となり ,さらK criticalconcentrationpc は ITc- Oとして

n曇1;a(Z,plc.恒 pc,Z-nLg=n: 2 〕 (nk, (a-2k, - kき ｡‡ 〕

x(nkHn-2kJ-1 (27)

a n

となるn 〔す〕 はす の盛数部分である二_･0

(27)は一見面倒 な式に見えるが ,格子膨 さえきまれ.ぱ く27)を解 くことは
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そう面倒ではをいB実際 ･いろいろを格子qC対て計算 したpc の値を ･･･他の結

J巣 と一緒に衰 2VC示す｡

表 2･ む.きろいろ夜結晶に対するpc の値

療 品 格 手 蔓C-押

二 次元正方格子

芸 芸 … … ≡ … 打 ≡:::

文一Ld5)言Abel(6)ipresent
㌫ 一二-㍗i -∴ - 言 言0.48 重 量 0.428

0.28･!!
0.22 い.21I
a.18 享0.17

0.290
8.225
0.150

表2.か ら分るように ,吾々の値は他の人のものと大体同 じ程度である｡他の

人々の方法がかなり複雑攻のだ比べ ,青 _々の方法は直属的 であ り,計算が簡単

であるという利点があるE,

§5 む す び

吾々は雀乗の分子場近似 ,Bethe近似などLiC現われ る虜 効磁場 のゆ らぎを

考慮に入れて ,_self consま,st′ent equation をつくり ,相転事 を議論する

方法を真鯛 した｡一番簡単をWeiss_近似でも ,有効磁場のゆ ちぎを考慮に入

れると .キュジー温度としてかなりよい病巣を櫓 ることが示 され7TL｡ そこで -

もっと近似を上げaJLば ,それに比例 して結束もよく在り , Bet王le 近似 よりよ

いものが得 られるかもし.れなV･､という期侍 をしたが ,績采は期待に反 し .近似

を高めても ,いたず らに労力だけが多 く覆るだけで ,結束はそ うよくは在らな

いことが分 った｡そこでBethe 近似を上回る努力はすてて ,Bethe近似の

意味 を少 し考えて見たo中心のスピ'JtとそれをとりまくZ個のnearestnei一

i.hbf'urのスピンを考え ,それに働 く有効磁場 の平均値に関する恒等式を得たo

その恒等式で ,有効磁場のゆらぎを無視すればBethe 近似QCをるが ,一般qC

有効磁場のゆ らぎを適当VC考慮 すると ,Bethe 近似 よりよいl*異が得 られる

であろうと親冷 される｡
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最後に この方法を用いて ,diluteaHoysにおけるcriticalconcent-

rationの･計算を行 った｡綾束は勉のものと比べると大体同じ程鹿のものであ

ることが分るo こういう簡単を方法でもっと複雑 を計算 と同じようを結果が得

られるのは ,青々の方法では ,スピンの位置のゆちぎと ,有効磁場のゆらぎを

同じ窄まの近似で考慮に入れていることが原因だと思われる｡

この方法をfleisenbergmodelに拡張することは ,やろうと思えばできる

が ,計算が碇 らVC複雑になるだけ夜ので ,ここではやら夜い｡その他 ,もっと

砲のことqe応用できると思われるが ,これらは将来の問題であるo
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