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非可換幾何 としての変形量子化 と、非可換ゲ ージ理論

浅川 嗣彦



概 要

弦理論 に現れ る非可換空間の拡張 として、変形量子化の手法 を非可換変形 として再解釈することにより非可換

空 間を定義 し、更にその非可換空間上のゲ ージ理論を構成 した。非可換空間の記述には 、Fedosovに よる任意

のsympIectic多 様体上の変形量子化の手法を用いた。それに より、Weylbundleと い う代数束の平坦接続ごと

に対応する非可換空間を定義す ることがで きる。更に、Weylbundle自 身は無限次元のゲージ群を持ち、その

一部が 非可換ゲージ群であ ることも結論で きる。これ により、様 々な非可換空間 とその上の非可換ゲージ理論

の両者が 共に、普遍的なWeyIbundleの ゲージ理論 に埋 め込 まれているとい う描像が得 られた。
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第1章Introduction

近年 、広い意味の弦理論の背後には非可換幾何がある、とい う認識が徐 々に成 されつつある。

その最初の兆候 はWittenのopenstring且eldtheorylこ 見 られ る[5]。 これは 、点粒子を第二量子化 した場

の理論に対応 して、stringを 第二量子化 した場の理論であ る。点粒子の場合は、大 まかに言 うと場 とは時空上

の関数であるか ら、相互作用を表す場の間の積は可換な関数代数を成 している。一方、向 き付 けられた2つ の

stringの 相互作用は一般に非可換である。従 って、このstring丘eldtheoryで は場の積は非可換で結合的な積

で記述 されている。非可換 な結合代数 とは正 に非可換幾何であるか ら、点粒子か らs七ringに したことで何 らか

の非可換幾何が現れ ると考 えることがで きるわけである。しか し、これ はいわゆる時空の非可換性ではないた

め、非可換幾何 としてシリアスに捉える人は少なか ったように思われる。

次 の例はD-braneと 行列模型である。D-braneはopenstringの 端点を束縛する高次元膜であるが、それが

2V枚 重なると端点の 自由度はN× ノ〉の σ(N)行 列になることが知 られている。この性質はまた 、行列に よっ

てstring理 論 を定式化 しようとい う行列模型 にも本質 的に効いている。これ らはD-braneが 重 なった方 向の

string座 標が 、行列代数 とい う非可換幾何の上の座標 になることを意味 している。しかしこれ も、非可換性 と

い うよりは行列性であ り、D-brane上 のゲージ場が σ(1)か らσ(N)に なったとい う扱いで十分だった。

これに対 し、行列模型においてD-braneの 張る方向に非可換性が現れ る例が見出 され た[6]。行列模型の トー

ラス コンパ クト化 を考 えると、座標が行列であるため、コンパ ク ト化にも通常 と異 なる可能性、即ち非可換 トー

ラス を考 えることが可能である。これが原 因で 、得 られ る理論は非可換 トーラス上のYang-Mills理 論で記述 さ

れ ることになる。 また物理的には、この非可換性 はコンスタン トな0場 が背景 にあ ることと同定 され た 【7】。

この例はD-braneの 広が り自体が非可換な空 間と見 なされ るため、非可換幾何 としてシ リアスに捉 えられた。

そ して これが元祖 とな り、この流れに沿 って行列模型やopenstringの 非可換性についての様 々な研究が 成さ

れて きた。

そ して 、それ らの成果を総合 し、コンスタン トなNSNSB場 が背景にあるときのopenstring理 論 において、

D-braneの 有効理論が非可換空間上の場の理論1こなることが一昨年[8]に より指摘 された。これは[6]と 同じ現

象がstring理 論で、しか もコンパク ト化をしな ぐて も起こることを意味 している。ここでB場 はD-brane上 の

場の積 を、可換 な通常の積か らいわゆるMoyal-WeyI積 とい う非可換な積に変化 させ る役割 をしてい る。この

ようなMoyaI-WeyI積 を持 つ非可換空間の上のゲージ理論は、最近では一般 にnoncommutativegaugetheory

(非 可換ゲ ージ理論1)と 呼ばれている。

1紛 らわ しいが 、non-Abelianの こ とでは ない 。
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しか し、より一般 の背景、つ ま り、曲が った空 間でかつ コンスタン トではない β 場が背景にあるときのD.

brane有 効理論 については、球面の場合 などの例 を除いて、ほとんどわかっていないのが現状である。もちろん

それは、string理 論 自体が この場合には よくわか っていないか らである。それで も、この ような場合に も何ら

かの非可換幾何が 現れ ると考 えるのは 自然である。そ こで、逆に非可換性 を頼 りに、D-brane有 効理論の方を

より一般の非可換ゲージ理論に拡張す るとい うことが考えられ る。その基本的なアイデアは以下の通 りである。

「Moyal-Weyl積 とい うのは元 々、古典力学において位相 空間がEuclid空 間 飛2れの場合の変形量子化で現

れた ものである。その後、変形量子化は任意のPoisson多 様体 に拡張 された。その場合には、一般に*積 と呼

ばれる非可換積が得 られる。そこで、この*積 を時空の非可換性 と再解釈することで、Moyal積 の ように単純

な非可換ゲージ理論 を、 より一般の非可換ゲ ージ理論に拡張することがで きる。」

このア イデ ア自体 は既に[6]に も言及 され てお り、これ までに関連 したい くつかのアプ ローチ もなされてい

る[9]。 しか し現状ではア イデア以上の具体的な議論 までは至 っておらず、特にゲージ理論 をこの枠内でど う捉

えるかについては全 く考えられてこなかった。そこで 、我 々は[1]に おいて、*積 を持つ非可換空間の上のゲー

ジ理論(非 可換ゲ ージ理論)に ついての一般論 を考察 した。本稿はその 内容 についての報告である。その方針

としてはあま りstring理 論には拘 らず、純粋 に可換 な空間上の場の理論の非可換空間への拡張 を目標 とした。

それはstring理 論 に限らず 、一般に量子的論 的な時空は非可換幾何で記述で きるのではないか という希望的観

測 もあ るか らである。我 々は具体 的には、symplectic多 様体を古典 的時空 とす るような場合を考え、その多様

体上 に*積 を導入して出来る非可換空間上で、ゲ ージ理論が ど う定義 され るか を考察 した。それはsymplec七ic

多様体の場合には、Fedosovに よる幾何学的にその構造が簡明な変形量子化の方法が知 られてい るためである。

我 々はその特徴 を最大限に用いて議論 を進める。

本稿の内容の概略 と構成は以下の通 りである。

まず第2章 では、§2.1で非可換幾何 の基本的な思想を概観した後 、§22で 変形量子化の定義をし、その非可

換幾何 としての解釈について説明する。次に §2.3で は、任意のsymplectic多 様体M上 の*積 を得 る方法 と

してFedosovに よる変形量子化の手法[3]を 紹介す る。その基本的 な処方は以下の通 りである。多様体Mの

tangentbundleTMの 各 丘berはEuclid空 間であ るため、Moyal-Weyl積 の入 ったWeyl代 数に変形するこ

とがで きる。それ らを束ねた 丘berbundle(WeylbundleW)を 考え、その上の一般のconnectionDの うち、

AbelianconnectionDと 呼ばれ る一種の定曲率のconnectionで 丘ber同 士のつなが り方 を指定す る。このと

き、Dに 関 して 且atなsection全 体WDが 多様体の関数空間0。 。(M)[[司]と 一対一に対応 しているため、Hat

sectionの 間の 丘berwiseなMoyal積 を通 して関数空間の*積 が大域的に定義 される とい う構造になっている。

また この処方は 、出発点のT.Mを 拡張 してゲージバ ンドルの構造 を含 むもの にも適用で きる。(こ れは複数枚

の重 なったD-braneを 想定していることに対応する。)そ れ らの拡張 については §2,4で議論す る。この拡張を

行 ったものが後の章で非可換ゲージ理論になる代数である。

第3章 では、主にゲージ変換 の考察か ら非可換ゲージ変換やそれに付随す る非可換ゲージ場 を与える。 まず

§3.1で 、このWeylbundle四 の 自己同型写像全体 を詳 し く調べ る。その結果、且berwiseな 自己同型写像が

無限次元のゲ ージ変換 として理解で きることが わか る。そ して上述の一般のconnectionの が 正にこのゲージ
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変換 に対応す るゲージ場であ り、このゲージ場の特別な配位 としてAbelianconnectionDが あることになる。

また、この変換が二つの異 なる 且atsectionsの 空間の間の同型対応を導 くことも示す ことがで きる。これは、

異なる*積 を持つ関数空間同士が互いにゲージ変換で移 り合 うことを意味 している。この ようなWey王bundle

のゲージ変換全体の中で特 に、一つの 且atsectionの 空 間WDを 保つゲージ変換、つ まり*積 を保存するよう

なゲージ変換が 、非可換ゲージ変換で あるこ とが結論で きる。

従って、これに対応す る非可換ゲージ場は、一般のゲージ場 の適 当な制限によって得られ ることになる。§3.2

では 、その制限は、一般のconnec七ionZ)がWD(の 微分代数 的拡張)の 上 のgaradedderivationで あれ とい

う条件で表現 され る。§3.3で は具体的にその条件を満たす非可換ゲージ場を構成する。実際、局所的には、変

形 したDarboux座 標 を用いた表示で 、良 く知 られ た形の非可換ゲージ変換性をこの非可換ゲ ージ場が持つこ

とがわかる。またこの表示で、Weylbundleの ゲ ージ場の場 の強 さが 、非可換ゲージ場の場の強 さと、非可換

性 を決める背景場の組み合わせで表 されることもわか る。これは、D-brane有 効作用であるDirac-Bom-Infeld

作用 に典型的に現れ る組み合わせ と良 く対応 している。

以上 まとめると、*積 とい う非可換性 と、その積が入 った関数空間の上で定義 され る非可換ゲージ場の両者

が共に、Weylbundleの ゲージ理論の自由度 として統一され てい るとい う描像が得 られ るこ とが結論で きる。

第4章 では多少応用的な事柄を議論す る。まず §4.1で、Fedosovの*積 の具体例 を挙げ る。これは非常に簡

単な場合であるが 、それで もい くつか物理的な示唆が得 られ る。次に §4,2で、我々の非可換ゲージ理論の議論

の直接的な結果 として、ゲージ同値性の起源 を説明する。Moyal-Weyl積 の非可換ゲージ理論の場合、それ と

等価な可換なゲ ージ理論が あるこ とが指摘 されているが 、そこで両者のゲージ場の関係をつけるために仮定さ

れたのがゲージ同値性である。我 々の観点か らは、それは単に異なる*積 を持つ関数空間における非可換ゲー

ジ場の関係、即ちWeylbundleの ゲージ変換に過ぎないこ とが わかる。我 々が指摘 したゲージ場の関係の不定

性[2]も 同様 に、Weylbundleの ゲ ージ変換の非可換性に他 ならない。

最後に、第5章 で結果をまとめ、今後の課題 を議論する。
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第2章 非可換幾何 としての変形量子化

この章で は、変形量子化を非可換幾何 として解釈するとはど ういうことかを説明する。そして、変形量子化に

より得 られ る*積 の具体的な構成を行 う。更に、変形量子化 を少 し拡張 した ときの非可換幾何的な対応物を最

終的に求める。これが非可換ゲ ージ理論の代数である。

2.1非 可 換 幾 何 の コ ンセ プ ト

非可換幾何学を定義 し展開する際には、常に可換な通常の幾何学 とのアナロジーが基になっている。その出

発点 となるのが可換 な幾何 におけるGel'fant-Naimarkの 定理である。

定理2.1局 所 コンパ ク ト ハ ウス ドルフ空間の全体 とそれ らの間のproperな 連続写像の成す カテゴ リー

と、可換0*環 とその*-homomorphismの 成す カテゴ リーとはカテゴ リー同値である。

局所 コンパ クト ハ ウス ドルフ空間X上 の(無 限遠で消 える)連 続関数の成す環Oo(X)は 自然に可換0*環

にな る。従 って この定理は、任意の可換0*環Aは 必ずある空間X上 の関数環 と見なす ことがで きるとい う

ことを述べている。更に噛み砕いて言えば、多様体Mの(位 相構造に関する)幾 何学的情報は、その上の連続

関数環 σ(M)を 調べれば全 て解ることを意味 してい る。例 えば、Mの 各点には0(M)の 極大 イデアルが対応

し、Mの 閉部分集合には、その上で0に なる関数全体の成す閉イデアルが対応 している。非可換幾何学の基本

的なア イデアは、この空間 と代数の対応を逆に用い、代数の方から幾何 を定義するとい うことにある[1q。 即

ち、可換 とい う性質だけを外 した一般の0*環 も何 らかの空 間と対応していると考えるわけである。それは一

般 に通常の点集合か ら一なる空間ではな く直感 的に理解するのは難 しいが 、代数の方では定義 され ているため、

その幾何学的な性質を代数 を通 して調べることがで きる。

特 に我 々が通常用いる ような、滑 らか な微分可能多様体Mの 情報は、代数のサ イドでは滑 らか な関数の全

体0。 。(M)に 対応 している。0。。(M)は 沢山のderivation、 つ まりM上 のベ ク トル場を持つ点が0(M)と 異

な り、それがMの 微分構造の情報 を代数的に表現 してい る。よって非可換幾何 における微分可能構造 も、環

ム のderivationの 成すLie代 数の情報に込められていると考 えることがで きる。これ を更 に進めて、微分形式

の代数の非可換版 Ω(ム)を 五 から(形 式 的に)構 成することもで きる。また・多様体上の積分は・非可換幾何

では代数の トレースに置 き換わる。

更に、場の理論 を考えるには多様体M上 のベ クトルバ ンドルが必要である。Serre-Swanの 定理により、有限

rankの 滑 らかな複素ベ ク トルバ ンドルEは その滑 らかなsection全 体0。 。(M,E)に 置 き換えることがで きる。

即 ち、0。。(,M,E)は 環0。 。(M)上 のfini七eprojectivemodule(有 限射影加群)で あ り、対応E→0。 。(M,E)
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はベ ク トルバ ンドル と0。。(M)加 群の カテゴ リー同値 を与えている。従って、ベク トルバ ンドルの代数的な対

応物が0。 。(M)有 限射影加群であることか ら、非可換幾何におけ るベ ク トルバ ンドルに相当する概念は、環 み

上の有限射影加群 と考え られる。また、微分形式の代数が定義 されていれば、ベク トルバンドル上のCOBnection

に対応 した加群上のconnecitonも 自然に定義 される。

この ように、非可換空間やその上の場の理論 を考えるとき、それを数学的に記述する言葉は整備 されてきて

いる。しかし、実際に扱われている具体例は今の ところ非可換 な平面、 トーラス、球面ぐ らいしかない。また、

環 五 に対 して微分構造 Ω(孟)を 与 えるや り方はいろいろ提唱され ているが[10}、 未だ定 まったものは無いのが

現状であ る。これ に対 し、変形量子化を非可換幾何 として解釈す ることに より、これ まで以上の具体例を扱 う

ことがで きることをこれか ら見てい く。本稿では、上の話の うち、特に環 と空間の対応だけを指導原理にして

議論 を進 める。

2.2変 形 量 子化

一般に、Poisson多 様体(M,{,})の 変形量子化は次の様 に定義 され る[11]。

定義2.2Z=0。 。(M)[匝}】を、変形のパラ メー ター 充に よる0。。(M)係 数の形式的べ き級数で得 られ る線

形空 間とする。即 ちその元は以下の ように与え られ る。　
ノー Σ 臥 ∫・∈0.。(M)(2・1)

たニ0

(形 式的)変 形量子化 とは、以下の様 な結合積をZ上 に導入することであ る。　
ノ・9一 Σ 充瓢(ノ,9)(2・2)

んニ0

こ こ で 、ルf鳶は10calな 双 微 分 演 算 子 で 、.Mo(∫,g)写 ∫g,M1(∫,g)-M1(g,ノ)ニ ー盛{∫,g}を 満 た す もの とす る 。

充はプランク定数に相当す るパ ラメーターで ある。ルZoの 条件は、*積 が可換積の 充に よる変形であることを

意味 してい る。よって 充→Olimitで 元の可換環0。 。(M)に 戻る。 またM1の 条件は、*積 に関する交換子が

[ノ,9]*:=ノ*9-9*ノ=-z充{ノ,9}+… と展開 されることを要請 しているが 、それは即 ち、交換子がPoisson

環の変形であること、つ まり量子力学の対応原理 を意味している。もちろん一般に*積 は非可換積 ∫*g≠g*∫

である。そ して、この変形 された関数代数Z=0。 。(M)[同]を 量子力学の観測可能量の空 間と見なすわけであ

る1。

定義2.3二 つの*積*1と*2は 、結合代数 としての同型射 丁:(Z,*1)→(Z,*2)が 存在す るとき同値であ

るとい う。ここで、Tは 微分演算子の形式的べ き展開 丁二7b+んT1+… で与えられ るものである。

同値 な*積 は見 かけは異 なるが 内容は 同じであ り、座 標変換 の 充変形 に対応す るものである。 なお、複素

1記号[[剛 は 充に関して正のべ きであることを意味する。
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ではな く実関数代数 を考えるときは*積 の代数に もエル ミー ト性の条件が付 くが、ここではそれは考えないこ

とにす る。

例2.4π 次元Euclid空 間1Rη 中を運動する 自由点粒子の古典的な相空間MニR2π を考える。その座標

を ♂ σニ1…2η)と す ると、この空間上には以下の ような2-form

ω一1ω幽 砒・(・ 司

が存在す る。Mは ベ クトル空間であるか ら、ω は線形な座標変換に より常 に標準形 に直す ことがで きる。

ω一認 ・一 ・一 一(∴ の (2.4)

こ の(g乞,pの を 正 準 座 標 系 と 呼 ぶ 。 こ の 表 式 か らわ か る よ う に 、 ω はclosed2-form(如 篇0で あ り、 そ の ω歪ゴ

は 逆 行 列 ω茗ゴを 持 つ の で 非 退 化 で あ る 。 従 っ てMはsymplectic多 様 体 で あ る 。 更 に ω1ゴに よ りPoisson括 弧

が{ノ,g}ニ ω信ゴ∂げ ∂ゴgと 定 義 され る た め 、MはPoisson多 様 体 に な って い る 。 この 時 の 変 形 量 子 化 は

∫(・)・9(・)一∫(・)・・p(-1耐 鯛 ・(・)(・ 旬

とい う*積 で与え られ る。これ をMoyaLWeyl積 と呼ぶ。正準座標系では、*積 の交換子 【q`,刎.;1鳩 は通

常 の正準量子化 により得 られる演算子 すとρの正準交換 関係 に一致 している。また他の座標系での*は これと

同値 になる。従 ってこのMoyal-Weyl積 の代数は、本質的に演算子4、 ρの正準交換関係の生成する代数 を関

数で表現 した ものになっている。

従 ってこの例を見 る限 り、別に変形量子化でや らな くて もいいのではないか と思える。 しか しひとたび この

】Rπとい う配位空間を一般の曲が った配位空間Nに 拡張す ると、相空 間はcotangentbundle,M二 丁*1Vと な

る。この場合 も、底空間の座標をg乞』ber座 標を勉 とするとω=d勉 くdゲ という標準的なsymplecticform

を持つ。更に拡張してgとpの 区別を無 くした ものが一般のsymplectic多 様体である。あ るいは、局所的に標

準 的なsymplecticformを 持つ多様体 と言って も良い。そ して各局所に よってrankの 異 なるsymplecticform

まで許 した ものがPoisson多 様体であると言える。ここまで相空間を拡張 した場合 、演算子 による正準量子化

よりも関数による変形量子化の方が概念的に見通しが良い。

では実際にPoisson多 様体の場合にこの様な性質を持つ*積 を、つま りん≧2の 双微分演算子Mた を具体的

に作 るにはど うした らいいだ ろうか?任 意のsymplectic多 様体の場合はDarbouxの 定理に より、局所的には

例2.4と 同様の正準座標系が取れることが示 されている。よって、開被覆の各 開集合ご とにMoyal-Weyl積 を

与 えておいて、それ らを貼 り合わせ られれば、大域 的な*積 を得 ることが 出来る。つま り、問題は開集合の重

な り部分での2つ のMoya1-Wey1積 をど う整合 させ るか とい うチェックコホモロジー的な問題に帰着す る。実

際、任意のsymplectic多 様体上に*積 が存在すること、また非同値な*積 を分類するこ とは[11][12}に より解

かれていて、Mの2次 のコホモロジーH2(M)[[剛 の特性類に より分類 され ることがわかっている。しかし、

局所的な非可換 な関数代数 を貼 り合わせるのであるか ら、具体的な表式をこの方法で得ることは難しい。これ
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に対し、Fedosovは もう少し徹底 したや り方をした[3]。 即 ち、局所的な座標系 を考えるのではな く、その一点

への1imitと しての接空間を考え、まず ここへMoyal-Weyl積 を導入する。すると、貼 り合わせ とい うのは各点

の上の 舳erの 貼 り合 わせ、つ ま り丘berbundleのconnectionに より指定 されることになる。但し、この場合

はMoyaI-Weyl積 は 飾er方 向の双微分演算子で書かれた積であ るか ら、す ぐさまbaseM上 の*積 にはなっ

ていない。Fedosovは そのconnectionと して特定の ものを持 って くるとbase方 向の双微分演算子で書かれた

*積 が得 られ ることを示 した(結 局deRhamcohomology的 な構成 になっている。)。この方法の長所は、原理

的にはあ らゆる*積 を具体的に計算で きるばか りでな く、その幾何学的な構造が明確 な点である。従って、こ

の手法 を我 々の議論 の道具 として用いることにす る。なお、変形量子化の問題は、最終的にはKORtsevichが

任意のPoisson多 様体の場合に解答を与えた[131。 また、その方法 とtopologicalなstring理 論 との関係が[14】

によ り示唆 されている。

上の定義から明 らかなように、変形量子化 とはパ ラメーター 充に よる可換 な通常の関数代数の非可換な代数

への変形 と見 なすことがで きる。従って §2.1の 精神 に従えば 、得 られた非可換代数は何 らかの非可換空間を記

述 していることになる。但 しその際、変形量子化 とは異 な り、充は非可換1生のスケールと解釈 され る。もちろ

ん定義か ら、この非可換空 間は ん→Olimitで 元の可換な空間に帰着す るものであるか ら、非可換幾何の全体

か ら見 ると可換な幾何 のご く近傍のみ を扱 うことになる。しかし物理的に まず興味があるのは、そのような古

典 的には可換な通常の幾何が成 り立つ ような場合である。この ように変形量子化 を非可換幾何 として解釈する

ことによ り、十分広 いクラスの非可換空間を取 り扱 うことがで きるわけである。次節では、この*積 の具体的

な構成法 として 、Fedosovの 手法を紹介する。

2.3Fedosovの*積

この節では、Fedosovに よる任意のsymplectic多 様体上の変形量子化[3]に ついて詳 し く紹介す る。ここで

導入 され る主要な対象 はWeylbundleと その上のconnectionで ある。変形量子化 の立場か ら言えばそれ らは

*積 を構成す るための人工 的な概念に過 ぎないが 、非可換ゲージ理論の立場ではそれ 自身が重要な意味 を持つ

ことになる。

2.3.1TheFormalWeylAlgebrasBundle

(M,ω)を 次 元 が2η のsymplectic多 様 体 と す る 。 §2.2で 述 べ た よ う に 、ω は 非 退 化 な2-formで 、Mの 各

点 ∬ ∈Mで の 接 空 間%M上 にsymplecticstructureを 与 え て い る 。

ω一1・ ・ゴd舳 ・,ω(∂ 謝 一ω・ゴ

こ こ で 、d」彦琶はM上 のcotangentbundleT*Mのlocalframeで1-formの 基 底 で あ り、&は そ れ とdualな

TMの 基 底 を 表 す 。 ω が 非 退 化 な の で 、成 分 ω乞ゴ は 逆 行 列 を 持 つ 。 従 っ て 、各%Mは 例2.4と 同 じ く線 形
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symplectic空 間 で あ る た め 、MoyaI-Weyl積 を 導 入 す る こ とが 出 来 る 。

定 義2.5T、,Mに 付 随 す るformalWeylalgebraW、,と は 以 下 の よ うなC上 のunitalassociativealgebraで

あ る 。 ま ず 、 そ の 元 は 形 式 的 べ き級 数

吻,ん)一轟 ノ 表隔 副 一ψ(2.6)

で 与 え られ る 。 こ こで 、充 はformalな 変 形 の パ ラ メ ー タ ー で 、宮=(g1,…,〃2π)はT。Mの 線 形 座 標 で あ る。

また 、係 数 α廊 叉_`,∈Cは 毎,…,ち に 関 し て 対 称 で あ る 。 次 に 、 これ らの 元 の 間 の 積 はMoyal-Wey1積

・… 卿(苑.箔 一言一一ωz3-2∂ヅ∂炉)・

書 毒(腕2)η 訣 ・… 読 協 … 諺 ・∂島 … 議 ・(2・)

で定義 され る。

こ の 積 がasscia七ive(結 合 的)で 、 ま た%Mの 座 標 の 取 り方 に 依 ら な い こ とは 容 易 に確 か め られ る 。更 に 、 後

の 便 利 の た め に次 数 を 以 下 の よ うに 定 義 し て お く。

deg(ん)=2,deg(雪 う ニ1(2,8)

そ う す る と 、 式(2.6)の 各 項 は 次 数 が%+p≧0で あ り、 。積 は この 次 数 を保 存 す る こ とが わ か る2。

これ ら各 代 数 肌 を 丘berと し てMの 各 点 に 生 や す こ と に よ り、M上 のalgebrabundleW=U。 ∈M確 、,が

得 られ る 。 これ をformalWeylalgebrasbundle(略 し てWeylbundle)と 呼 ぶ 。Weylbundleのsection(切

断)α:M→Wの 局 所 的 な 表 式 は

綱 一轟 購 一 α)ジ…留(29)

と な る 。 こ こ で 、 充 と ヅ は 先 程 と同 じで あ るが 、α厚 、_琶.(τ)は 各 点 に よ り値 を 変 え う る 対 称 テ ン ソ ル 場 で あ

る 。 こ れ らsectionの 全 体0。 。(M,W)も 丘berwiseな 。積 を持 つassociativealgebraに な っ て い る 。以 下 で は

bundleと そ のsectionの 空 間 を 区 別 せ ず に 同 じ記 号Wで 表 す 。

代 数WのcenterZと は 、 ・ 積 に 関 してWの 任 意 の 元 と 可 換 な 元 の 集 合 の こ と で あ るが 、 明 ら か に そ れ は

雪 を 含 ま な いsec七ion全 体 に な る 。 そ れ は 我 々 の 考 え た い 対 象 で あ る 定 義2.2のZ=0。 。(M)[[剛 に線 形 空 間

と し て 一 致 す る 。 四 か ら このZへ のprojectionmapσ を 定 義 し て お く。

σ:W→Z=0。 。(M)[圃]

α → σ(α):ニ α1写=o(2.10)

こ こ で 少 し 正 確 な 言 い 方 を して お こ う。5(T*M)を0。 。(M,T*M)の 対 称 テ ン ソ ル 積 全 体 か ら成 る0。 。(M)代

数 と す る 。即 ち 、0。 。(M)を 係 数 環 とす る加 群 で あ っ て か つ0。 。(M)上 の 対 称 テ ン ソ ル 積 に よ る可 換 積 を 持 つ

2つ まり、斉次元 α,bに 対してdeg(α 。の=dεg(α)+dεg(b)
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テンソル代数である。 これ はTハ4上 の関数環(の 多項式近似)と 考えられ るため、ヅ の0。 。(M)係 数のべ き

級数全体 を意味 している3・ この5(T*M)とZ=0。 。(M)[[捌 は共に0。 。(M)代 数であるから、0。。(M)上 の

テンソル積を用いると ・Wは0。 。(M)加 群 としてW禦0。 。(M)[[捌 ⑭5(T*ハ4)と 書ける。従って、Wは こ

の意味では0。 。(M)加 群5(T*M)の 可換環Z=0。 。(M)[同]へ の係数拡大と見なすことがで きる。そしてこ

の係数環の 充変形に伴い・3(T*.M)に 非可換な ・積を導入 した ものが、上で定義したWeyIbundleのsection

Wで ある。よってWは5(T*.M)のZ=0。 。(M)[圃]代 数へ の非可換変形(つ まりT .Mの 飾er方 向に非可

換変形 した関数代数)と 言 える。 また、σは この意味ではTM→Mな る通常のprojectionの 非可換版であ

る。 しか し以後 も特 に断 らない限 り、係数環は0。 。(M)で あ り、テンソル積は ⑭=⑭o。 。(M)で あるとする。

上で定義 した次数degに よ り、WはZ-gradedalgebraに な っている4。 即 ち、Wは 各次数Z∈Zの 固有空

間W(`)に 分解され 、Wニ ㊦窪oW(り 、W(`)。W(m)⊂W(z+π)を 満た している。また、後の議論で有用になる

ので、ん次以上の固有空間の直和 を 肱:ニ ㊥臨W(`)と 記す。すると、Wに は 自然な 丘ltration(フ ィル ター

構造)W⊃w1⊃ 肪 ⊃ … があることがわかる5。

Wに 値 を取るM上 の微分形式 も同様に考えることがで きる。即ち、M上 の外積代数 くニ 〈(T*M)を 通常

の微分形式 とした とき、Wと のテンソル積をとったbundleW⑭ 〈 のsection全 体 、つま り.0。 。(M,y7⑭ 〈)

をW値 微分形式の空間と定義する。その元の局所的な表式は

鵯 充㌦ 誌 礁 諭 噺 拗 溜 …銘酬 …〈d¢フg(2.11)

とな る 。 こ こで α彫1_乞, ,ゴエ_ゴ。は 盛1… ち に 関 し て 対 称 で ゴ1… ゐ に 関 して 完 全 反 対 称 な テ ン ソ ル場 で あ る 。 こ

れ ら の2つ のform問 の 結 合 積 は 、g`に 関 す るMoyaLWeyl積 とdが に 関 す るwedge積 く を 合 わ せ た もの で

与 え られ る 。 そ れ を ま と め て 。 と書 くこ と に す る 。 こ れ に よ り0。 。(M)[同]加 群W⑭ 〈 はZニ0。 。(M)[同]

代 数 に な っ て い る 。 ま た 、 先 程WのZgradingを 定 義 し た が 、 今 度 はW⑭ 〈 はZ×Z-gradedalgebraに

な っ て い る 。 即 ち 、微 分 形 式 と し て のrankに よ りW⑭ 〈=㊥1篁oW⑭ 〈qと 分 解 され 、wedge積 を 含 む 。

積 は こ れ を 保 つ 。 こ のZgradingを4eg。(α)=ニ1α1∈Zと 記 す 。 斉 次 のformα はdeg(α)∈Zと 、 微 分 形

式 と し て のrankdeg。(α):=回 ∈Zに よ り分 類 され 、 。 積 は そ れ ぞ れ の 次 数 を 保 存 す る 。従 っ て 、丘1七ration

W⑭ 〈 ⊃W1⑭ 〈 ⊃ 四2⑭ 〈 ⊃ … も上 と 同 様 に 成 り立 つ 。

こ のdeg、 に 関 す るgradedcommuta七 〇r(次 数 付 き交 換 子)を 以 下 で 定 義 す る6。

[α,6]:=α 。6-(-1)ld161b。 ・ (2.12)

任 意 の 元 α ∈W⑭ 〈 に 対 し 、[α,]はW⑭ 〈 にgradedderiva七ionと し て 作 用 す る 演 算 子 と見 な せ る こ と に

注 意 す る(こ れ に つ い て は 次 の 節 で 説 明 す る)。W⑭ 〈 のcentralformの 全 体 は こ の 交 換 子 を 用 い る と

〈[圃]・=z⑭ 〈 ニ{c∈w⑭ 〈1[c,α]=o,∀ α ∈w⑭ 〈}

3〃 は7』 ルf→Cな る写 像 で あ るか ら7誉Mの 元 で あ る 。

4次 数 は 非負 で あ る ので 、正確 にはNgradedで あ るが 普 通Zと 呼 ぶの で それ に合 わせ た 。

5普 通 の フ ィル ター は 鳶 次 以 下 の空 間で 定 義す るが 、 ここ で は今 の定 義 の 方が 便 利 であ る。

6dεgα の偶 奇 しか 効 か な いの で 、Z2-gradedcommutator、 つ ま りsupercommutatorと 同 じ ことで あ る。

(2.13)
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と表せ る。つ ま り、♂ を含 まないW値 微分形式の全体である。 もちろんZは 充についてはあ らゆるべ きを

含んでい る。上 と同様 にZ⑭ 〈へのprojectionを σで記す。

2.3.2Weylbundle上 のGradedDerivation

こ こ で は 、W6ylbundleのsectionの 代 数 に作 用 す るgradedderivationと 呼 ば れ る 演 算 子 に つ い て 考 察 す

る 。 代 数W⑭ 〈 をC上 の ベ ク トル 空 間 と 見 な し 、 そ の 意 味 で のC線 形 写 像 丁:W⑭ 〈 →W⑭ 〈 を 考 え る

と7。 そ の 全 体 は ベ ク トル 空 間 と な るが 、 更 に 、W【 ⑭ 〈 のformに 関 す る次 数deg、 と両 立 す るZgradingを 持

つ とす る 。 即 ち 、 レ1ニdε9αT∈Zが 定 ま っ て い て7:W⑭ 〈q→W⑭ 〈q+1Tlと い う こ と で あ る 。W⑭ 〈 は 代

数 な の で 更 に 。積 を 持 つ が 、 そ れ に 対 す る 丁 の 性 質 と し て 以 下 の 要 請 を す る 。

定義2。6W⑭ 〈 に作用する{C線 形写像 丁:W⑭ 〈→W⑭ 〈が以下のような 五eibnitz則 を満たす とき

・(αob)ニ ・(・)。b+(一)1711α1・ 。丁(b) (2.14)

ア をW⑭ 〈 のgradedderivationと い う。 更 に 、 あ る α ∈W⑭ 〈 に よ り ア=窺 α,]と 表 され る と き 、 丁 は

innergradedderivationで あ る と い う。

次 数0の と き は 単 にderivationと 呼 ぶ 。 も ち ろ ん こ の 定 義 はW⑭ 〈 に 限 ら ず 任 意 の 代 数 に つ い て も 同 様

で あ る 。0。 。(M)の 場 合 に はZgradingは 無 い の でderivationの み 存 在 す る が.可 換 積 に 関 し てLeibnitz則

を 満 た す 演 算 と 言 え ば 良 く知 っ た ベ ク トル 場X=Xμ ∂μ がderivationの 典 型 的 な 例 で あ る 。 そ の 拡 張 と し

て 、Zgradingを 考 慮 してLeibnitz則 が 成 り立 つ も の をgradedderivationと 呼 ぶ わ け で あ る 。 特 に 、上 の

定 義 に よ るinnergradedderivationに 関 し て は 、 確 か に 任 意 の α ∈W⑭ 〈 に 対 す る演 算 子 τ=領 α,】 は 、

[α,b・c]ニ[α,b]。c+(一)ldlblb。[α,c〕 を 満 た し17ト1α1に よ り次 数 は 定 ま っ て い るの でgradedderivationで あ

る 。0。 。(M)な ど の 可 換 代 数 の 場 合 に は この よ う なinnergradedderivationは 無 い こ と に 注 意 す る 。 ま た 、 α

の う ち のcenter部 分 は 交 換 子 の 中 で は0に な る た め 演 算 子 と し て 効 か な い と い う不 定 性 が 常 に あ る こ と に も

注 意 す る 。

W⑭ 〈 のgradedderivationと し て 、 具 体 的 に は 以 下 の2種 類 が 重 要 で あ る 。

任 意 のsymplectic多 様 体M上 に はtortionfreeで 、 か つsymplectics七ructureを 保 つ よ う なconnection

▽ が 常 に 存 在 す る 。 こ れ をsymplecticconnectionと 呼 ぶ8。 こ れ は 、Riemann多 様 体 の 場 合 に ・tortion丘ee

でmetricを 保 つ よ う なRiemannianconnection(Levi-Civitaconnection)が 存 在 す る こ と に 類 似 し て い る 。

し か し 、 後 者 の 場 合 は そ の よ う なconnection1-form(Christoffelsymbol)はmetricを 用 い て 表 さ れ る が 、

symplecticconnectionはsymplecticformで は 表 さ れ な い 独 立 な 量 で あ る こ と に 注 意 す る9.

こ のconnectionは 自 然 にWeyIbundle上 のconnectionと 見 な す こ とが 出 来 る 。 そ の 結 果 ・ ▽ は(C線 形 写

7即 ち γ(αα+βb)=α 丁(α)+β ア(b),α,β ∈C,α,b∈W「 ⑭ 〈 で あ る。

8正 確 に はtangentbundleTMの 各 βberの 関 係 を つけ る もの な の で 、TMのconnectionで あ る。

9そ れ 故 、 固定 したsymplecticconnectionを 持 つsymplectic多 様 体(M,Ωo,▽)の こと をFedosov多 様 体 と呼 ぶ 人 もい る[15]。
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像 ▽:WF⑭ 〈q→W⑭ 〈叶1で 以 下 の 性 質

▽(αob)=▽ ・・b+(一)[α1・ ・▽b(2 .15)

を 満 た す の で(次 数1の)gradedderivationで あ る 。 これ は ▽ がsymplectictensorを 保 つ こ と ▽ ゐωη=0

か ら 直 ち に 従 う。 局 所Darboux座 標 で は ▽ は 以 下 の よ うに 表 され る 。

▽・-d・ 一
、島 。・軸 ・m・α一 血 ボ …蜘 酬 … 齢1

ニd・+充[「 ,・】(2・16)

ここで、4=面 μ∂μは外微分である。 また、1行 目の残 りの項は αの各 テンソルの足 にconectionr㌔ を作

用 させ た通常の共変微分で 、上では省略 して ゴの足 に対す る作用のみ書いてい るが、もちろんゴの足に も作用

している。これは任意の局所座標で正 しい。一方2行 目は局所Darboux座 標でのみ正しい表式であ り、W値

のlocalconnection1-fbrmr:=麦r雛 〃》d¢ ん,(r葱ゴた:=ω 瀦r㌧ん)を 用 い て 表 され て い る 。 注 意 す べ き は 、W

値 に 拡 げ た こ とで 、 交 換 子 を 用 い たinnergradedderivationと な る 点 で あ る 。 こ の こ と か ら も ▽ がgraded

derivationで あ る こ とが す ぐ に わ か る 。 な お 、r躰:=ω 葱`r秘 は 局 所Darboux座 標 系 で は 盛,ゴ沸 に 関 し て 完

全 対 称 で あ る 。 ま た 、 任 意 の2つ のsymplecticconnectionの 差 △r雛 は 完 全 対 称 な テ ン ソ ル に な る 。

次の例 はFedosovの 導入 した2つ の演算子 δ,δ一1で ある。これ らは局所的には以下の ように定義 され る。

一 券 ぬ 《 斑1(轟)α(・+・>0)(、.17

(P+9=0))

こ こ で1(∂/∂ ♂)はinteriorproduct(内 部 積)を 表 し 、pは α の 中 の ゲ の 数(deg(α)で は な い こ とに 注 意)

で 、gニ1α1で あ る 。 δ は α の 中 の ヅ を ぬiに 置 き か え る 演 算 で あ る か ら 、dθgを1下 げ てdeg、 を1上 げ る

写 像 δ:%⑭ 〈q→%_1⑭ 〈q+1で あ り、丘ber方 向 の 外 微 分 と で も呼 ぶ べ き演 算 で あ る 。 一 方 、 δdは4♂

を ゲ に 置 きか え る 演 算 δ一1:%⑭ 〈9→%+1⑭ 〈q-1で 、 複 雑 に 見 え る の は δの 逆 演 算 と な る よ う規 格 化

因 子 で 割 っ て い る た め で あ る 。 実 際 、 こ れ ら は 、 以 下 の 性 質 を満 た す 。

(δ)2=(δ 一1)2=0

δ(αob)=(δ α)ob十(一)1α1αo(δb)

α;δ δ一1α 十 δ一1δαforα ∈Vレz⑭ 〈q((～ ≧1)

α=δ 一1δα+σ(α)f・ ・ α ∈W

1行 目 は こ れ らがdi任erentialで あ る こ と を 、2行 目 は δ がgradedderivationで あ る こ と を 意 味 し て い る

(但 し δ一1で は 成 り立 た な い)。3、4行 目は δ と δ一1が 互 い に 逆 演 算 で あ る と い うHodge-deRham分 解 に

類 似 し た 性 質 を表 し て い る 。 但 し δ一1の 定 義(2.17)を 反 映 し て 、0-fbrmだ け が 違 う分 解 に な る 。 以 上 は 特 に
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δが外微分に似た性質 を持 っていることを示 しているが 、外微分dの ように 記方向の微分ではな く、純粋に代

数的な演算であることに注意 してお く。そのため δはinnerderivationと して も表せ る。即ち、

δ・一 一 … 幽 ・,・](2 .19)

最後に、▽ とδの関係 と、曲率についてまとめてお く。

補題2.8任 意の元 α∈W⑭ 〈 に対 し以下が成 り立つ。

▽ δα十 δ▽α=0

▽2α一1[R,α]E・-1鰯 ・・ぬ ・(・.・ ・)

こ こ で 、R琶粥 はsymplecticconnectionのsymplectic曲 率 テ ン ソ ル で 、Eは そ のW値 の 曲率2-fbrmで あ る 。

2.3.3W6ylConnectionとAbelianConnection

上 で 導 入 し たconnection▽ は 、 そ もそ もTM上 に あ っ た もの をW6ylbundle上 で 見 た と い う だ け の も の

で 、 実 際 はT、Mの 飾er同 士 の 繋 が り方 し か 指 定 し て い な い 線 形 なconnectionで あ る 。 言 い 換 え る と 、 ▽ は

㌢ の べ き も 充 の べ き も変 え な い 写 像 で あ る 。 し か し 、W6ylbundleの 飾er同 士 を 一 般 に 繋 げ よ う とす る と 、

connectionも 雪 や んの べ き を 変 え る よ う な 写 像 で あ る べ きで あ る 。従 っ て 、与 え られ たsymplecticconnection

▽ か ら 、W⑭ 〈 上 の よ り一 般 の 非 線 型 なconnectionDを 以 下 の よ う に 定 義 す る 。

定 義2.9WeylbundleW⑭ 〈 上 のconnectionをC線 形 写 像D:W⑭ 〈q→W⑭ 〈9+1で

I
D・=▽ ・+汚 園(2・21)

と い う形 の もの で 定 義 し 、 これ をW6ylconnectionと 呼 ぶ 。 こ こ で 、1-fbrmッ はW⑭ 〈 のglobalsectionで

あ る 。

Dは2つ のgardedderivation▽ 、 紅ッ,]の 和 で あ る か ら 、 明 らか に 。 積 に 関 し て(次 数1の)garaded

derivationに な って い る 、つ ま り、D(α 。b)=Dα 。b+(-1)ldα 。Pbを 満 た す 。 逆 に言 え ば これ は 、Dがgraded

derivatioコ に な るべ し 、 と い う 要 請 を お い て そ の 形 を 決 め た と い う代 数 的 なconnectionの 定 義 の 仕 方 で あ る 。

ッ はW⑭ 〈 の 任 意 元 で あ り、 一 般 に あ らゆ るgと 充 のべ き を含 ん で い る た め 、Dは 次 数degを 上 げ る演 算 子

に な っ て い る 。 但 し交 換 子 の 中 に 現 れ て い る の で 、centeral1-form分 の 不 定 性 を含 ん で い る こ と に注 意 して お

く10。 さて 、 通 常 通 りDを2回 作 用 させ る こ と でWeylconnectionの 曲 率 が 得 られ る 。

10[3][4]で は 、 この 不定 性 をcenter成 分 を0に す る とい う規 格化 で 固定 して い た。 つ ま り、σ(ッ)=0。 これ をWey1規 格 化条 件 と呼

ぶ 。 こ こで は 、特 に固 定 はせ ず 、7∈W⑭ 〈1/Z⑭ 〈1と 考 え るこ とにす る 。
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P2α 一 万[Ω,・]

が 成 り立 つ 。 こ こ で 、 Ω はDの 曲 率2-fbrmで 、

Ω は 元 のsymplecticconnection▽ の 曲 率Rと 、 そ の ▽ の 下 で の7の 且eldstrengthの 形 の 部 分 か ら成 っ

て い る 。 こ れ をWeyl曲 率 と呼 ぶ11。 ま た 、Bianchi恒 等 式DΩ ニ0も 通 常 通 り成 り立 つ 。

さて これ か ら 、 上 で 構 成 し たW6ylconnec七ionの 中 で 特 に 、Abelianconnectionと 呼 ば れ る 概 念 を導 入 し よ

う。

定 義2.11W上 のW6ylconnectionDは 、任 意 の 元 ∀α ∈W⑭ 〈 に 対 しD2α=0が 成 り立 つ と きAbelian

で あ る と呼 ば れ る 。 言 い 換 え る と 、 曲 率 Ω がcentral2-fbrmZ⑭ 〈2の 元 で あ る と きAbelianで あ る とい う。

Abelianの 場 合 、Bianchi恒 等 式 か らDΩ ニdΩ ニ0、 つ ま り Ω がclosed2-formで あ る こ とが 導 か れ る こ

と に 注 意 して お く。 こ のAbelianで あ れ とい う条 件 は 、 元 々任 意 に 置 い た7に 対 して の 制 限 に な っ て い る 。 そ

れ は(以 下 で 明 らか に な る の だ が)、 丘berご と に 定 義 され た 。 積 が 貼 り合 わ さ れ て 大 域 的 な*積 に な り うる よ

う なconnectionの 条 件 に 他 な ら な い 。 そ うす る と 、 ど の よ う な と き にAbelianconnectionが 存 在 し て 、 そ れ

は ど の よ うに 分 類 され る の か が 問 題 に な っ て くる 。

こ の 問 題 に 関 す るFedosovの 定 理 を 述 べ よ う[3]。WeylconnectionDの う ち初 項 が δ で 始 ま る よ う な形 の

connectionを 考 え る 。

D・ 一▽・一δ・+1囮 一 ∈%⑭ 〈1(・24)

こ れ は(2.19)を 用 い る と ッ=ω 乞ゴヅdが+Tと い う こ とで あ る 。

定 理2.12与 え られ た(M,ω,▽)に 対 し 、任 意 のclosedcentral2-fbrmΩ=ω+Ω1(Ω1∈ 充Z⑭ 〈2)と

sectionμ ∈ 晩 を 与 え た と き 、

δ一1r=μ(2.25)

を 満 た すrが 一 意 的 に 存 在 し 、 式(2、24)のDは 曲率 が Ω で あ る よ うなAbelianconnectionに な る 。

定 理 が 述 べ て い る の は 、 元 の デ ー タ(.M,ω,▽)を 固 定 し た と き 、2つ の パ ラ メ ー タ ー Ω1と μ だ け で(2.24)の

形 のAbelianconnectionは 決 ま る とい う こ とで あ る 。 こ こで 、Ω1∈ 充Z⑭ 〈2と はcen七ral2-formで か つ 充 を

必 ず 一 つ は 含 む もの を 意 味 し 、symplecticformω の 充 に よる 補 正 と解 釈 され る 。 一 方 μ は γの 一 種 の 規 格 化

条 件 で あ る 。 実 は 、Fedosovの 原 論 文[3]で は この2つ の パ ラ メー タ ー が0の 場 合 を 証 明 し て い た 。 そ れ は 、量

11[3]で はWeyl規 格化条件 を課した時の Ω をWeyl曲 率 と呼んでいるが、ここではより広 い意味でそ う呼ぶ。
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子化に際して余計な 自由度が入って くるのは望 まし くないか らである。しか し、非可換変形 とい う我 々の立場

で は変形 のモジュライパラメーターが現れ るのは全 く問題が無いことに注意 してお く。

さて、ここでは厳密な証明は行わないが 、rが ど うや って一意的に決まるのかを説明しておこう。まずPが

(2.24)の 形のとき、曲率2-formは

Ω 一R+▽(ω 、ゴず 面 ゴ+・)+1(・ ・ゴ繭 ・+・)・(… 繭 ・+・)

一 ω+R+▽ ・一 δ・+1…(・ ・26)

で 与 え られ る 。 こ の 曲 率 Ω がcenterZ⑭ 〈2に 属 す る と き にDはAbelianに な る 。 既 に ω ∈Z⑭ 〈2で あ る

こ と は わ か って い る の で 、残 りが 、 あ るclosedcentral2-formΩ1に な らな け れ ば な ら な い 。 こ れ を書 き直 し

て(2.25)と 合 わ せ る と 、

盛δ
・-R一 Ω・+▽ 升 禿7。 γ

δ一1T=μ(2.27)

を 満 た す よ う にrを 決 め る べ し 、 と い う問 題 に な る 。 更 に 、Hodge-deRham分 解 γ=δ δ一1ア+δ 一1δTを 用 い

る と これ ら は

・ 一 δ・+・ 一・(R一 Ω・)+・-1(▽ ・+1…)(・ 鋤

に等価である。この方程式は両辺に解 くべ きrを 含んでいるが 、右辺の演算子 δ一1が 次数を必ず1だ け上げ

るので、両辺の アを次数で展 開したときに帰納的に左辺のrの 高い次数の項が右辺の低い次数の項か ら決 まる

とい う漸化式になっている。 よって初項 δμ+δ 一1(R一 Ω1)を 与えると一意的に7が 決 まることになる。(但

し一意に決 まる条件 として初項は次数が2以 上であることが必要なので、degμ ≧3か つdεgΩ1≧2、 つ まり

Ω1∈ 充Z⑭ 〈2と い う制限が付 くことに注意。)こ のプロセスを実行すると、R、 Ω1、μ とそれ らに ▽ の掛かっ

た項を係数 として 、〃のあらゆるべ きで展開 された アが得 られることになる。しか し、原理的には解けるとし

て も、実際 にこの漸化式 を解いて全次数のrを 書 き下すこ とは、一般 には難 しい。

2.3.4FlatSectionと*積

こ こ で は 、 い よ い よ*積 を 構 成 す る 。

定 義2.13AbelianconnectionDに 対 し 、Hatsectionの 空 間 くWDを 以 下 で 定 義 す る 。

〈恥 ・={α ∈w⑭ 〈IDα=o}=Ke・D∩(W⑭ 〈) (2.29)

Dはgradedderivationで あ る か ら 、〈WDは 自動 的 にW⑭ 〈 の 部 分 代 数 に な って い る 。即 ち ・α,b∈ 〈Wb⇒

α。b∈ 〈WDが 成 り立 つ 。 また 各formの 次 数 を 区 別 す る と き は くPWDな ど と記 す こ とに し ・特 に0-formは

WD:=〈OWDと 表 す 。
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Fedosovが 証明 した2つ 目の定理は 、この部分代数 肪)が 線形空間として 自然にZ=0。 。(M)[[剛 と同一視

で きることを主張 している[31。

定 理2.14任 意 の 関 数 αo∈Z=0。 。(M)[匝1〕 に 対 し 、且atsectionα ∈ 恥 で σ(α)=αoを 満 た す もの が 一

意 的 に 存 在 す る 。

こ こ で 、 σ は(2.10)のprojectionで 、 定 義 域 をWDに 制 限 す る と

σ:防 →Zニ0。 。(M)[[剛

α → σ(α);=α 』=o(2.30)

とい う写 像 に な って い る 。 こ の 定 理 は σ の 逆 写 像 の 存 在 、つ ま りWDとZ=0。 。(M)[[剛 の元 の 一 対 一対 応 を主

張 し て い る 。簡 単 に そ れ を 見 て み よ う。 まず 、αが 且atsectionで あ る 条 件Dα=0を 書 き直 し て δα=(D+δ)α

と し 、 δ一1を 作 用 させ て 〇-formに 対 す るHodge-DeRham分 解 を 用 い る と 、

αニ σ(α)十 δ一1(D十 δ)α(2.31)

と な る 。(D+δ)=▽+差[T,]は 次 数 を 下 げ な い 演 算 で 、δ一1は 必 ず 上 げ る の で 、 先 程 の 議 論 と 同 様 に 、 αは

σ(α)を 与 え る と帰 納 的 に 一 意 に 決 ま る 。 σ(α)と し て αoを 与 え れ ば 、 定 理 が 示 され る 。 こ の(2.31)の 定 め る

逆 写 像 を ◎ とお こ う。

c Z=oo。(M)[[剛 → 防

αo→Q(αo)ニ α (232)

定理によ りσ、QはWDとZ=0。 。(M)[[剛 の間の線形空間としての同型射を定めている。但 し、σ、Gは 共

にAbelianconnection1)ご とに異 なる写像であるこ とに注意する。特にQは アを決め る漸化式 と同様 、αo、

R、 Ω1、μ達 に共変微分 ▽ の掛かった ものを係数として、膨のあ らゆるべ きで展開 される もので、一般に非常

に複雑な写像 にな っている12。

重要なのはWDは 単 なる線形空間ではな く、結合積 。による代数構造を持つことである。従って、この同型

により、Z=0。 。(M)[[剛 の方に も自然に結合積が移植 され る。 これ を*積 と呼ぶ。即 ち、

Z=0。 。(M)[[ん1]に お け る*積 を

WDに 移って 。積をとり、またZに 戻るわけである。この ように定義 された*積 は §2・2の*積 の定義2・2を

満たすことが示 され る。特 に、結合則は単に 。積のそれか ら従 う。但 し、。積は 且berwiseな 積、つ まり舳er

確、,の方 向9の 微分で書かれた単純な積であるのに対 し・*積 は一般に底空間Mの 方向の ∬微分を無限個含

む複雑 な積であることに注意する。これ は、完全 に写像Cの 複雑 さに起因している・言い換えると・Qに*

12Qは 、漸化式でrを 決めてから更に漸化式を解くので、E、Ω1、μにも当然依っている。
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積 の 情 報 が 全 て 入 っ て い る わ け で あ る 。 このQはAbelianconnection1)か ら 決 ま る 写 像 で あ る か ら 、 結 局 、

我 々 の 構 成 し た*積 はAbelianconnectionDと 一 対 一 に 対 応 す る こ と に な る 。 実 は 、定 義2.2を 満 た す 任 意

の*積 は 、 こ こ で 定 義 し た*積 に 定 義2.3の 意 味 で 同 値 で あ る こ とが 示 され て い る 。 よ っ て 、 非 同値 な*積

は こ の 方 法 で 全 て 構 成 で き る の で あ る 。 そ し て 、 そ の 分 類 は 、Abelianconnectionの 分 類 の 問 題 に な る 。 こ れ

に つ い て は §§3.1で 多 少 議 論 す る 。

ここで 、これ までの一般論について少しで もイメージを持つために、最 も簡単な場合ではあるが 、*積 の例

を1つ 挙げておこう。

例2.16ま ずsymplectic多 様体 としては最 も簡単なM=畔 π を考え、ω二 去吻d♂ 〈dが は定数係数と

す る 。 よ っ て 且atな 空 間 な の で ▽ ニ4、R=0と な る 。 これ が 元 の デ ー タで あ る。 次 に 変 形 の モ ジ ュ ラ イに つ

い て は 自 明 な 変 形 、つ ま り Ω1ニ μ=0と す る 。 す る とAbelia且connectionの 条 件 式(2。58)あ る い は(2.59)

に 上 の 値 を 代 入 して 解 くと7=0が 解 に な る 。 従 っ て 、 こ の 場 合 のAbelianconnectionは

D・ 一(・ 一 δ)・一 ・・+1[… ゲ …,・](・ ・34)

で 与 え ら れ 、 そ の 曲 率 は Ω=ω で あ る 。 ま た こ のDの 定 め る 且atsection四bは αo(の ∈0。 。(M)[[剛 か ら今

の 場 合 の(2.31)式 αニ αo+δ 一1dα=αo+圭 ゲ ∂iαを 解 け ば 求 ま る 。 これ を 解 い て も 良 い が.今 の 且atsection

とは単に

∂α∂α
_一,r7=0∂
げ ∂gz

を満 た すsectionの こ とで あ る か ら 、 α侮,〃)が ∬+〃 の 組 み 合 わ せ で 引 数 を持 つ 、つ ま り

蜘)一%岡 一慧 卦 …軸 ω蟄…爵

が解 とわかる。従 って最終的に*積 は(2.33)の 定義から

α。(諮)・b。(磁)=σ(α ・@+〃)。6・(餌+ン))

一 帥+蜘c艶 嘉)恥 ・))

一 偽脚(痂.亨 げ一一ωz3-
2∂ が∂忽ゴ)鯛

(2.35)

(2.36)

(2.37)

となる。ここで最後の等号は 吻 が定数でかつ 記+gが 引数であるため、ガ 微分を ♂ 微分に置 き換 えられ る

ことを用いた。 よってこの 自明な変形の場合に得 られる*積 は例2.4のMoyaLWeyl積 である。

さて 、定 理2.14は く防 の う ち の0-fbrmWbに つ い て 述 べ て い るが 、 一 般 のformに つ い て は ど う な の だ

ろ うか?[4]で はAbelianconnection1)の 定 め る以 下 のcomplex

1):0→1レ レ「→1レレP⑭〈1→ … → レワ「⑭ 〈2π→0(2.38)
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の1次 以 上 のcohomologyは 自明 で あ る こ と を示 し て い る 。即 ち 、 α∈W⑭ 〈q(g≧1)がDα ニ0を 満 た す な

ら 、 必 ず あ るb∈W⑭ 〈9-1が 存 在 し て α=Dわ と表 され る 。 但 しb→b+C,C∈ 〈9-1WDと 置 き換 え て も変

わ ら な い 。 従 っ て 、 且atsection〈qWDは 加 群 と し て はW⑭ 〈q-1/〈9-1WDと 同 型 に な る 。 そ の た め0-form

Wわ が 関 数 代 数0。 。(M)[[剛 と 同 じ 自 由 度 だ っ た の とは 異 な り、〈qWDは くq[同]=0。 。(M)[[捌 ⑭ 〈qよ り大

きい.

最後に、これ までの結果 をまとめておこ う。我 々は非可換空間を得るための手法 としてWeylbundleに よる

変形量子化を用いた。 よって、最終的に得 られ た非可換代数Z=0。 。(M)[[剛 は、量子論 としての代数で な

く、ある種 の非可換空間として解釈 され るものである。しかし、そのZ=0。 。(M)[[剛 の情報は、それ と同型

なWDの 方 を考えて も全 く等価であった。後者は もともとWeylbundleのsectionの 一部であるか ら、単に

舳erが 非可換であるような可換 なM上 の 丘berbundleに 過 ぎない。つ まり、WDの 方で考える限 り非可換幾

何その ものを扱 う必要はない とい うことである。そればか りか 、Z=0。 。(M)[[捌 では、異なる*積 は空間と

して異 なるものを扱 っていることになるが 、Weylbundleで はそれはconnectionの 違いで しかない。このこと

は、非可換空間上の場の理論 を物理的な理論 として考察す る際に も概念的に重要 になって くる。

2.4拡 張

この節では、定義2.2を 満たす*積 には拘 らずに、非可換積 として一般化す るこ とを考 える[4]。 以下の章

で非可換ゲージ理論の構成に用い られ るのは この拡張 され た*積 である。

これ までのWeylbundleに よる*積 の構成法がその まま使 えるような拡張 として、大 きく分けて次の2通 り

が考え られる。

・・積の変更

・任意の結合代数構造の付加

言 い 換 え る と 、W蟹0。 。(M)[圃]⑭5(T・M)の う ち 、5(T*ルf)と0。 。(M)[[剛 を そ れ ぞ れ 変 更 す る と い う こ

と で あ る 。 これ を 順 に 見 て い こ う。

2.4.1。 積 の 変 更

こ こ ま で 、symplecticformω は2通 りの 役 割 を担 っ て い た 。 第 一 に 、且berwiseな 。積 は ω を 用 い て 定 義 さ

れ て い た 。 第 二 に 、 ω はAbelianconnec七ionのWeyl曲 率 Ω の 最 低 次 と し て 現 れ た 。 こ の 役 割 を 分 離 す る こ

と を考 え る 。 そ れ で も共 にcentral2-formで あ る 限 り、Weylbundleに よ る 構i成法 は 使 え る 。

(五,ω)をM上 の 次 元 が2π のsymplecticvectorbundleで 、symplecticconnection▽Lを 持 つ も の と す る 。
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また、五はTMに 同型 と仮定する。このbundleの 同型(と そのdual)を

θ:TM→ 五

δ=五*→71*・M(2 .39)

と 記 す 。Lの10calsymplectic倉ameを(e1 ,…,e2η)、 五*のdualffameを(ε1。 …,ε2η)と す る と 、 こ の 同 型

に よ りT*.M上 のlocalL君ormbasisび とTMのdualbasisで あ るvector丘eldsXゴ が そ れ ぞ れ 以 下 の よ う に

関 係 す る 。

θ冠;δ(eZ),eゴ=θ(Xゴ),

〈 τe,eゴ〉・ 一 〈♂,θ(Xゴ)〉 ・=〈 δ(の,Xゴ 〉・M-〈 θ葱,Xゴ 〉・M一 δ1

また こ の 同 型 に よ り、 五 のsymplecticfbrmω はM上 の 非 退 化 な2-formonMに 写 像 され る 。

ω 一1・ ・… 〈 …(・ ・,・・)一 ω・、

→ Ω・ 一 一1… θ・〈 θゴ Ωo(X葱,Xゴ)一 一ω・ゴ

(2.40)

(2.41)

こ の ΩoをM上 のsymplecticfbrmonMと 見 な す こ とが で き る(但 し ΩoはcloseddΩo=0で な け れ ば な

ら な い)。 つ ま り固 定 し た ω に 対 し 、 同 型 射 θ を 変 化 させ る こ とでM上 のsymplecticstructureΩoを 変 え

る こ とが で き る わ け で あ る 。 後 で ω は ・積 の 定 義 に 用 い られ 、 ΩoはW6yl曲 率 の 最 低 次 に な る 。 言 い 換 え る

と 、W磐0。 。(M)[[珂]⑭3(五*)と 変 更 す る こ と に な る 。

こ の 五 は 物 理 的 に 言 え ば 、Riemann多 様 体 に お け るloca1■orentz丘ameのsymplectic多 様 体 版 で あ る 。

即 ち 、Riemann多 様 体 のmetricをsymplecticテ ン ソ ル に 、Levi-Civitaconnectionをsymplecticconnection

に 置 き換 え た と きのvielbein形 式 だ と解 釈 で き る 。 実 際 、ω が 定 数 に な る よ う なlocalsymplectic丘ame(五 、

のDarboux座 標)を 固 定 し た と き 、θ6=θLd¢ μ がvielbein1-fbrmで あ り、 そ れ ぞ れ のsymplecticテ ン ソ ル

の 関 係 Ωoμ。=一 ω2ゴ硫 θ多 はgμ 。=砺 傷 磁 の 類 似 で あ る 。Riemann多 様 体 で は 、g岬 と 傷 の 自 由 度 の 差 が

50(2η)10CalLorentz変 換 の 自 由 度 で あ っ た が 、symplectic多 様 体 の 場 合 は 、5「p(η)localsympleCtiC変 換 が

これ に 相 当 す る 。 そ し てspinconnectionに 相 当 す る のが ▽Lで あ る 。

2.4.2任 意 の結 合代 数 構 造の付 加

WeylbundIeに よる我々の構成は、演算子 δなどの構造を変えない限 り、丘berに 他の積構造 をテンソルする

ことがで きる。言い換 えると、(2.9)で は可換な通常の積であった係数 α植_i.同 士の積を、任意の結合積に

して も良い。これはbundleのsectionで 与 えられ るような結合代数 ノtを用いて0。 。(M)を 置 き換えること、

即ちWをW蟹.4[[司1⑭5(T*ハ4)に 変更することを意味 してい る。例えば 、EをM上 の適当な複素ベ ク ト

ルバ ンドル とし、 それ に付随す るEの 自己準同型写像E→Eの 全体の成すbundleをHom(E,E)=EndE

とす ると、そのsec七ion

ノ1:=ooo(ハ4,EndE) (2.42)
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は 写 像 の 合 成 に つ い て 結 合 代 数 を 成 す 。 以 下 で は 簡 単 の た め 、EはN次 元 の 複 素 ベ ク トルバ ン ド ル で σ(N)

の 基 本 表 現 の 場 合 を 考 え る 。 こ の と き.4は σ(N)ゲ ー ジ バ ン ドル 、つ ま り1>×N行 列 値 のsection全 体 に な

る13。 そ の 場 合 、Weylbundleの 構城 に 従 っ て 得 ら れ る*積 も σ(N)ゲ ー ジ 変 換 の 構 造 を 内 包 す る こ と に な

る14。 つ ま り、0。 。(M)[[剛 で は な く.4[同]の 上 に*積 が 定 義 され る。 な お 、先 程 と 同様 の 構 成 をす るた め に は

connectionも 必 要 で あ る 。 そ こで ▽EをE上 のconnectionか ら 自然 に 得 られ る 凶 上 のconnectionと す る 。

こ こで は 詳 し くは や ら な い が 一別 の 例 と して は 、実 ベ ク トル バ ン ドルEに 対 し 、そ のdualGrassmannalgebra

bundle〈E*を 複 素 化 し たsection全 体 を.4と す る こ と もで き る 。 つ ま り

.4:=0。 。(ハ4,〈E*) (2.43)

こ の 場 合 の 夙 の代 数 構 造 は 丘berwiseなwedge積 で 与 え られ る た め 、Z2gradingを 持 つsupercommutativeな

代 数 で あ る 。 物 理 的 に は これ はGrasmannoddなf6rmionic座 標 θα に よ り展 開 し た 代 数 と思 っ て 良 い 。 つ ま

り.4の 元 で あ るsectionをsuper丘eldと 解 釈 で き る 。 こ の 凶 を 用 い て 上 と 同 じ くW望 ノt[圃]⑭8(T*五4)ζ

置 き換 え れ ばsuper丘eldに 対 す る*積 が 得 られ るが 、 こ の 場 合 は 単 に そ うす る だ け で は な く、 更 に 。積 も同 時

に 変 更 す る こ とが で き る 。 即 ち 、Eの 丘bermetricをgα β と し 、 。積 を

・・一 ト1傷 嘉+ゲ・幕)・(244)

と変 更 す る 。 こ の と き得 られ る*積 はsuperstarproductと 呼 ば れ 、 そ の 交 換 子 は 最 低 次 にsuperPoisson括

弧 を 含 む もの に な る[17]。

こ の よ う に 、 代 数 凶 の 取 り方 に よ っ て 、 い ろ い ろ な 構 造 を 加 え た 拡 張 が 考 え られ る 。 以 下 で は ゲ ー ジ 理 論 に

焦 点 を 絞 る の で 、 最 初 の 例 の.4==EndEの 場 合 を 考 え る 。 ま た 、 これ ま で と同 様 にbundleと そ のsectionは

区 別 せ ず 同 じ記 号 で 表 す 。

2.4.3W6ylBundleW(五,.4)の 構 成

さ て 、 以 上 の こ と を 念 頭 に お い て 、 拡 張 を 行 お う。 出 発 点 の デ ー タ はsymplectic多 様 体(M,Ωo)に 加 え 、

symplecticvectorbundleと そ の 上 のsymplecticconnection(L,ω,▽L)、 係 数bundleと そ の 上 のconnection

(凶=EndE,▽E)で あ る15。

まず は 、W6ylbundleを 定 義 す る 。 今 度 は 飾er五 記が 線 形 なsymplectic空 間 な の で 、 こ こ にMoyal-W6yl積

を 導 入 し 、 そ れ ら を束 ね てalgebrabundleに す る 。 更 に 、 係 数 は.4に 値 を と る もの に と る 。

13元 々エ ル ミー ト性 は考 慮 して いな い ので 、 こ こで も単 に 行 列 とす る 。

14逆 に 、これ まで のWeylbundleは ひ(1)ゲ ー ジバ ン ドル と見 なせ る。

15任 意 のsymplectic2-formΩoに 対 しbundleの 同 型 θが 存在 して ω か らの 写 像 にな る こ とが 示 せ るの で 、θの代 わ りに Ωoを 独 立

な デ ー タ とし て良 い 。
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定 義2・17Lに 付 随 し 、 係 数 が 凶 に 値 を と るM上 のfbrmalWeylalgebrabundleW(L,ノ1)と は 、(C上 の

unitalassociativealgebraのbulldleで 、 そ のsec七ionは

・(姻 一

,、+。§,、≧。酷 ・…r・P(・)ゲ … 姥(2・ ・)

で 与 え られ る 形 式 的 べ き級 数 で あ る 。 こ こ で 、写二(〃1.…,y2π)は 且ber五 。の 線 形 な座 標 で 、係 数 αた4、_1
,(¢)

は 葱1,…,ち に 関 し て 対 称 な 凶 のsectionで あ る 。 ま た 、 結 合 積 はMoyal-Weyl積

・・b・一 Σ
。!統)η 謹 … ψ ㌔ 炉 ・一～が ・孫万 …-b

により与え られ る。但 し、係数に対 して も.4に おける積を とることとする。

つ ま り、 。 積 がLの 座 標 〃 に 関 し て と られ る こ と と 、 凶 の 積 、 つ ま り!V×!>行 列 の 積 も と る こ とが 変 わ っ

た だ け で あ る 。 言 い 換 え る とW(L,.4)望.4[[剛 ⑭5(五*)で あ る 。 も ち ろ ん 、L=TM『 か つ.4ニ0。 。(M)の

時 にW(L,.4)は 元 のWに 帰 着 す る 。 次 数 の 与 え 方 やmtrationな ど は 同 じで あ る 。W(L,夙)のcenterZは

シ に 依 らず 、 か つ 凶 のidentity、 つ ま りdiagonalσ(1)に 値 を と るsection全 体 で あ る か ら 、 以 前 と 同 じ く

Z=0。 。(M)[[珂]と し て 良 い 。 し か し 、 〃 ニ0成 分 へ のprojectiOnσ の 像 は こ の 場 合centerZで は な く、.4

(の 充 変 形)のsectionO。 。(M,.4)[[充]]に な っ て い る 。 こ こが 本 質 的 に 異 な る 点 で あ る 。

σ:w(五,ノ 毛)→ 凶[[珂]:=o。 。(M)[[司]⑭ 凶

α → σ(α):=α1〃=o(2,47)

M上 のW(五,.4)に 値 を と る 微 分 形 式 も同様 に 、bundleW(L,頭)⑭ 〈 のsectionと して 定 義 され る 。 そ の 元

は 局 所 的 に は 、

姻 一ふ ・輪 隔 一@)ゲ …汐 ・…・帥(・4・)

と 表 され る 。 こ れ らsection全 体 は 再 び 結 合 代 数 を 成 す が 、今 度 は 。積 は 、ヅ のMoyal-W6yl積 、 係 数 で あ る

.4の 行 列 の 積 、 θゴ のwedge積 か ら 成 る こ とに 注 意 す る 。 そ れ に 伴 い 、 交 換 子[α,b]=α ・b-(-1)Idlb【b・ α は

.4のLie括 弧 か ら始 ま る こ と に 注 意 す る 。 即 ち

[α,b1=[α,b]凶 一 乞充{α,b}ω 十 〇(ん2)(2.49)

第2項 は ω に 関 す るPoisson括 弧 で 、 拡 張 前 は こ の 項 が 最 低 次 で あ っ た 。 そ の 他 は 、centeral£ormZ⑭ 〈、

且ltrationW(L,ノ1)⑭ 〈 ⊃W1(五,凶)⑭ 〈 ⊃ 脆(ゐ,ノ1)⑭ 〈 ⊃ … な ど に は 変 更 は な い 。

次 に 、Weylbundle四 ¢,.4)上 のconectionを 考 え る 。元 の デ ー タのconnection▽L、 ▽Eは 自然 にW(五,④

上 のconnection▽=▽E⑭1+1⑭ ▽五=四 ¢,凶)⑭ 〈q→W(五,.4)⑭ 〈q+1と 見 なせ16、Lのlocalsymplectic

16W(L
,.4)鯉 ノし[[剛⑭5(L*)へ の 作 用 の意 味 で テ ンソ ル積 を用 い た 。
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丘ameを 用いた表式は以下で与え られ る。

▽・-d・+1臣 ・齢+[・ ・,・](・ .・・)

こ こ で ・dニ び瓦 は 外 微 分 で 、rが=ω`」 ㌧ は ▽五 のlocalconnection1-form17 、rEは ▽Eの 凶 値10cal

connection1-formで あ る 。第 二 、三 項 は 共 に 。積 の 交 換 子 の 形 で 表 され て い るが 、第 二 項 に つ い て は(2 .16)の

表 式 と同 じ くW(五,ノt)値 に した こ とで 交 換 子 で 書 け て い る の に 対 し 、 第 三 項 の 交 換 子 はrEがcenterで あ る

た め 実 質 凶 のLie括 弧 しか 効 い て い な い こ とに 注 意 す る 。 と もか く、交 換 子 で 表 され る こ と か ら 、▽ はgraded

derivationで あ る(▽L、 ▽Eも 同様)。

▽(αob);▽ ・ ・b+(-1)1α1・ ・▽ わ(2 .51)

ま た 、 こ のconnectionの 曲 率2-formは

▽2α 一1[瓦 ・]

E・ 一 ン ・ゴぬ ・一 盛充R・

R・ゴ ・=ω 誤 ㌧=蝋dr㌧+rた 、〈r`ゴ)

1己E=d忽rE十rE〈rE(2 .52)

こ こ でRかREは そ れ ぞ れ ▽L.▽Eの 曲 率 で あ る18。Rは 次 数2以 上 の 元R∈ 防(L
,ノ1)⑭ 〈2で あ る こ と

に 注 意 し て お く。 更 に 、(221)と 同 じ く一 般 のWeylconnectionを

乞
D・=▽ ・+万[7,・](2・53)

と定 義 す る 。 こ の 定 義 に 関 し て2つ の 注 意 を 与 え て お く、 まず(2.21)の と こ ろ で は 正 確 に は 説 明 し な か った

が 、 こ の 表 示(2.53)、 つ ま りDを ▽ と ッ で 分 け る 分 け 方 は 一 意 的 で は な い こ と に注 意 す る 。 そ れ は 別 のWieyl

connectionの 表 示Dα=▽'α+紅 ッ',α]が あ る と す る と 、 ▽'α一 ▽ α=穎 圭△r葱ゴ〃》 一 抗 △rE ,α1で あ る か ら、

こ の 差 は ッ'の 次 数2の 項 と も見 な せ る か ら で あ る 。 つ ま り、 次 数2の 項 を ど ち ら に 含 め る か とい う不 定 性 が

あ る 。 そ れ を7に 含 め る こ とに す れ ば ▽ は 常 に 固 定 で きる 。 こ の と き の 差7L7はcentral1。formに な るが.

これ は(2.21)で も述 べ た7のcenter分 の 不 定 性 で あ る 。次 に 、 交 換 子 が(2.49)と い う展 開 を持 つ こ と に 伴 い 、

演 算 子 却7,1がgradedderivationで あ る た め に は 任 意 の7∈W¢,凶)⑭ 〈1で は な く多 少 の 制 限 が 付 く。 こ

れ に つ い て はAppendixA。1と §3.1を 参 照 。

曲 率 は(2.23)と 同 様 に

6
Ω:=R+▽7+充7。7

で 与 え られ る 。 ま た 、δ、 δ一1は(2.17)と 同 じ役 割 の 演 算 子 で 、 今 の 場 合 は

δ一び・券 一 趣]ポ ー{,嵩 ψ(x・
0):謂:

17こ の 表 式 は10calsymplecticframe 、つ ま り ω琶2=定 数 で 正 し い。 こ の と きr毎;rゴ`が 成 り立 つ 。

18Rfゴ=R顕 が 成 り立 っ 。

(2.54)

(2.55)
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で 定 義 す る 。 特 に α=αiゲ=α 乞ei∈L*に 対 し て δα ニ α乞θLα 彦δ(eり ∈T*Mで あ るか ら 、 こ の δは(239)の

同 型 δ:L*→T*Mと 一 致 し て い る 。 こ れ ら演 算 子 の 性 質 命 題2.7は(2.47)の σ の 意 味 で 成 立 して い る 。

さ て 、 こ こ で(2.24)と 同 じ 形 のconnection

D・ 一▽・一δ・+1圃 ・∈彫,凶)⑭ ・・

を考えると、定理2.12と ほほ同様 のことが成 り立つ。

(2.56)

定 理2.18与 え られ た(M,θ,五,ω,.4,▽)に 対 し 、任 意 のclosedcentr副2-formΩ=Ωo+Ω1(Ω1∈ 充Z⑭ 〈2)

とsectionμ ∈ 既(五,ノ 亀)を 与 え た と き、

δ一1r=μ(2.57)

を 満 た すT∈%¢,凶)⑭ 〈1が 一 意 的 に 存 在 し 、1)はWeyl曲 率 が Ω で あ る よ う なAbelianconnectionに

な る 。

定理2.12と の違いは、μが.4に 値 をとることだけで ある。7を 定める方程式は今の場合

δ・ 一 ▽(ω・… θ・)+R一 Ω・+▽ ・+1…

δ一1Tニ μ(2.58)

と な る 。 また はHodge-deRham分 解 に よ り

・一 δ・+δ 一・(▽(… 〃・θ・)+E一 Ω・)+δ 一・(▽ ・+1…)圏

で あ り、これ は帰 納 的 に解 くこ とが で き る。従 って 、Abelianconnectionは ▽ 、Ω、μ に よ り一 意 的 に 決 まる こ とに

な る19。 な お 、新 た な項 ▽(ω¢ゴゲ θゴ)=▽L(ω ¢ゴ〃¢θゴ)は ▽Lのtorsin部 分 で あ る。つ ま り同 型 θ=TM→ ゐ に よ り

▽五 はM上 のconnectionに 写 され る が 、それ はMのsymplecticformΩoは 保 つ が ▽(ω重ゴゲθフ)ニ ▽L(ω 瀦`θ ゴ)

の 項 が0で な け れ ばtorsionf亡eeで は な い 。 し か し 、yの2次 の δ一1▽(ω1ゴ〃琶θゴ)を ▽Lに 含 め て ▽Lを 固 定 し

て お け ば((2.53)の 下 の 注 意 を 参 照)▽ 五 は 同 型 θ に よ りtorsionfreeなsymplecticconnectionを 与 え る 。

な お(2.58)(2.59)を 少 し違 う表 式 で 表 し て 、 パ ラ メ ー タ ー μ、 Ω1の 役 割 を 分 離 す る こ と もで き る 。。 まず ア

を 以 下 の 様 に 対 称 部 分 と そ れ 以 外 に 分 離 す る 。

鞠 ・一 Σ 酷 隔 ・・如 ・・乞・・… 乞・θゴ

2た+ε ≧2

γα:=T-r5 (2.60)

19本 当は(M
,θ,五,ω,.4,▽)と(Ω1,μ)で あ るが 、動か せ るパ ラ メー ター(θ{,妨 わr{ゴ,rE,Ω1ぢ,μ)だ け をを ま とめ て書 い た。
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こ こ で ・ 伍 …i`
,の は 対 称 化 を 表 す 。 そ う す る と 、(2.58)(2.59)は 、

δ一1ア5ニ μ,δr5=0

δ一1・・ 一 ・,δ ・・ 一 ▽(ω ・・〃乞θゴ)+R一 Ω・+▽ ・・+塾 ・覧+▽ …+尭 ・・…

→ 恥 一 Σ 酷 ・一 、ゲ … 〃・θ・

2た+`≧2

→ ㌦ 一δ一1(▽(曜 θ・)+E一 Ω・+▽ 畦 一)+δ 一・(臨+先 一)(・ 浴・)

こ こ で ▽ 。α:=▽ α+去[7。,α]と し た 。 す ぐ わ か る よ う に 、r
、は ほ と ん ど μ そ の もの で 、 漸 化 式 は 出 て こ な い 。

一 方
、7。 の 方 は(2.58)(2.59)の 方 程 式 で 、 μ=0と す る 代 わ りに ▽ → ▽ 、と した もの に 等 しい20。 こ の こ と か

ら 、 μ は 元 のconnection▽ を 〃 や 充 に 関 し て 非 線 型 に す る 変 形 を 担 って い る と 言 え る 。 実 際 、 μ は そ の 最 低

次 に ▽ の 不 定 性(を ッ の 方 に 含 め た と き)の 自 由 度 を 含 ん で い る 。21。 こ れ に 対 し 、(2,58)(2.59)を 次 数 で 分

け る とわ か る よ うに 、 Ω1は 常 に 抗RE+Ω1と い う組 み 合 わ せ で 現 れ る 。 よ っ て 、 Ω1はsymplecticfbrmΩo

の 充 変 形 とい う 解 釈 の 他 に 、 丘eldstrengthREの σ(1)部 分 の 充 変 形 と解 釈 す る こ と もで き る 。 こ れ は σ(1)

ゲ ー ジ 自 由 度 はsymplectic多 様 体 と して 見 れ ばsymplecticstructureに 組 み 込 む こ とが で き る と い う一 般 的 事

情 の 反 映 で あ る 。

と もか く、AbelianconnectionDが 得 られ れ ば 、あ とは 、*積 は 先 程 と 同様 の プ ロセ ス で 定 義 で き る 。 まず 、

Ha七sectionの 空 間 は 同 じ く

〈晩):={α ∈v影!(五,ノi)⑭ 〈lDα=0}=Ker1)∩(W(五,ノ 毛)⑭〈)(2.62)

とす る 。 特 に 肪);ニ 〈oW1)で あ る 。 こ の と き 、今 のWeylbundleW(L,凶)の 場 合 の 定 理2.14に あ た る も の

は 、WbとcenterZ=0。 。(M)[[剛 の 一 対 一 対 応 で は な い こ と に 注 意 す る 。 こ の 節 の 冒頭 で 述 べ た よ う に 、 一

対 一 対 応 す る の は 、 σ で 結 び つ く 恥 と0。 。(M,.4)[[剛 二 〇。。(M)[同}⑭.4で あ る 。 即 ち 、

定 理2.19任 意 のsectionαo∈0。 。(M)[同]⑭.4に 対 し、natsectionα ∈ 隅)で σ(α)=αoを 満 た す もの が

一 意 的 に 存 在 す る
。

証 明 は 定 理2.14と 全 く同 じで 、単 にprojectionσ の 像 が 変 わ っ た だ け で あ る 。 ま た 、 そ れ に 応 じて 逆 写 像G

も変 更 され る 。 ま と め て お くと 、

σ 泌)→0。 。(M)[[充]1⑭ ノ乳

α ト〉σ(α)==α 』=・ (2.63)

Q 00。(M)[[剛 ⑭ ノし→WD

αo→Q(αo) (2,64)

20こ の と きの 曲率 はR+▽T。 十 舌γ、or。 であ り、 また ▽。(ω{ゴヅ θゴ)=▽(碗 ゴゲ θゴ)ゆ え 。

21[18]で は μ の 効果 を指 数写 像 の言 葉 で 説明 して い る。
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そ し て 、 最 終 的 に*積 は こ れ ら の 写 像 か ら 、 αo,bo∈oo。(M)[圃]⑭ 凶 に 対 し て

α0*b・=σ(Q(α0)。Q(bo)) (2.65)

と定義 され る・特定の*積 を持つ代数であ ることを顕 わに表す ときは(0。 。(M)[[珂]⑭.4,*)と も書 く。

今度 も*積 はAbelianconnectionDと 一対一に対応 していることは重要である。また、*積 の定義されている

空間がZニ0。 。(M)[[捌 ではな く0。。(M)[囹]⑭.4で あるので、今の場合は元の 定義2.2は 満たしていない。特

に、*積 の交換子の初項はPoisson括 弧から始 まるのではな く、凶 のLie括 弧、つ まり[αo,bo]、=[αo,わo]凶+0(ん)

となっている。 しか し我 々の立場では、今の場合の変形は量子化ではな く非可換幾何学化であるので、何 の問

題 も無い。それ どころか、Z=0。 。(M)[同}が ある種の非可換多様体(上 の関数代数)と 解釈 されるとすると、

この拡張 に より得 られた0。 。(M)[【捌 ⑭.4の 方 は、ゲージバ ンドル 凶 を含 むため、ゲージ理論の非可換幾何

学化になっていることになる。更にそれがZ=0。 。(M)[[剛 とい う非可換多様体の上の非可換ゲージ理論であ

ると予想で きる。我 々は非可換空 間その ものばか りでな く、その上のゲ ージ理論に輿味が あるので 、この拡張

した*積 の構造をよ り深 く調べ る必要が ある。次の章では 、ゲ ージ変換の立場か らこのことを検証 してい く。
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第3章 非可換空間上のゲ ージ理論

第2章 では、変形量子化の手法 を用いて非可換空間を構成す ることについて議論 して きた。そこでは最終的に、

非可換代数 としてZニ0。 。(M)[圃]あ るいは0。 。(M)[圃]⑭.4が 得 られた。但 し、それ らと同型なWbで 考

える限 り、非可換幾何の言葉で全てを考 える必要はないことも既 に指摘 した。 この章では、そのWeylbURdle

の方 に注 目し、可換 な幾何 の言葉 を用いて非可換空間上 のゲージ理論 について考察する。可換 な言葉で言 うと

ころのゲージ理論 とは、ベ ク トルバ ンドルとその上のconnectionに 他 ならない。 よって具体的には、非可換

ゲージ変換をWeylbundleの 持つゲージ変換の一部 として定義 し、対応す る非可換ゲージ場 を与えるのが 目標

であ る1。

3.1ゲ ー ジ対 称 性 と しての 代 数 の 自己 同型

第2章 で は 、元 のconnection▽ を 拡 張 し てWeylbundle上 にWeyIconnectionDを 代 数 的 に 定 義 し た 。 一

般 に 、bundle上 のconnectionを 定 義 す る仕 方 は い ろ い ろ あ る が 、 物 理 的 に 最 も良 く用 い られ る の は 、座 標 変

換 や ゲ ー ジ 変 換 に付 随 す る 共 変 微 分 と し て の 特 徴 付 け で あ ろ う。 こ れ らの 変 換 は 、代 数 的 に は そ の 代 数 の 自己

同 型 写 像 に 他 な ら な い 。 こ の 節 で は 、WeylbundleW¢,.4)⑭ 〈 の 自 己 同 型 に つ い て 調 べ 、connectionPの

共 変 外 部 分 と し て の 側 面 を 明 ら か に す る 。

3.1.1W6ylゲ ー ジ 変 換 と し て のW(五,ノ し)⑭ 〈 の 自 己 同 型

まず 最 初 に 、 元 のconnection▽ と 自己 同 型 の 関 係 に つ い て 見 て お こ う。 多 様 体Mのdi艶omorphism(微

分 同 相 写 像)ア=M→Mに 対 し 、 関 数 代 数 に は そ のpull-backア*=0。 。(M)[[剛 →0。 。(M)【圃1が 通 常 通 り

∫*α(z,ん)=α(ノ(勾,充)と 作 用 し て い る(ノ*の 微 分 形 式 へ の 作 用 も通 常 通 りで あ る 。)。 これ は 、0。 。(M)[[剛

のautomorphism(自 己 同 型 写 像)に な っ て い る2。 あ るbundleのsectionに 対 し て も、bundleの 同 型 へ の ∫*

の1i舳ngを 与 え る と 、pull-backは 定 ま る 。 五 へ のsymplecticliftingを ρ(勾=五 。→Lノ(。)、Eへ のlifdngを

咲 勾:耽 →Eノ(、,)と す る 。 つ ま り ρ は2η ×2π 行 列 値 関 数 で ρ(勾㌔叫z(∫(記))ρ(¢)㌧=ω 乞ゴ(の を 満 た す もの

で あ り(よ っ て 局 所symplec七icframeに 対 し て は5p@)行 列 値)、 一 方"は σ(N)行 列 値 関 数 で あ る 。Weyl

1こ の 章が 論 文[11の メ インパ ー トで あ る。
20。 。(M)[[剛 は もち ろんWeylbundleの 係 数 とし ての 可換 環 の こ とで あ り、・積 の代 数で は ない 。
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bundleW(L,,4)⑭ 〈 のsectionの 場 合 に は ・ こ れ ら のliftingを 自然 に 埋 め 込 ん だ もの に な る 。 即 ち ∫*は

ノ*α(ω,雪,充):="(τ)-1α(∫(偲),ρ(飢)シ,充)U(∬) (3.1)

と作 用 す る とす る 。つ ま り、各gに 関 し て は ρ を作 用 させ 、凶 値 で あ る係 数 に はuを 作 用 させ るの で あ る 。 また 、

対 応 す るpush-fbrwardは ノ.=(ノ*)-1で 定 義 され る 。 これ ら はW¢,凶)⑭ 〈 の 自己 同 型 ノ.:W(L,凶)⑭ 〈 →

W(五,.4)⑭ 〈 を 与 え て い る 。 ま た 、 自己 同 型 ∫.に 付 随 し て 、connection▽ のimage(像)と 呼 ば れ る 新 しい

connection▽'=∫.▽ ∫*が 定 義 され る 。

よ く知 られ て い る よ うに 、liftingを 決 め る と い う こ とはconnectionを 決 め る こ と と等 価 で あ る 。 今 の 場 合 、

ρ は ▽Lを 、uは ▽Eを 定 め て い る 。 そ し て 、(3.1)の ∫*はWeylbundle上 の ▽=▽E⑭1+1+▽ ゐ を 定 め

て い る 。 特 に 、 アが 恒 等 写 像 の 時 、 つ ま り α@,〃,充)→ α'(偲,宮,充)==媛 ¢)-1α@,ρ(勾 〃,充)u@)と い う変 換 は 、

丘berwiseな 変 換 、 つ ま りゲ ー ジ 変 換 で あ り、 ▽ は そ の 共 変 外 微 分 で あ る3。 ゲ ー ジ 変 換 の 立 場 か ら言 う と 、ρ

は5p(π)局 所symplectic変 換 と解 釈 で きる 。 つ ま り、Riemann多 様 体 に お け る30(2π)localborenもz変 換 の

symplecticの 場 合 の類 似 で あ る 。 よ っ て 、 こ れ は 多 様 体 のdi伽omorphismと 密 接 に 結 び つ い て い る 。 一 方 、"

の 方 は 普 通 の σ(N)ゲ ー ジ 変 換 で あ る 。 こ れ は 且berwiseな 変 換 で 、 単 にdi伽omorphismと 同 時 に行 うだ け

の もの で あ る こ と に 注 意 す る 。 こ の 事 情 か ら 、 別 のpul1-back∫o*を 用 意 し て お くと 後 で 便 利 で あ る 。 即 ち 、L

へ のlif七ingの み を 取 り出 して 、

ノo*α(ω,y,充)・=α(∫(皿),ρ(τ)〃,充)

と定 義 す る 。 ま た 、 対 応 す るpush-fbrwardは ノP=(∫o*)-1で 与 え られ る 。 以 上 を ま と め る と 、

ノo*α(駕,〃,充)

∫9ψ,〃,充)

ノ*α(¢,㌢,充)

∫.α(z,宮,ん)

=α(∫(¢),ρ(コ 匹)9,充),

=α(ノ ー1@),(ρ(∫-1(コ じ)))-1〃,充),

ニ ・(¢)一1α(ノ(∬),ρ(・)9,充)・@)ニ ・(¢)-1∫0*α(田,ン,充)・@),

=・(∫-1(・))・(!-1(記),(ρ(r1(・ ・)))一協 充)・(ノー1(・))-1

=∫9@(∬)・(記,〃,充)u(∬)-1)

(3.2)

(3.3)

も ち ろ ん 、 αがcenterの 元 で あ れ ば 全 て は 通 常 のpul1-backあ る い はpush-forwardに 帰 着 し 、 α が 禦 を 含 ま

な け れ ば ノo*、 ∫9は そ れ ぞ れ 通 常 のpull-back、push-forwardに 帰 着 す る 。 以 上 の よ うに 、 単 に ▽ を埋 め 込 ん

だ 場 合 、5p(η)× σ(N)の ゲ ー ジ 群 しか 持 た な い 。

では、W6ylbundleの より一般のconnectionDと 関係する自己同型はどのようなものなのだろ うか。ここで

は、天下 りにその写像 を与 えることにす る。そのためにW(五,ノt)を 少 し拡張して、代数W「+を 導入す る 圖。

その元は以下のような形式的べ き級数である。

oo

σ(・,〃,充)一Σ Σ

`=02ん+P=i,且nitesum
酷 砺 ・・%(・ ・)〃h-・ 爵,

3そ れ は 、▽'=み ▽ ∫孝で ∫が 恒 等 写 像 の時 の 形か らわ か る。
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つ ま り・各項 の 充と〃の数 を測 る全次数はW⑦ ,.4)と 同じ く非負であるが 、んだけを見れば負べ きも許すとい

う拡張である(言 い換 えると、0∞(M)[[捌 か ら0。。(M)[充一1,剛 への係数環の拡大である)。 これ によりW+

の元 には ・積 に関す る逆元が存在 しうる。特 に、以下の形の元 を考 える。

σ一G∬)春Gの ㌔ 期 ム凶)(3.5)

こ こ で 、Eの 積 は 全 て 。積 で あ る 。 ま た 、σ がW+に 属 す る た め に は 全 次 数 が 非 負 で な けれ ば な ら な い の で
、

H∈ 脆(L,・4)の 制 限 が つ い て い る 。 こ の σ の 形 か ら想 像 が つ く と思 うが 、Baker-Campbell-Hausdor昼 公 式

を用 い る と 、 こ の 形 の σ た ち は 。積 を 掛 け 算 と し て 群 を成 し て い る こ とが わ か る 。 つ ま り、 σ1
,σ2∈w+⇒

σ1。σ2∈W+。 も ち ろ ん こ の群 は 非 可 換 σ1・σ2≠ σ2・σ1で あ り、σ ニexp媛H)の 逆 元 は σ}1ニexp(一 肴E)

で あ る 。 そ こ で 、α ∈W(五,ノ1)⑭ 〈 に 対 し次 の よ うな 写 像 且 を 考 え る 。

且・α→ ポ … σ一慧 素(一z
充)ん[聰 …,囮 …]](3・)

この写像 は 。積だけで書かれた 飾erwiseな 変換であ るか ら、ゲージ変換の一種で 、その"無 限小部分"Hが そ

のLie代 数 を成 していることが予想で きる。但 しEは 交換子の中にのみ現れ るため、Hのcenter分 は写像 且

には効かないことに注意する4。

明 らかにこの写像 はW+⑭ 〈で見れば 自己同型である。なぜ なら 孟:W+⑭ 〈→W+⑭ 〈は全単射でかつ準

同型 、つ まり.4(α。b)=A(α)。.4(b)、 ゑ(1)=1が 成 り立つか らである。しかし我々が考えたいのはW¢,凶)⑭ 〈

の 自己同型であ る。従って必要なのは、この写像 に よるW(ヱ},ノ1)⑭ 〈の像が再びW(L,凶)⑭ 〈に属するよう

なHで あ る。その必要条件 として、変換の"無 限小部分"に 対 して 却H,α]∈W(L,ノt)⑭ 〈が成 り立つことが

要求 され る。次数だけか ら見れば ∬ ∈碓2(五,.4)で あれば良いように思 えるが 、それでは 充の負べ きが残 って

しまい実 は正し くない。これは一般に演算子 都H,]がW¢,.4)⑭ 〈のderivationで ある条件を知ることに他

な らない。この詳細は煩雑なのでAppendixA.1に 与 えてお く。その結果に次数が2以 上である条件 を合わせ

る と、

嘱(五,ノi)・=柳(L,.4)①52(L*) (3.7)

が 、許 され る ∬ の全体になる(52(五*)は シの2次 以上の多項式で0。 。(M)係 数の全体 を表す)。 つ まりこの

とき、E∈ 明(五,ノt)か ら作 られ る演算子 紅E,}はW¢,.4)⑭ 〈のderivationに なるわけである。後で見る

ように、これはconnection1-formッ に対応す る無限小ゲージ変換 に他な らない。実はこれ らの うち、次数が

2の 集合 充.4(D5(2)(〃)に 属するHは それぞれ 凶、Lの 無限小ゲージ変換 に対応している。これは ッが固定

した ▽E、 ▽Lか らの差 充rE∈ 充.4、麦r弱 》 ∈5(2)(〃)を 含んで定義 されてい るとい う(2.53)の 下辺 りで説

明 した事 情にちょうど対応する。従 って、WeylbundIeに 固有の 自己同型に関しては、Hが 次数3以 上の場合

を考えれば良い.よ ってHが

H∈ 畷(五,ノt)・=柳 ・(五,凶)㊥53(五*) (3.8)

4次 数 の 制 限 も合 わせ る と 、H∈W2(ゐ ,4)/んZが 五 を定 め て い る。
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の ときの写像 み をW(L,ノ リ⑭ 〈 の 自己 同型 と考 える。 この とき、却H ,]と い う演算はW(五,ノ9⑭ 〈 の

derivationで あ り、E達 は σ の成す群 を生成するLie代 数 を成 している。特に、Hは 線形空間 として無限次

元であるか ら、無限次元の代数である。また、Eは 次数が3以 上であるため、この写像は必ず高次の項が現れ

るような変換 α→ α+0(ん,y)で あること、つ ま りmtrationは 保存するが次数は保存しない変換であること

に注意する。以上がWeylbundleW(L,ノ1)⑭ 〈 に特有の自己同型である。

次に、先程の 自己同型 と組み合わせ て、より一般の 自己 同型 を考え よう。即 ち、我 々の考える最 も一般の自

己同型Aノ を以下の ように定義する。

み∫ ・α → ノ。(ひ一1。 α 。 σ), α ∈ レ7(L,ノt)⑭ 〈 (3,9)

み に はLと 凶 の 変 換 が 既 に 含 まれ て い る の で 、 上 で 定 義 し たH∈ 砿6(五,.4)な る σ の 範 囲 で ち ょ うど 過 不

足 が 無 い 。 こ の ム∫ は 先 程 の よ うな 言 い 方 を す れ ば 、di任eomorphismア のWeylbundleへ のliftingを 与 え た

こ と に 相 当 して い る 。 そ し て 、 そ のliftingに 対 応 す る 共 変 外 微 分 が 我 々 の 与 え たWeylconnectionPで あ る。

つ ま り先 程 と 同 様 に 、 ノ が 恒 等 写 像 の 時 に は.4ノ は 丘berwiseな 自 己 同 型 で あ るが 、 そ の 変 換 に 対 応 す る ゲ ー

ジ 場 が 、(2.56)で 新 た に 加 え たconnection1-form7に な る の で あ る 。 以 下 で は そ の こ と を 見 る 。

但 し 、 そ の た め に は!o*を 用 い た 表 式 の 方 が 便 利 で あ る 。 つ ま り、uの 作 用 と σ の 作 用 が 同 じconjugation

の 形 で あ る こ とか ら 、uを σ に 含 め て し ま う こ と に す るか わ りに ア*を ノo*に す る 。 先 程 の 議 論 か ら 明 らか な

よ うに 、 そ れ は ひ を定 め るHの 定 義 され る範 囲 に 充,4を 加 え れ ば 良 い 。 従 っ て 、 最 終 的 に

定 義3.1Weylbundleのsectionの 成 す 代 数W(五,.4)⑭ 〈 の 自 己 同 型.4f:W(L,凶)⑭ 〈 →W¢,凶)⑭ 〈

を 以 下 で 定 義 す る 。

ル ・ α→ ∫9(び一1。 α。σ),α ∈w(五,汎)⑭ 〈,

σ一Gの 一書 走GH)㌔H・ 曜(L,ノ1)

こ こ で 、 環'(五,.4)=四6(五,.4)㊥ 胤4=充W(L,凶)㊦53(L*)で あ る 。

(3.10)

さ て 、 こ の 自 己 同 型 み∫ の 下 でWeylbundleのconnectionDの ル に よ る像 は

D'・ ・=A/P(・4∫-1α) (3,11)

で与え られる。ここで、我 々の自己同型の定義で"を σ に含めたことに相 当して、(2.56)のDの 表式 も以下

の様 に書 き換 えてお く。

D・ 一 ▽・α+1囮,・ ∈彫,凶)⑭ ・

タ ・=一 抗rE+ツ ∈w(五,ノ1)⑭ 〈1

→Ω 一IR納 ・+吟1鱒(…2)
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つ ま り・ 凶 のconnection1-formrEを ツ の 方 に 含 め た 。 この 表 式 で 像(3 .11)を 具 体 的 に表 す と

D'α ニ ノ9(ひ一10D(σO/0*αoσ 一1)Oσ)

ニ ∫2D(∫o*α)+[ノ9(r1。Dσ),・]

一 ∫9▽L(ノ ・・α)+1[ノ2祠+[∫9(σ 一・・Dσ)
,・]

と な る 。 従 っ て 、D'を 再 び(3,12)の 形 で ▽ 五'、ダ の ペ ア で 分 け て 表 示 す る な らば 、

▽五':=ノ9▽L∫o・,

ダ=∫9(σ 一1。 タ。σ 一1充ひ一1。 ▽Lσ+充0の 一 ん0γ

7,7

(3.13)

(3ユ4)

となる。ここで 、充0ん0,∈Z⑭ 〈1は それぞれ タ、7'のcenter分 の不定性 をあか らさまに書いた もので、

必ず 充を含むので くくり出 してあ る(こ の様 に分けること自体は常に可能であ り、その時 タはcenter分 の不

定 性 を 持 つ こ とは 既 に 述 べ た)。 特 に 、 ノが 恒 等 写 像 で そ のsymplecticliftingが 自 明 なliftingσ ノ@)㌧=δ}の

と き、 言 い 換 え る と ∫9=idと し た と き 、▽ ゐ は 不 変 で あ る 。 一 方 タ の 方 は 確 か に 、 ひ に よ る ゲ ー ジ 変 換 に よ

る 、 か つ 固 定 し た ▽Lの 下 で のconnection1-formの 変 換 性 を持 っ て い る 。 そ こ で 、Weylbundleの ゲ ー ジ 変

換 を 以 下 で 定 義 す る こ と に す る 。

定 義3.2ノ が 恒 等 写 像 で そ のsymplecticliftingが 自明 な と き 、 つ ま り ∫9=idの と き 、(3.10)の 自己 同 型

窮 を 五 と書 き 、W(L,ノt)のWeylゲ ー ジ 変 換 で あ る と言 う。 即 ち 、

A・ α → ひ 一1。 α 。σ,α ∈w(L,ノ1)⑭ 〈,

σ一(信 一πん)一 書 謝 ㌔丑・曜 仏夙) (3.15)

実際、この変換 の無 限小部分 曜'(五,.4)=曜(ゑ.4)㊥ 充凶 は 、。積の交換子の下でベ ク トル空間として無

限次元のLie代 数 を成 し、特にその最低次に通常 のLie代 数.4を 含んでいる。従 って、オ は元の 凶 の対称性を

無限次元に拡張 したゲージ変換であると解釈で きる。そしてこのWeylゲ ージ変換のゲージ場が タになってい

るわけである。もちろん 自己同型.4ノ 全体を考えるなら、(3.12)で ▽五 とタを分けたのはconventionに 過ぎな

い。しかし、だ=idと して ▽Lを 固定する場合には分けた意味が出て くる。我々は通常のゲージ変換 凶 の方に

注 目す るので 、▽Lを 固定 した場合 をここではゲージ変換と呼ぶ ことにする。 もし五 のゲージ変換 も含めた全

ての 丘berwiseな 変換全体をゲージ変換 と呼ぶ とすると(Rieamnn多 様体 の意味ではないが)spinconnection

の 自由度が入るため重力 も含められ ることになる。そのとき対応するゲージ場は7一 読rE+参r艘 》 となる。

但 し、その うちLの 部分のゲージ変換性は(3.15)の 形ではな く、もっ と複雑であ る。

3.1.2 〈Wbの 同型 と、同値 な*積

こ こ まで はWeylbundleW¢,.4)⑭ 〈 の 自 己 同 型 や 、そ れ とWeylconnectionDと の 関係 を 見 て きた が 、 こ

の 節 で は 、特 にDがAbelianconnectionの 場 合 を 考 え る 。 こ の と き は 代 数WDあ るい は(0。 。(M)【 圃}⑭.4,*)
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と い う特 別 な 部 分 代 数 が あ る の で 、 そ れ ら に 及 す 効 果 を 見 て み る 。

一 般 のconnectionと 同様 に
、任 意 の 自 己 同 型 写 像.4∫(3,10)の 下 で 、Abelianconnection1)の 場 合 もそ の 像

1)'α:=ノ1∫1)(ノ1ノ 『1α)(3.16)

に 写 るが ・ このD'は 再 びAbelianconnectionで あ る 。なぜ な ら 、P2α=0な らば(D')2α=A∫D2(4ズ1α)=0

で あ るか ら(Weyl曲 率 Ω の 言 葉 で 言 う と 、 自 己 同 型 でcenterはcenterに 写 る か ら 、 と も言 え る)。 こ の こ と

か ら 、 以 下 の こ とが 言 え る 。

命 題3.3写 像 、4∫の 定 義 域 をW(L,.4)⑭ 〈 か ら くWDに 制 限 す る こ と に よ り、 同 型.4ノ=〈WD→ 〈Wb,

が 導 か れ る 。 更 に この 同 型 は2つ の*積 の 同 値 を 導 く。

実際、定義域をくWD、 つまりDα=0を 満たす αに制限すると、この写像の下でD'α'=D'(・4∫ α)=、4∫(Dα)=0

が 成 り立つので 、命題の前半はすぐに示せ る。 もちろん、この同型の うち0-form部 分WDを 取 り出しても同

型なので 、WDと*積 が 一対一に対応することを思い出せば 、2つ の*積 の代数の同型、つ まり*積 の同値

性 も明 らかであ るが 、具体 的に同値性 を確かめ よう。以下の可換図式で表 され る写像 丁 を定義する。

(WD,o)一 生 →(Wb',。)

・1↑ σ

(0。。(M)[圃]⑭.4,*)一 二→(0。 。(M)[[捌 ⑭.4,*')

縦 の 写 像 はPγDと*積 の 代 数0。 。(M)[圃]⑭.4の 同 型 を 表 す が 、Abelianconnectionが 異 なれ ば*積 も異 な

る こ とに 注 意 す る 。WDに 限 れ ば σ=(2-1で あ る の で 、 写 像 丁 は

T:0。 。(M)[[剛 ⑭ ノ4→0。 。(M)[[剛 ⑭ ノt

・。吟9'}1ム ノQ(・。)(3.17)

と書 くこ とが で き る 。 このTに 対 し 、*積 の 定 義(2.33)を 用 い る と5、

Tαo*'Tbo=T(αo*bo)(3ユ8)

が 成 立 す る こ と を示 す こ とが で き る 。つ ま り(0。 。(M)[[珂]⑭.4,*)と(0。 。(M)[[剛 ⑭.4,*')は 同型 で あ る 。 従 っ

て こ の 写 像 丁 は 定 義2.3の*積 の 同 値 を与 え る 写 像 に 他 な ら な い6。 以 上 の こ とか ら 、 与 え られ た1つ の*積

に 対 し 、W(L,.4)⑭ 〈 の 自 己 同 型.4ノ ご と に そ れ と 同値 な*積 が 存 在 す る こ とが わ か っ た 。

上の議論を もう少 し詳 し く(3.12)の タの言葉で見直そ う。自己同型 、4ノが与 えられたとき、それに より写 り

合 う2つ のWeylconnectionの 関係は(3.14)で 与えられているが 、そこか ら以下の関係式が導かれ る。

Dσ 一 σ ・1(ノo*ダ ー タ+充(ノo℃.'-0の)

Ω'=∫9Ω 十 充d(ノ907-07')

Ω'o=!≦1Ωo(3・19)

・T・。・'Tb。 ニ ・(Q'σA∫Q(α 。)・Q'・A∫Q(b・));・(A∫Q(・ ・)・A/Q(b・))ニ ・五∫(Q(・・)・Q(b・))ユ ・A∫Q(…b・)

6*積 の 同値 性 の一 般 論 は[16]が 詳 しい 。
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1行 目 は(3.14)の 第2式 を 単 に 書 き換 え た だ け で あ る 。2行 目 は(3.14)か らWeyl曲 率 を計 算 し た も の で 、3

行 目 は そ の う ち 最 低 次 の ん=0成 分 を取 り 出 し た7。 こ こ で 特 にDがAbelianconnectionの と きは 、D'も

Abelianで あ る か ら Ω、 Ω'は 共 にcenterの 元 で あ り、 こ れ に 作 用 す る ∫o*は 通 常 のpush-forwardに 一 致 す

る 。 ま たAbelianconnectionは δ を 必 ず 含 ん で い る た め 、Hodge-deRham分 解 を用 い て 第1式 は 更 に 次 の よ

う に も書 き直 せ る 。

σ 一 ・(σ)+δ 一・((D+δ)σ 一1ひ ・(ノ駆ダ ー タ+・(ノ 伽 ・ヅ ー ・・))) (3.20)

これ らか ら2つ のAbelianconnectionD、D'を 繋 ぐ 自己 同 型.4ノ の存 在 す る た め の 必 要 条 件 が 読 み取 れ る 。 第

3式 は 、symplecticformΩoが 通 常 のpush-forward以 外 の 変 換 を 受 け な い こ と を 表 し て い る 。 第2式 のWeyl

曲 率 の 関 係 に つ い て は 、 そ の 差 が タ の 不 定 性 か ら 来 るexactcentral2-form分 で あ る こ と を意 味 し て い る。 こ

れ は Ω'が ∫PΩ と 同 じH2(M)[[珂]のcohomologyclassに 入 る と い う こ と と等 価 で あ る 。 これ らがAヂ が 存 在

す る 時 の 帰 結 で あ る 。

では逆に、任意の2つ の*積 はいつ同値 になるのか 、言い換えると任意の2つ のAbelianconnectionを 繋

ぐ.4ノ はいつ存在するのか、とい うことが問題 になる。それが解れば非同値な*積 を分類することが可能にな

る8。 実は 五∫の うちの ノニid.な る丘berwiseな 自己同型に関 しては、上の必要条件 は十分条件で もあること

が示 され てい る。即 ち、

定 理3.42つ のAbelianconnectionをD、P'と す る 。 こ の と きWDをWD'に 写 す よ う な 丘berwiseな 自

己 同 型 ル は 、Weyl曲 率 Ω、Ω'が 同 じcohomologycIassに 属 し 、 か つ そ の 最 低 次 が 一 致 す る と きに 限 り存 在

す る 。

これ を 示 す に は 、2つ の 条 件 を 満 た す と きに.4∫(∫ ニid.)の 存 在 が 言 え れ ば 良 い 。 そ れ を 簡 単 に 説 明 す る9。 ま

ず Ω'o=Ωoな の で2つ のbundleの 同 型 θ,θ':TM→ 五 か らsymplectic同 型 ρ=θ'θ 一1:五 →Lが 作 れ る 。

次 に 、(320)は σ を 与 え た 時 の ダ を定 め る 式 で あ るが 、逆 に ひ に 関 す る 方 程 式 と見 る と 、 与 え られ た σ(σ)、

タ、∫9ダ に 対 して σ を 一 意 的 に 定 め る(こ こ で ∫Pダ は ρ=θ'θ 一1に よる 変 換 とす る)。 従 っ て σ と σ ∈W+が

定 ま る の で.4∫ が 存 在 す る と い う流 れ で あ る 。 一 般 の 、4∫の 場 合 に も 同様 に 必 要 十 分 条 件 が 求 ま る と思 わ れ る 。

い ず れ に し て も 、2つ の 同 値 な*積 は 、Weylbundleで 見 れ ばdi∬eomorphism(と そ のsymplecticlifting)

とWeylゲ ー ジ 変 換 の 組 み 合 わ せ に よ り結 び つ い て い る こ とが わ か る 。

3.L3非 可 換 ゲ ージ変 換 と しての くWbの 自己同型

前 節 で はw(五,ノ1)⑭ 〈 の 任 意 の 自 己 同 型.4∫ が 同 型.4∫:〈 肪)→ 〈WD'を 引 き起 こす こ と を 見 たが 、 こ の

節 で は そ の 特 別 な 場 合 と して 、 〈略)の 自 己 同 型 を 考 察 す る 。つ ま り_4∫ の 定 義 域 を くWDに 制 限 した 時 に そ

の 像 も くWDで あ る 場 合 の こ とで あ る 。 そ の よ う な.4ノ は 、W(五,ノ{)⑭ 〈 上 でAbelianconnec七ion1)の 像 が

71行 目にDを 作用 させて も得 られ る。

8Fedosovの 変形量子化の言葉を用いた*積 の分類問題については[19]を 参照。そこではHQchschildcohomologyと 海で変形した

deRhamcohomologyは 同型Hた(Wb,W71))磐H硬M)[充,ん]]で 、特性類は 去Ω で与えられることを示している。
9証明はそれほど簡単ではない。詳細は 国 参照。
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自身に戻るという条件

D・=且 ノ叫 一1α,∀ ・∈障,凶)⑭ 〈(321)

つ まりDを 保存する条件に より定 まる。この ような2つ の ・4∫の写像の合 成は再び くWDの 自己同型である

か ら、(3,21)を 満たす 、4ノの全体は、W(五,.4)⑭ 〈の 自己同型全体の部分群 を成す。 また、明 らかに くWDの

自己同型の下で*積 は不変である。つま り、(3,17)の 写像 丁 はD'=Dよ り

T:(oo。(M)[[ん]]⑭ ノt,*)→(ooo(M)[[剛 ⑭ ノ1,*)

・・→Q-1孟 ∫Q(・ ・)(3.22)

と い う(0。 。(M)[[司]⑭.4,*)の 中 で の 変 換 に な り、(3,18)は 今 の 場 合 はT(αo*bo)=Tαo*Tboと な る 。

で は 、条 件(3.21)を 満 た す.4ノ と は 具 体 的 に ど の よ うな もの か を調 べ よ う。(3,12)の 表 示 で 言 う と 、Dを 不

変 に 保 つ と い うの は

▽ゐ'=▽L,ダ+ん0。'一 今+充07(3.23)

に 他 な らな い 。 従 っ て(3ユ4)に 代 入 す る と以 下 の よ う に な る 。

▽五=ノ9▽L∫o*,

タ=!9(σ 一10タoひ 一 仇 σ一10▽Lσ 十 充07)一 充0。'(324)

こ れ ら を 満 た す よ うな ∫Pと σ が 定 め る ムノが 、 〈WDの 自 己 同 型 で あ る 。 従 っ て 、〈Wbの 可 能 な 自己 同 型

は 以 下 の よ う に 特 徴 付 け られ る 。 まず(3.23)の 第1式 に 対 し て は 、symplec七icliftingρ を

r(ノ(・))㌦(∫o*θ た)=r(・ ・)㌦ θL((dρ)ρ 一1)m、(3・25)

を 満 た す よ う に とれ ば 良 い 。 第2式 か らは(3.19)と 同 様 に し て

Dσ 一 σ ・1(∫o*タ ー タ+ん(ノo*0。'一 σ。))

ノ0*ΩニΩ十充(オ(0ッー∫0*07')

アo*Ωo=Ωo(3.26)

が得 られ る。第3式 はdiffeomorphism!がMのsymplecticformΩoを 保つ ことを意味 している。つ まりA∫

が く晩)の 自己同型であるためには、底空間への作用 ∫はMのsymplectomorphismで あ る必要があ る。

拡張する前のWeyIbundleWの 場合 には実はその逆 も成 り立つ。即ち、与え られたsymplectomorphism∫

に対 し、。4ノが くWbの 自己同型 になるような σ が必ず決まることが示 されている。つ まり、そ もそ もの量子

化 の言葉で言 うと、古典的な正準変換に対 して必ずそれを変形 した量子論的な正準変換が存在することを意味

している。今の我 々の解釈では、これは 自己 同型 五∫の中には可換な座標変換に付随する非可換的な座標変換

に当たるものが入っていることを表 している。但 し、W(五,ノ1)で は同じことが成 り立つ とは限らない。それは、
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一 般 にliftingρ
、"に 対 す るobstructionが あ り う る か らで あ る 。 そ れ で もAノ が 非 可 換 的 な 座 標 変 換 を 含 む と

い うの は 確 か で あ る 。

以 下 で は 更 に状 況 を 限 定 し 、W(L,ノ1)⑭ 〈 の 自 己 同 型 且∫ をWey1ゲ ー ジ 変 換 且 に 制 限 し た 場 合 を 考 え る 。

WP(L,ノt)⑭ 〈 の 自己 同 型 う ち 、 且berwiseで か つsymplecticliftingを 自 明 に 固 定 し た もの がWeylゲ ー ジ 変 換

で あ っ た 。 そ れ に 対 応 し て 以 下 よ う に定 義 す る 。

定 義3.5W(L,ノ1)⑭ 〈 のWeylゲ ー ジ 変 換AがAbelianconnectionPを 保 存 す る よ う な く%の 自己 同

型 写 像 で あ る と き 、 そ れ を くWDの 非 可 換 ゲ ー ジ 変 換 と 呼 び 、.4Dと 書 く。

言い換え ると、上の くWbの 自己同型全体 の うちの ∫o*=id.な る もの を非可換ゲージ変換 と呼ぶのであ

る。もちろん、定義か ら非可換ゲージ変換は(無 限次元の)Weylゲ ージ変換群の部分群を成している。更に、

このように定義 してお くと、特に考えている*積 がMoyal-Weyl積 の場合には、知 られている非可換ゲージ変

換に一致する。その理由は以下の性質に拠る。

命 題3.6非 可 換 ゲ ー ジ 変 換.4D:〈WD→ 〈WDはlocallyinnerで あ る 。 即 ち 、任 意 の 点 ∬ ∈Mの 周 りで

α ∈ 〈WDの 変 換 性 が

且D・ α ト〉α ニy-1。 α ・稀y∈WD (3.27)

と表せ る近傍が存在す る。

つ まり、σ 自身が 且atsectionに なるとい うことが この命題の主張である10。 この証明を簡単に見ておこう。

まず、〈WDの 自己同型(3.23)か ら再び出発 し、許 される み の条件 を求める。Weylゲ ージ変換Aの 場合 は

(3.23)の 第1式 は 自動的なので、条件は第2式 に限られる。それは、タは 五 の下でcenterの 不定性を除いて

不変であれ 、とい う条件である。 この条件 を満たす σ は(3,26)で ∫9ニid.と した もの

Dσ 二言ひ(04-0の (3.28)

で 特 徴 付 け られ る 。 こ こ で 右 辺 に は ッ、7'の 不 定 性 の み が 現 れ て い る 。 こ れ を 満 た す σ が 非 可 換 ゲ ー ジ 変 換

を 引 き起 こす ひ で あ る が.そ れ が こ の 式 を 漸 化 式 形 に し た 形 か らcenter(04一 σ。)を 与 え る と 一 意 的 に決 ま

る の は 、 これ ま で の 議 論 と 同様 で あ る 。 今 は 一 般 の 自己 同 型 、4∫の 議 論 か ら状 況 を制 限 して 導 い た が 一 こ の 式

(3.28)だ け な らば 始 め か らWeylゲ ー ジ 変 換 の 枠 内 で 考 え れ ば よ り容 易 に得 られ る 。 つ ま り、Weylゲ ー ジ 変 換

後 も くWbの 元 で あ れ 、 とい う条 件 はDα=0に 対 しPα';D(σ}1。 α。σ)=訂 σ 。Dσ 一1,α]=0で あ るが 、

これ は σ 。1)σ 一1がcenterで あ れ 、 と い う条 件 で あ り、 直 ち に(3.28)に 帰 着 す るか らで あ る 。 と もか く、 こ の

(3.28)で 右 辺 のcenterが0の と き はDσ=0よ り σ ∈WDと な る 。 これ は 大 域 的 に 正 しい ・ 一 方 ・(砿 一 〇の

が0で な い と き は 、 こ の 式 にPを 作 用 させ る と 、d(o牡o.)=0、 つ ま りclosed1-formに な る 。 この こ と か

ら 、 局 所 的 に はPoincar61emmaよ り、 あ るcenterの 関 数 ψ7∈Z2を 用 い て 砿 一 〇7=dψ7と 書 け る11。 こ

10実 は こ の命 題 自身 は.4pだ けで な くLの ゲ ー ジ変換 を含 め た 且berwiseな 自己 同型が くWDを 保 つ 時 に 成 り立つ[4】 。

11ψ
ッ は次 数2以 上 のZ2の 元 で ある こ と に注意 。
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の 関 数 の 自 由 度 は 、 実 は σ の 方 の 不 定 性 に 対 応 して い る の で12、y:=σexp(一zψ7)と 再 定 義 す る こ と に よ り

取 り除 け る 。 こ のVはDy=D(σexp(一1ψ7))=犯(偶 一 〇ッ)exp(-6ψ7)+σ(一 乞dψ7)exp(-i鰯)=0よ り

WDの 元 に な る 。 よ って 、命 題 が 示 され た 。 以 後yと 書 くと きは 常 に 上 の よ う に不 定 性 を 固定 し た もの を 指 す 。

さ て 、 こ の 命 題 に よ り、yに は(局 所 的 に は)対 応 す る0。 。(M)[圃1⑭.4の 元 が 存 在 す る の で 、(3.27)を σ

を 用 い て0。 。(M)[[剛 ⑭.4上 に 射 影 す る と 、

砺 ・α。→ 町1・ α。・% (329)

と書 ける。 ここで αoニ σ(α)、%=σ(V)は0。 。(M)[[司]⑭ 汲 の元であ る。一般 のWeylゲ ージ変換 σ の場

合 と違い 、この場合は変換 自体 も*積 を用いて表せ るわけである。これ はいわゆる非可換Yang-Mills理 論の

ゲージ変換性 を一般の*積 で置 き換えたものになっているため、我々の定義3.5は 知 られている変換性の 自然

な拡張であ ることを示している。 よって、〈WDの 非可換ゲ ージ変換ADの ことを(0。。(M)[[剛 ⑭.4,*)の 非

可換ゲージ変換 とも呼ぶ。但し、Moyal-Weyl積 の ようにMが 一つの近傍で覆えて しまう場合 には、上の表式

(3.29)が 局所的だけで な く大域的に正しいが 、一般には局所 的にしか意味を持たないことに注意する。これは

全 てを*積 だけで考えることには限界があることを示 している。一方、WDで 物事を議論する限 り、(3.27)が

局所 的に しか成 り立たない とい うのは特定の表示の話に過 ぎず、locallyinnerに 拘 らなければ大域的な表式を

用いれば良い。この違いは次の節で も非常 に効 いて くることになる。また、0。。(M)[[捌 ⑭,4で は*積 の定義

か ら明らかなように、非可換ゲージ変換(3.29)は 一般に、んの高次に無限個の微分を含む変換 になっているた

め 、んの高次 に関する座標変換 を含んでいる。 これが先に非可換座標変換 と言っていた ものである。よって、

ゲージ変換なのに局所変換性ではない ように思 える。しかし、0。。(M)[[剛 ⑭.4で は もはや点の概念す ら無 く

なっているので 、局所 的か否かを判定す ることさえで きないため、矛盾ではない。しか し、〈防 では非可換

ゲージ変換.4Dと は本当に 丘berwiseな 局所変換であるため、ゲージ変換 と呼ぶにふ さわ しい。この点か らも、

WDで 全てを定義することのご利益が感 じられ るのではないだ ろうか。

3.2非 可 換 ゲ ージ場 の定 義

前節ではW(L,ノ1)⑭ 〈上のWeylゲ ージ変換Aと 、〈WD上 の非可換ゲージ変換 を定義 した。 この節では

それぞれ対応するゲ ージ場 について調べ る。特に非可換ゲージ場を定義す るのが 目標である。

3.2.1Weylゲ ー ジ 場

まず 、W(五,ノt)⑭ 〈 上 のWeylゲ ー ジ 変 換 に 対 応 す るWeylゲ ー ジ 場Aを 導 入 す る 。

こ こ ま で は 、 主 にAbelianconnectionと い う特 別 なWeylconnectionを 考 え て き た 。 §2.3で はAbelian

connectionsDを(2.24)の 形 で 与 え 、 §3,1で はWeylbundleの 自 己 同 型 且∫(3.10)がAbelianconnectionD

に 関 す るfiatsectionの 空 間WD達 の 同 型 を 導 くこ と を 見 た ・ しか し ・ 一 般 に は(2・21)のDはconnectionと

12σ の不定性 も次数2以 上のcenter△H∈Z2か ら成 る。
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しては任意で・別にAbelianで ある必要はないし、(3.10)の 自己同型.4∫(3 .10)自 身もWbに 無関係 に定義 さ

れていた。既 に見て きた ように・もしWeylbundleを ゲージ理論 として物理的な対象 と捉えるな らば
、Weyl

connectionDの 中のゲージ場は力学変数 として扱われ ・あ らゆる配位をとりうる。言い換 えると、Weylゲ ー

ジ場 について経路積分するとい うことになる。 また、このとき自己同型.4∫ は系の対称性 と見なされ る。特 に

我々は(3.15)のWeyIゲ ージ変換 盆 に限って考えているので、その場合の力学変数は(3 ,12)の 予 とい うことに

なる。 以後・ある固定したAbelianconnectionを 今 まで通 りDと 書 き、一般のダ イナミカルに変化するWeyl

connectionの 方 を単にそれ と区別するためにPと 書 くことにす る。またそれに対応して、Pに 含まれ るWeyl

ゲージ場を み と記す。即ち、Weylゲ ージ変換 に対する共変外微分P=W¢,凶)⑭ 〈P→W(五 ,凶)⑭ 〈P+1は

の ・一 ▽L・+1陶(・.3・)

と表される。ここで 、Weylゲ ージ変換が 五 のゲージ変換の自由度 を含まない定義であることか ら、▽五 を分

離 し、み を力学変数 と考えている。また、五 は タを記号 を変えて表 しただけなので.そ の取 りうる配位は予 と

同じくA∈W'(五,ノ1)⑭ 〈1で ある。同様 に以下の式は全て 、以前の §§2.3.3での結果の焼 き直 し・に過ぎない。

まず 、PのWeyl曲 率2-formを 戸 と記す と、それは通常通 り

D2α 一1[F,α],・ ・ ∈w(L,凶)⑭ ・,

戸 一1舳 ・+▽Lλ+炉 ・直(・,3・)

に よ り、 固 定 し た ▽五 の 曲 率 と 五 の 丘eldstrengthの 和 で 与 え られ る 。Weylゲ ー ジ 変 換4(3 .15)の 下 で 、の

は そ の 像 に

P'α 二 孟 加 一1α,∀ α ∈w(L,ノ1)⑭ 〈 (3.32)

の ように写 るが 、▽Lが 不変であることに注意 しこれをWey1ゲ ージ場 直 と曲率 戸 の変換性で表す と、以下

のようになる。

、4'=σ 一10.40σ 一 杭 σ 　10▽ 五σ+充0.4一 んOA',

F'ニ σ 一10Foσ 十 疏(0み 一 〇A') (3.33)

こ こで 充OA∈Z⑭ 〈1は 孟 の 不 定 性 で あ る 。 こ の う ち 特 に 、Weyl曲 率 がcenterの 元F∈Z⑭ 〈2に 属 す る と

きに は 全 て は §§2.3.3の 場 合 に 帰 着 す る 。 即 ち 、 そ の よ う なAはAbelianconnectionの 配 位 に な る 。

3.2.2非 可 換 ゲ ー ジ 場

上では、Weylbundleのsection全 体を場の理論の積分領域 と考えるときの話 をしたが 、本来は、固定 した

AbelianconnectionDに 玄寸し、そのna七sectionの 代数 くWDま たは*積 の入った関数代数0。 。(M)[[捌 ⑭.4が

我 々の注 目している非可換代数(非 可換空間)で あった。つま り、場の理論の定義 されている場の空間は くWb

とすべ きである。そ して非可換ゲ ージ変換.4Dが その系 の対称性 と見な され る。ここでは、これ らに対応す
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る非可換ゲージ場を導入する。非可換ゲ ージ変換がWeylゲ ージ変換の 自由度の一部であることか ら
、非可換

ゲージ場はWeylゲ ージ場 互 の適当な制限によって得 られ ることになる。

それ を見る前 に、 より都合の良い変数で(3.30)を 書 き直 しておこう。互 → 直
7+タ とい う置き換 えに より、

WeylconnectionZ)は

`.
の α=D・+万[A・,・],

ノ17:=ノ1一 タ(3 .34)

と も 表 示 す る こ とが で き る 。 こ の 表 式 は つ を 、 背 景 場 と し て の 固 定 し たAbelianconnectionD13と
、 そ の 周

りの 揺 ら ぎ 、傷 に 分 け た こ と に 相 当 す る 。 し か しDを く く り出 す 替 わ りに 力 学 変 数 を 直 か ら オ
ッ に置 き換 え た

だ け で あ り、 の 自体 の 内 容 は 元 の ま まで あ る 。 つ ま り、 直
.の 経 路 積 分 を す れ ば ▽Lを 固 定 した と きの あ らゆ

る の の と り う る 領 域 を カ バ ー し て い る 。 一 般 にWeylゲ ー ジ 変 換Aの 下 で こ の 背 景Dは 別 の 背 景D'に 写 る

が 、(3.14)(3.33)を 用 い る と 、 、47=。4一 タ と い う 組 み 合 わせ はcenterを 除 い て 共 変 に 変 換 す る こ とが わ か る
。

鴇=σ 一1・且.。 σ+充0,0=0・-0。(3,35)

ま た 、 こ の 表 示 で の 曲率2-formは 以 下 の よ うに な る 。

^.葱^^
F=Ω+叫+静 ・ん(3・36)

も ち ろ ん これ は(331)のFに 等 し い が 、 背 景 で あ るAbelianconnectionDのWeyl曲 率 Ω が あ らわ に 現 れ

て お り、 よ り示 唆 的 で あ る 。

こ れ 以 降 は 、 こ の 節 の 冒 頭 で 述 べ た よ う に 、 場 の 空 間 をW(五,.4)⑭ 〈 か ら くWDに 制 限 す る 。 任 意 の 且at

sectionα ∈ 〈Wbに 対 し 、(3.34)の 表 式 で 表 し た の の作 用 はDα=0な の で

つα=一 盛[4。,α],∀ α∈ 〈防(3.37)

と 表 され る 。 こ こ で 、馬 の 中 の 夕 の 部 分 が 、 消 え たDの 中 の 微 分 の 役 割 を 果 た し て い る こ とに 注 意 す る 。 そ

れ は く四Dに 限 っ て はDα=0よ り ▽Lα=一 痘タ,α]が 成 り立 つ か らで あ る 。 これ に よ り、の は く肪)へ の 作

用 と し て はW(五,ノ 毛)⑭〈 のinnergradedderivationの 形 に ま と ま る 。 非 可 換 ゲ ー ジ 変 換 、4Dは 背 景1)を 保 存

す る た め 、(3.35)か ら 明 らか に の は 非 可 換 ゲ ー ジ 変 換 の 下 で 共 変 に 変 換 す る 。 従 っ て の は 共 変 外 微 分 の 必 要

条 件 を 満 た し て い る 。

しか しそれ以前に、これは くWDの 空間では一般 に閉じていない。つま りα∈〈恥 であ ってものα∈〈Wb

とは限 らないのである。従 って、非可換ゲージ変換が くWbの 自己同型 として作用 していることに対応するた

めには、Z)が くWD上 で閉 じた作用であることを要請す る必 要がある。そこで、

定 義3.7Weylbundle玩!¢,凶)⑭ 〈 上 のWeylconnectionの が く恥 上 のgradedderivationで あ る と き、

の は く恥)上 の 非 可 換 ゲ ー ジ 変 換 、4Dの 共 変 外 微 分(非 可 換 共 変 外 微 分)で あ る と い う。

13背 景Dは ▽、μ、Ω に よ り決 ま って いた 。
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この よ うに定義す る・の 自身は既 に 。積に関す るgradedderivationで あるので 、「〈略)の 」 とい う部分

が 上の定義の要請 している部分である。PをWeylゲ ージ場 盗.で 表せば、この要請は 直ッの取 りうる範囲に

対する制 限になるので 、それ を満 たす ようなA7の ことを非可換ゲージ場 と呼べば 良い ように思える。実際、

つ が く略)のgradedderivationで あるための必要十分条件 を4の 制限として表すと、

2)が く晩)のgradedderivationで あ る

⇔ の(〈WD)⊆ 〈恥

⇔Dの(〈 四 か)=0

⇔P(ユ)α)一 先D[ん ・・]一 尭 砿,・1-・,・ ・ ∈ 〈w・

⇔D互 。 ∈z⑭ 〈2 (3.38)

と な る 。 こ こ で 最 後 の 同 値 に は 、 任 意 の 且atsectionと 可 換 な もの(〈WDのW(L
,ノ1)⑭ 〈 で のcentralizer)

はcenterし か 無 い こ と を用 い た 。 こ の 最 後 の 条 件 式 のcentral2-formをP盗7;:0と 書 こ う。 両 辺 にDを 作

用 させ れ ば 明 ら か な よ う に 、0はclosedd◎=0で あ る 。 こ の 関 係 式P4=0を も っ て 非 可 換 共 変 外 微 分 を

特徴付け ることがで きる。

さ て 、.47が こ の 条 件 を 満 た す と き 、 の のWeyl曲 率 は(336)よ りFニ Ω+0+蓋 、4.。 、47で あ る か

ら 、 明 ら か にDF=0を 満 た す 。 実 際 、 Ω,0がclosedか つcenterで あ る こ と に 注 意 す る と 、 直 ち にDP=

dΩ+dO+売[0,.471=0が 得 られ る 。 従 って

P∈ 〈2WD (3.39)

となるが 一これは場の空 間を く四Dと した ときの曲率 にFが なっていることを正に意味 している。逆にこれで

非可換共変外微分を特徴付けて も良い。この うち(3.37)の の を2回 作用 させた時に現れる部分 窮:=炉.。 直.

を非可換共変外微分の曲率と呼ぶ。

では、上で特徴付け られ るつ の うち、非可換ゲージ場の自由度はどの部分であろ うか?既 に指摘 したよう

に 、4ッには微分の自由度 も含 まれ ているため、それを除いた部分 をゲージ場の自由度 と見 なさなければ ならな

い。 ここでは0の 自由度がその微分 に相 当し、残 った 自由度が非可換ゲージ場に対応す ると考える。

定 義3.8〈 恥 上 の 非 可 換 ゲ ー ジ 変 換 且Dに 対 応 す る 非 可 換 ゲ ー ジ 場 と は 、Weylゲ ー ジ 場 馬 の う ち 、

closedcentral2-£ormO(∈Z⑭ 〈2,dO;0)を 固 定 し た と き に 、 関 係 式

Z)・47=0 (3.40)

を 満 た すresidualな 自 由 度 の こ とで あ る 。

しか し我々のこれ まで用いてきた言葉だけで これが 自然な定義であることを説明することは出来ない.以 下の議

論 により我 々の共変外微分の特徴付け と、非可換ゲージ変換の特徴付 け命題3.6と は対応関係がある。dO=0

で あるか ら局所的には、ある Φ ∈Z⑭ 〈1が 存在 して0=dΦ と書けるので、(3.40)はD(.4ッ ーΦ)=0、 つ ま
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り ・傷 一 Φ ∈ 〈1WDを 意 味 す る 。 こ れ を ・4ッニ Φ+Ψ,Ψ ∈ 〈1Wbと 書 く と ・ 演 算 子 蓋[・餌,]二 痘 Φ+Ψ ,]

の 中 の Φ はcenterで あ る か ら Ψ の 項 し か 効 か な い 。 従 っ て ・つ=舌[・4ッ ,]は くWDのlocallyinnergdaded

derivationに な っ て い る 。 こ れ は 無 限 小 非 可 換 ゲ ー ジ 変 換 がlocallyinnerderivationで あ る こ との 類 似 で あ る 。

し か し 、 線 形 空 間 と して の 自 由 度 は く1助)とWDで は 異 な る た め 、 通 常 の ゲ ー ジ 場 の 見 方 で は 非 可 換 ゲ ー ジ

場 とゲージ変換が対応 していない ように見える。一方 、局所的に考えない とす ると几 餌=0を 直7に ついて

解 い た 一 般 解 はA7=D-10+Ψ の 形 を して い る 。 こ こ で 第1項 はDを 作 用 させ た と き0を 出 す 特 解 で 、 第

2項 は 上 の Ψ と 同 じ く く1WDの 元 で 、Dの 作 用 で0を 出 すresidualな 項 で あ る 。 これ を 演 算 子 訂直7,1の

言 葉 で 言 う と 、 第1項 はouterで 第2項 はinnerなgradedderivationと な る 。 一 般 に 非 可 換 幾 何 で は 、 代 数

のouterderivationは 関 数 環 のvec七 〇r場 の 類 似 で あ るか ら 、diffeomorphismを 生 成 す る 微 分 演 算 子 と見 な し 、

innerderivationは ゲ ー ジ 自 由 度 と 考 え る た め 、 上 の 定 義 は 自然 で あ る 。 実 は こ の 困 難 は 、 関 数 と微 分 形 式 の

以 下 の よ う な 違 い か ら 来 て い る 。

これ まで も再三述べて きたように、可換な空間M上 の(非 可換な)代 数 くWbで 考えている限 り、非可換

ゲージ理論 とい って もそれ ほど特殊 なものではない。即 ち、非可換性は全て 飾erに 押し込められている。しか

し、それ と等価であるはずの*積 の入った0。 。(M)[圃]⑭.4で 物事を見るには少 し問題がある。それは、Dの

cohomologyが 自明であるというところで既に述べた ように、WD=〈oWDは0。 。(M)[[捌 ⑭.4に 同型対応が

与え られているが 、〈WD全 体 と0。。(M)[圃]⑭.4の 関係 には何 も触れ られ ていないか らである。即ち、関数

代数0。 。(M)[同]⑭.4に 付 随する微分代数 Ω(0。。(M)[[司]⑭ ノg)、言い換えると微分形式に対する*積 が与え

られ ていない。よって、上の定義をそのままoo。(M)[圃]⑭.4の 言葉に置 き換えることはで きないわけである。

これ に対 し我 々のと りうる策は少な くとも2つ ある。1つ は上の定義 を尊重 し、〈恥 の対応物 となる微分

代数を0。 。(M)[圃]⑭.4の 方にも与える、つ まり、微分形式の間の*積 を新たに定義す ることである。 もう1

つは0。 。(M)[[剛 ⑭.4の 方 を尊重 し、これ までの*積 だけを用いる ような微分代数 を定義する方法である。そ

れは全ての微分形式 をある基底で展 開し、その成分が0。 。(M)[[捌 ⑭.4の 関数であ るような微分代数 を構成す

れば よい。前者は0。 。(M)[[剛 ⑭.4側 に対する概念の拡張が必要で、後者は上の定義に現れる場の空間を くWD

ではな く、よ り制限 した空間にする必要がある。実は、通常の非可換微 分幾何で考える微分代 数は、後者の方

針に非常に近い。 また、物理で もゲ ージ場 などは成分で書かれてしまうことがほ とんどで、これ までの非可換

ゲージ理論で も、形式 まで は全 く考え られていなかった14.従 って以下では我々は第二の方針で考えることに

する。この場合 には非可換ゲージ場の線形空間 としての 自由度力㍉4と 同じ有限 自由度であることが具体的にわ

か り、通常 のゲージ理論 を素直に拡張 した ものになっている。

3.3非 可 換 ゲ ー ジ理 論 の 構 成

ここでは前節で述べた方針に従い、具体的に非可換ゲージ場に対応する共変微分を構成す る。まず、場の空

間 として、各成分が*積 を持つ ような くWbの 部分代数 を定義 し、そこでgaradedderivationで あれ という条

件を検証する。その結果、共変微分には非可換ゲ ージ場の 自由度 と、非可換空間における微分演算子 に相 当す

14Moya1 -Weylの よ うにnatな 底 空 間で あ れば 、そ こ まで 考 え な くて も事 足 りた。
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る自由度が含 まれ ることがわかる。特 に非可換正準座標系 とも呼べる特定の表示 をとると、良 く知っている共

変微分の形に帰着す る。

3.3.1場 の 空 間

可換な関数代数0。 。(M)の 場合 、それに付随する形式の成す微分代数 く=0。 。(M,T*M)の 元は、T*1レfの

基底d酬 で展 開すると・例 えば1-formな らば α=α μ面 μ,αμ∈0。。(M)と い うように、その成分が0。 。(M)

で あるような表示が とれ る。この とき形式 同士 の積は、成分の通常の積 と基底のwedge積 を合わせた もので

与えられ る。また、凶 値の関数代数0。 。(M)⑭.4の 場合であれば 、微分代数は0。 。(M,T*.M⑭.4)で あるが 、

これは成分だけを0。。(M)⑭.4に 置 き換 えれば良い。 これに倣 って、*積 を持つ0。 。(M)[同]⑭ ノ1の場合にも

同じような代数 を考えることがで きる。

まず 、0。 。(M)をoo。(M)[[剛 に 置 き換 え る こ と に 対 応 し て 、 基 底 面 μ に あ た る もの は 、任 意 の 充 のべ きを

含 ん で い て も 良 い 。 よ っ て 、A1【 圃]=Z⑭ 〈1の 基 底 を 張 るclosed1-forms∂ ∬ ∈Z⑭ 〈1(1=1,…,2η)を

局 所 的 に 選 ん で きて 固 定 す る15。 これ ら はclosedで か つcenterの 元 で あ る か ら 、∂∬∈ 〈1%で あ る(つ ま り

D∂1=d∂1ニ0を 満 た す)こ と に 注 意 す る 。

この局所基底 θ1を用いて、場の空 間を以下のように定義する。

定義3.9〈WDの 部分代数WD⑭ 入 を

肪)⑭ 〈
　ハ

・一 仙 ・ 嘲 ⑭ ・1・ 一 轟 孟 ∂h〈 … 〈 ∂∬・町 、…・。,・ ・。..・。∈WD}

と定義し、これ を場の空間と呼ぶ 。ここで各 町、_1.の 添字は反対称である。

(3.41)

即 ち 、 任 意 のW(五,ノ 乳)⑭ 〈 の 元 は こ の 基 底 θ」 を 用 い て 展 開 す る こ とが で き るが 、 そ の う ち 特 に そ の 成 分

α1、_1
.がWbの 元 で あ る よ う な もの の 全 体 の こ と で あ る 。 ∂1∈ 〈1WDに よ り、上 の 元 α はDα=0を 満 た す

の で く恥 の 部 分 空 間 で あ る こ とが す ぐ わ か るが 、 こ の 形 の 元 同士 は ・積 を と っ て もそ の 形 を変 え な い こ と か

ら 、 更 に 。積 の 下 で くWbの 部 分 代 数 に な っ て い る 。 な お 、p-formはWD⑭ 入Pと 記 す こ と に し 、 成 分 がWb

の 元 で あ る こ と を 忘 れ な い た め に 、 以 後 α∬、_1.∈WDの か わ りにg(αO」 、_1.),αOI、_∬.∈0。 。(M)[圃 】⑭.4と

あ か ら さ まに 書 く。 ま た 、 こ の 部 分 代 数Wb⑭ 入 の 形 式 のrankに よ るZgradingは 、θ の 数 に よ り与 え る も

の とす る16。

こ のyγD⑭ 入 を 場 の 空 間 と 呼 ん だ 理 由 は 、0-formsWDと0。 。(M)[[司]⑭.4の 間 の 同 型 が す ぐ さ ま全 て の

πforms四D⑭ 入Pに 拡 張 され 、 そ れ が 我 々 の 欲 し い 代 数 に な っ て い る か ら で あ る 。 実 際 、0-formの 同 型 を 与

え て い たprojec七ionσ に よ り 恥 ⑭ 入Pを 射 影 し た と き 、得 られ る 空 間 を0。 。(M)[[充1]⑭.4⑭ 八Pと 書 く と・ そ

15こ れ まで の 伊 ∈A1と 区別 す る ため 、 違 うindexlを 用 い た 。

16実 際は 常 に元 と同 じ次 数 を与 え る。
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の全体は単 に成分だけを0。。(M)[[剛 ⑭.4に 射影 した

…(M)[一 入+義 艶 ・… 転 ・ 一 …(M)[[充]]⑭…a・ ・)

とい う集合になる。またWb⑭ 入 の 。積は、σに より成分 同士の*積 と基底 のwedge積 を合わせ たもの

偽・妬 一 畿G酢 ・… 〈σ1・)・G酔 ・・… 肺)・(蜘)・ 蜘))

一 急(1∂ ・・〈_〈 ∂∬。
P!)・G酔 ・一・・肺)一 蝋(a43)

に射影 される(こ れ も*と 記すことにする)。 よって、0。。(M川 剛 ⑭.4⑭ 入は 、冒頭で述べ たような、基底で

展 開した時に成分が*積 で表 されるような代数 になってい る。なお、0-formO。 。(M)[[司]⑭.4で な くても、こ

の場合はprojectionσ の逆写像が成分に関する写像Qで 定義で きるので 、それ も(2と 記す。

0。。(M)[圃]⑭.4が もはや普通の意味の多様体M上 の関数代数ではないことと同様に、0。。(M)[[剛 ⑭.4⑭ 入

もまた、普通の意味の微分代数ではない。我 々は0。。(M)[圃]を 、充で変形 された非可換多様体(こ れを便宜

上M[同]と で も書いておこ う)の 上の関数代数 と解釈 している。そ うす ると0。。(M)[同]⑭.4⑭ 入 というの

は、その非可換多様体M[[剛 上の.4値 の形式の代数 と見なす ことがで きる。特にその基底 θ1が 充を含むの

は、非可換多様体M[【 珂]上 のcotangentbundleT*ルf[[司]の 基底だか らである。

このように、〈WDよ り小 さい空間WD⑭ 入 あるいは0。 。(M)[[司]⑭ 。4⑭入 を場の空間と見 なして も、全 く

不 自然ではない。

3.3.2非 可 換 ゲ ージ場 の 自由度

上で場の空 間を くWDか らWD⑭ 入に制限したことに伴い、非可換ゲージ変換の共変外微分に対して もより

強い条件が課 され ることになる。その条件を求め よう。

そのために、まずWD⑭ 八上に作用す るWeylconnectionZ)(3.37)を 基底 ∂1を用いて展開す る。

の 一∂・の・,P・ α一 直.・,・】,・・∈恥 ⑭八(・ 鋤

ここで、直7=∂1λ71で ある。αも基底で展開 された形の元であるか ら、元の[.47,α1と い う次数付 きの交換子

が 、∂1を 先頭 にするとい うconventionで 、成分にのみに作用する次数なしの交換子 に置 き換 わっている。

さて、今考えている場の空間はWb⑭ 入であ るか ら、定義3.7の 条件の 「〈WDの 」とい う部分 をWD⑭ 入

に置 き換 える。そ うすると、つ がWD⑭ 入 のgradedderivationで あるための必要十分条件を(3.38)と 同様 に
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求 め る と 、

つ が 晩)⑭ 入のgradedderivationで あ る

⇔z)(四D⑭ 入)⊂WD⑭ 入

⇔ つIWわ ⊂WD

⇔ の∬がWDのderivationで あ る(3 ,45)

に よ り、 成 分 に 関 す る 条 件 に 置 き換 わ る17。 こ れ を 更 に 直裾 の 条 件 に 読 み 替 え る と 、

⇔D(の ・・)一 義D[直 ・・,・]一 尭[D直 ・・,・1-・ ∀・ ∈ 防 ⑭ 入

⇔ 砿 ・∈Z⑭ 〈1(3 .46)

となる。これ を満たす 、4ゾが非可換ゲージ変換に対する共変微 分を与える。その 自由度を調べるため 、この左

辺 を

D盗 。・一 一〇・∈Z⑭ 〈1(3 .47)

と お く。 こ の 両 辺 にDを 作 用 させ れ ば わ か る よ う に 、0∬ はcloseddO1=0ゆ え 、 局 所 的 に は01ニdΦ ∬

を 満 た す Φ∫ が 存 在 す る(既 に 全 て が 局 所 的 な 表 式 で あ る)。 こ の と き(3 .47)はD(直71+Φ ∬)ニ0と な る

の で 、 こ の 組 み 合 わ せ はHatsection%に 属 す る 。 よ っ て σ(・4ッ1):=40∬ と お く と 、 写 像Qを 用 い て

ノ171+Φ1=(～(ノ1701+Φ1)、 つ ま り

.47∬=g(、470∬ 十 Φ1)一 Φ1(3.48)

と書 き 直 せ る 。 こ れ はDIが 恥 のinnerderivationで あ る こ と を 意 味 し て い る 。 即 ち

盛 ゴ.
の・α二 万[9(Φ・),・1+充[Q(五 ・・∬),・],・∈防 ⑭入(3・49)

と 恥 の元 のみで書かれた演算子 になる。つ まり2)が 非可換ゲージ場の共変外微分であるとい う制限により、

元々は無限 自由度あ ったA71の 自由度は、今や Φ∬∈Zと 、470∬∈0。。(M)[同!⑭ ノtとい う2種 類の関数分の自

由度 しか残 らないことがわかった。Φ1は 後で見 るように、∂1と 合わせ て固定した背景 タの 自由度 に対応 し、

四D⑭ 入 における外微 分演算子 を与える自由度である。一方.470∬ は元の 凶 の σ(N)ゲ ージ場 と同じ自由度

を持 ち、後で 直70:ニ ∂1直ッ01∈0。。(M)[[ん1]⑭ノt⑭入1が 非可換ゲージ場 と同定 され る。

この の を2回 施す ことに より通常通 り曲率が得 られ る。

P2α 一 先團,∀ ・∈w・ ⑭入,

画 一1∂ ∬融 ・」・一 義 ∂・〈∂」[Q(・ 凪 ・・),Q(・ ・+直 。・・)](・ …)

こ こ で 、 窮 は 非 可 換 共 変 外 微 分 つ の 曲 率2-formで あ る 。 α ∈WD⑭ 入 に 対 し て だ け で な く、任 意 の α ∈

W(五,.4)⑭ 〈 に対 して の を2回 作 用 させ た 場 合 は 、 曲 率 と し てF(3.31)が 得 ら れ る が 、 こ れ とEγ は 以 下 の

17これは(3 .38)よ り強い条件である。
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ように関係 してい ること もわか る18。

P二 鳶+Ω+σ1〈 ◎・(3 .51)

FはWey1ゲ ージ場の 且eldstrengthで 、背景 に依存 しない普遍的な意味 を持っていることに注意する。その

.Fが 、背景Dを 表す部分 と、その背景の上の非可換ゲージ場の 且eldstrength耳 の和 に分解 されているわけ

であ る。

ここまでは場の空間をWD⑭ 入としてきたが、もちろんprojectionσ の作用により、全ては0。。(M)[[司]⑭.4⑭入

を場の空間としたものに帰着 する。 まず ∀αo;σ(α)∈0。 。(M)[[捌 ⑭.4⑭ 入 に対す る(3.49)の 対応物は

π ・・一 ∂∬〈P。 、・。・=∂∬〈 σ(の、9(・。))一 ∂∬〈G[・ ・,・・]・+1[互 …,・ ・]・)(352)

と な る 。 こ こ で 注 意 し た い の は 、7)∬ がWDのinnerderivationで あ る た め に 、projectionσ を 作 用 させ て

も*積 のinnerderivationで 表 され る 点 で あ る 。 そ の た め7).は0。 。(M)[圃]⑭.4⑭ 入 のgradedderivation

に な っ て い る 。の.を0。 。(M)[[司]⑭.4⑭ 入Pに お け る 非 可 換 共 変 外 微 分 と呼 ぶ 。 また 、 同 様 に し て(3 .50)の

0。。(M)[[珂]⑭.4⑭ 入Pで の 対 応 物 もprojectionσ に よ り

つ睾・・-1[1乃 γ*,αo]*,∀ αo∈OOQ(ハ4)[圃]⑭ 凶 ⑭ 入,

殊 ・-1∂1融 ・〃 一 義 ∂・〈 ∂・[・・面,・ ・+嗣
.(・ ・53)

と な る 。 こ こ で 尋.は 非 可 換 共 変 外 微 分7).の 曲 率2-formで あ る 。

3.3.3非 可 換正 準座標 系

これ までの議論では、θ∬と Φ1(ま たは01)の 自由度は 自由に選べば良 く、特定 されてはいなかった。ここ

では、それ らについての ミニマルな選択 として、非可換正準座標系 を導入する。

まず、次の命題を挙げる。

命題3.10Mの 各点 ωoに 対 し、物 の近傍 とcenterの 関数の組 φ1∈Zニ0。 。(M)[[剛(1=1…2π)で 、

局所 的に次の関係を満たす ものが存在す る。

先[Q(φ1),C(φ 」)]一 一・"ま た は 先[φ孔 φ」]・一 一」"(…4)

こ こ で 、 」1」;-」 刀 は 定 数 の 反 対 称 テ ン ソ ル で あ る 。

もちろん2つ の式は等価である。これ らは、右側の式 を見ればわか るとお り、symplectic多 様体のDarbouxの

定理の量子論版(今 は非可換版)で ある。即ち、Darbouxの 定理は、Poisson括 弧に関して{〆,ガ}=」1」 を

満たす ような局所座標系が取れ るとい うものだったが 、それが 充の高次を含む*積 の括弧にな り、選ばれる座

標関数 も充を含 む ものになったわけである19。但 し、局所性 などを正確 に言 うためには左の式の方が適当であ

18これは前節のeが ◎=∂∬〈OIの 場合である。
19この証明は[20]の定理の証明の流用である。
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る。 この 「正準交換関係」 を満たす関数 φ∬のことを0。。(M)【[捌 ⑭.4⑭ 入 における非可換正準座標系 と呼ぶ

ことにす る20一 また対応す るQ(φ1)は 防 ⑭ 入における非可換正準座標系である。 これ らはどちらも代数.4

とは関係無 く存在することに注意する。

この命題に より存在す る φ1を 用 いて、∂∬と Φ1を 以下で与えることにする。

∂」ニ4φ1,Φ ・-」 〃 φ」(3 .55)

こ こ でJIJは 」∬」JJκ ニ δ{(に よ り定 義 され る 逆 行 列 を 表 す21。 第1式 は ∂∬ を 、非 可 換 正 準 座 標 系 φ∬ に対 す

る 自 然 な1-formの 基 底 に取 る こ と を 意 味 して い る 。 もち ろ ん 両 者 は ん の 高 次 を 含 ん で い る の で 、 こ の 選 択 は

可 能 で あ る 。 一 方 、 第2式 の Φ1の 方 は そ のdualな ベ ク トル 場 の 基 底 ∂.1を 選 ん だ こ と に 対 応 し て い る 。 そ

れ は ・ 以 下 の 理 由 に よ る 。(3.54)(3.55)を 用 い る と

荒[9(Φ ∬),Q(Φ ・)]一 ゐ ゐ1[・ ・,・・]・一 み ゐ

告[G(・ ・),9(φ ・)]一 δノ・1[・ ・,φ・]・一 δノ(・.56)

とい う関係式が成 り立つことが わか る。左右 の式は等価 であるか ら右側の*積 の方でみると、第1行 は Φ∬が

φ1と 逆行列に当たる交換 関係 を持つ ことを意味 し、第2行 は、演算子 紅Φ1,]。 が座標 φ1にdualで あること

を意味する。従って 、この演算は φ1の 偏微分 に相当す ることにな り、∂.1と 記す ことが正当化 され る。同様

に 、∂1:=紅Q(Φ ∬),].と お く。 こ の こ とか ら 、 外 微 分 演 算 子 に あ た る もの を

8-∂ ∬窃 ・一 ∂11[Q(Φ 」),弓,広 一 ∂∬a・ ・一 ∂・1[・・,]・(・ ・57)

と定 義 す る の は 自 然 で あ る 。 実 際 、(3.56)に よ り以 下 の 性 質 が 導 か れ る 。

d2=0,d睾=0,

8Q(φ1)=∂1ニdφ1、d.φ 」=∂1=4φ ∫(3.58)

第1行 目 は 明 らか に 、dと4.がdifferentialで あ る こ と を 示 して い る 。 第2行 目 は 自 然 な1-formの 基 底 の 正 当

性 を 意 味 し て い る 。 即 ち 、 上 の(3.55)で はdを 用 い て 自然 な1-formの 基 底 を 定 義 し た が 、 そ れ が 現 在 外 微 分

と思 っ て い るdやd、 を用 い た 自然 な 基 底 に 一 致 す る と い う こ と で あ る 。 更 に 、 充 →0の 極 限 で はdとd、 は

通 常 のdに 帰 着 す る た め 、 こ れ ら は 外 微 分dの 充 に よ る 変 形 と解 釈 され る 。

こ こ まで 来 る と 、 以 下 の 関 係 か ら 、 φ1の 意 味 も よ り明 らか に な る 。

Ω・ 一 一1・ ・、θ・〈 ・・-1み ・dφ11・ 一・〈 ・φ・1・一・(・ ・59)

即 ち 、 充 →0極 限 を と る と この 座 標 系 でsymplecticformが 標 準 形 に な る と い うこ とか ら 、φ1は 正 にM上 の

局 所 的Darboux座 標 関 数 ¢1の ん に よ る補 正 に 他 な ら な い こ と を 意 味 し て い る。 つ ま り φ1ニ ガ+0(充)。 これ

に 伴 い 、(3.58)に よ り ∂1=dφ1はT*Mの 自然 な1-form基 底4コじ1の 充 に よ る 補 正 で あ り、∂∬ もそ のdua1な

20(3 .54)は5p(η)変 換 の 下で 不 変で あ る こ とに 注 意。 下 の(3.55)(3.56)も 同様 で あ る 。

21第2の 式 はO」 をdφ 」=-」"◎Jと 与 え る の と等 価で あ る 。
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基底であることになる・まとめると・われわれの選択 した非可換正準座標系 とその上の微分代数は、symplectic

多様体Mの 正準座標系 を 充で変形 した、M[[剛 におけ る正準座標形 とその上の 自然な微分代数になっている

わけである。

そ もそ も我 々は・まず背景Dを 固定し・それ に応 じて*積 を持つ代数0。 。(M)[[捌 ⑭.4⑭ 入 を場の空間と

考 えた。φ1はDを 与えれば決まるものであるか ら、背景Dま たは7Tの 情報は今や み が担 っている。これ

に対 し、θ∬や Φ1を φ」で表す ところが ミニマルな選択 と言った部分である。

3.3.4非 可換ゲ ージ場の非可換正準座標系での表現

§§3.3.3の 非 可 換 正 準 座 標 系 で は 、(3.49),(3.52)は 以 下 の よ うに な る 。

P・-8・+傷[9(窃o),・],伽 ・一 砥 ・・+先[盗 ・・…]・(・ ・6・)

こ の 表 式 か ら 明 ら か な よ う に 、g(.470)==∂ ∬(2(40∬)を 防 ⑭ 入 に お け る 非 可 換 ゲ ー ジ 場 、.470:ニ ∂140∬ を

0。。(M)[[珂]⑭.4⑭ 入 に お け る 非 可 換 ゲ ー ジ 場 と 同 定 す る の は 自然 で あ る 。 そ れ ぞ れ の 曲 率 罵(3.50)と 罵 、

(3.53)も こ の 座 標 系 で は

恥 結 ∂1〈∂」(∂・Q(直.・」)一∂・輪 ・)一縄 ・」),Q(直。・」)]+み ・)一 罵+1み ・∂・〈∂・,

鼻 一1∂ ∬〈∂」(&璃 ・・一踊 。・一ゴ[盗.・・みJ]・+み ・)一 殊+1み ・∂・〈∂・(3お1)

と表 され る 。こ こで 、耳 と 罵.は それ ぞ れ 今 の の 、の。の2回 の 作 用 で 得 られ る非 可 換 ゲ ー ジ 場Q(、4ッo)と 、470の

且eldstrengthの こ とで あ る 。 また 、残 りの 定 数 項 は 背 景 か らの 寄 与 で 、定 数 係 数 で あ る か ら0。 。(M)[[剛 ⑭.4⑭ 入

に お い て もcenterに 属 す る こ と に注 意 す る 。 同 様 に 、(3.51)(3.59)か ら

P一 罵+Ω 一1み ・∂」〈 ∂」(362)

が 得 られ る 。 こ の 表 式 はD-brane有 効 理 論 のDirac-Born-Infeld作 用 に 現 れ るF+β+gの 組 み 合 わ せ を 彷

彿 と させ る 。 こ こで 、FはD-brane上 の ゲ ー ジ 場 の 丘eldstrength、 β はNSNS2-formでgはD-braneに 誘

導 され たmetricで あ る が 、 我 々 の 場 合 は 、 耳 は 非 可 換 ゲ ー ジ 場 の 丘eldstrength、 Ω は*積 を定 め る背 景 の

Weyl曲 率2-formで 最 後 の 項 は 充 で 変 形 され た 非 可 換 正 準 座 標 系 で のsymplectic2-formで あ る 。 そ れ らの 組

み 合 わ せ がWeylゲ ー ジ 場 の 丘eldstrengthFと し て ま と ま る と い う普 遍 的 な 意 味 を 持 っ て い る 。

非 可 換 ゲ ー ジ 変 換 、4pを 与 え る元 を(3.35)の よ うにy∈WDと お き 、 こ の 座 標 系 で の 非 可 換 ゲ ー ジ 場 の 変

換 性 を 求 め よ う。 まず は 非 可 換 正 準 座 標 系 に 限 らず 一 般 のWD⑭ 入 か ら 出 発 す る 。 こ の と き.47はcenterの

不 定 性 を 除 い て 共 変 に 変 換 し た 。

鴎=V-1。 ム。。y+0,0ニ0・-0。-0・'+0.'(3・63)

こ のcentrerOをcQnsistencyか ら 固 定 す る 。 固 定 し た θ1に 対 し 、Dを(3.63)の1成 分 に 作 用 させ 、(3.47)

を用 い る と 、

珈 与∬=O」+dO・(3・64)
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とい う変換後の ・鶴∬に対す る関係式が得 られる。これ は・非可換ゲージ変換 の下で(3 .47)はexactなcenter

だけならずれて も良いことを表している。 この不定性 に対 し、変換後 も∂1が 基底 として選べ るためには

4(フ」=0∴(フ ∬ニcOIlst・(3 .65)

で な け れ ば な ら な い 。 従 っ て 、 特 に 非 可 換 性 準 座 標 系 で は 、(3.63)は 以 下 の 通 り書 き直 せ る 。

C(五 ～。、)ニy-1。C(孟 。・・)。y一 伽 一1。 ∂・γ+0・,0∬=・ ・n・t、(3.66)

こ れ は 良 く知 っ て い る ゲ ー ジ 変 換 の 下 で の ゲ ー ジ 場 の 変 換 性 と 同 じ形 を し て い る 。(0。 。(M)[[剛 ⑭ .4,*)で の

.4ッ01の 変 換 性 も 同 様 で あ る 。

オ～。、=町1・ λ。・∬・%一 抗 町1*∂.・%+0・,0・ ニ ・…t.(3.67)

OIは 定 数 で あ る た め(0。 。(M)[[剛 ⑭.4,*)に お い て もcenterに な っ て い る こ と に 注 意 す る 。 これ に よ り0は

A70の 不 定 性 に 属 す る 。 こ の よ う な 定 数 の 不 定 性 は 通 常 の ゲ ー ジ 場 に も常 に あ る 。

非 可 換 ゲ ー ジ 変 換 の 下 で の 丘eldstrength(3.61)の 変 換 性 も0∫ が 定 数 よ り

罵 〃=γ 一1・ 玖 ・・。玩 鳴.∬J一 町1*奪 〃 ・%(3.68)

とい う良 く知 った共変 な変換性 を示す。従 って(0。 。(M)[[剛 ⑭,4,*)で の非可換ゲージ不変量は トレースを用

いて表す ことが出来る。例 えば 、

駈(倉 ・〃 ・恥 〃 」ざ■4) (3.69)

ここで、Trは 代数(0。 。(M)[[捌 ⑭.4,*)の トレースで.多 様体M上 の体積積分 と!>× ノV行列の通常の トレー

スを含 むようなものである22。 このような不変量か ら作用汎 関数を構成すれば 、非可換ゲ ージ場の理論が物理

的に定義 され ることになる。

しか しここでは作用汎関数を固定 しないままで終わることにす る。その理由は以下の通 りである。今や 、い

ろいろな非可換ゲージ理論がWeylゲ ージ理論 に埋め込 まれ た描像が得 られているのであるか ら、作用 も1つ

の非可換ゲージ理論 レベルではな く、より普遍的な見地か ら導 くのが望 ましい。つ まり、まずWeylゲ ージ変換

を対称性 として持つ作用を求め、それ をWeylゲ ージ変換の うち非可換ゲージ対称性だけを残す ようなゲ ージ

固定 をすることで、固定 された作用 を得 るとい う方針である。そのためにはWeylbundleの レベルでの トレー

スが必要であ るが 、実は、個 々の*積 の代数 に対 しては トレースは定義で きることが示 され ているが 、Wey王

bundleに 対 しては よくわかっていない。ただ、もし トレースが あるとすれば 、作用 は

3～Tr(PfF) (3.70)

とで もなるだろ う。

22そ の 定 義 は[3][4]を 参 照 。 また 、上 の 不 変量 は5p(π)不 変で もあ る こ とに注 意 。
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第4章 い くつかの応用

4.1*積 の 例

こ れ まで 見 て きた よ う に 、Weylbundle上 のAbelianconnectionD及 び*積 は 、元 のsymplectic多 様 体M

(と ベ ク トル バ ン ドル 五、E)の デ ー タ と 変 形 のmoduliを 与 え る と原 理 的 に は 求 め る こ とが で き る 。 こ こで は 、

そ の プ ロ セ ス が あ る 程 度 実 行 で き る よ うな 非 常 に 簡 単 な 場 合 の 具 体 的 な*積 の 表 式 を 与 え る 。

元 の デ ー タ と し て 、 定 数 係 数 のsymplecticformを 持 つ 且atな 多 様 体Mを と る 。 つ ま り、五 に つ い て は

r¢ゴニ0か つ ω乞ゴが 定 数 と し 、 更 にframeθ 琶=θ7げ は 係 数 θ㌔ が 定 数 の 場 合 を 考 え る 。 こ の と き、 Ωoの 成

分 Ω呵 も定 数 に な る 。 ま た 凶 につ い て は!>=1の σ(1)で 、 曲 率2-formEEの 成 分 は 定 数R%∈C、 つ ま

りconstant丘eldstrengthに す る 。 最 後 に 、moduliに つ い て は Ω1の 成 分 は Ωoに 合 わ せ て 定 数 に と る。 但 し

充 の べ き は 一 つ 以 上 任 意 に 含 む の で 、 あ ら か じ め 充 を 出 し て お い て

Ω・寺 Ω吻 θ芭く ・・,Ω 吻 ∈C[[司](4)

とす る。更に、μはgに 関して2次 式でその係数は定数 とする1.

・-1禰 》,… ∈C[[司}(・ ・2)

以上 まとめると、与える背景のパ ラメー ターが 全て定数の場合を考えることになる。これは局所Darboux座

標で のみ見て、bundleの 局所 自明化をしているの と同 じである。

このとき、rを 決める方程式は(2.61)か ら

・5二 充μ、ガ θゴ,

㌔ 一1脚 ・一んΩ・+・2μω一1μい+δ 一1(・μ・ゴω読θ・〈∂1、・・蝪 ・・〈ω重ゴ∂1、・・)(4・)

となる。ここで 、琶,ゴの足 に関す る行列の積で一部表示 してい る。第二式の漸化式 を解 くことはこの場合で も

難 しい.し か し、Tは 〃の1次 で係数が定数であることはすぐわかる。 よって、

弓 充(・μ一侃 ・一嚇 θ・+… 一 ・121プθ・ ・!31・q[司1(・ 濁

とおいてお く。 このとき(4.3)は 行列 γ甥 に対す る行列の漸化式になるが 、ここではそれ を解かず に、Tl『)を

用いて*積 がどのように表 され るかの方に注 目する。

1μ ∈ ワμ3(L
,ノ亀)よ り、シ の2次 な ら μ も必 ず 充 を含 むの で 、あ らか じめ 出 し てあ る 。
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実は、(2,31)に ついては一般 に漸化式ではな く閉じた形で

αニQ(αo)

一 Σ(δ 一1▽)π ・δ一1[寿(δ 一1▽)π ・δ一1[急 …,(δ 一1叩 δ一1[先 第(δ 一1▽)・'・ ・α・]…]]

`≧o,π ≧o

鳴=π1十 η2十 … 十π置十1

(4.5)

と形式的 には解 くことがで きる。微分 ▽ が至 る所 に入 っているために、これ以上は難 しいが 、今の7の 場合

は定数 なので 、この無限和が計算で きる。特 に、関数 として座標 関数 αo=げ をとる と、

Q健)一 げ+書G)孫 ポ 医…,ポ 医燗 …]]

一 州(1
1+(ω 一17(2))。X)!(4・)

とまとまる。ここで、乞,ゴとμ,μの足 に関す る行列の積、転置、逆を用いている。この結果が 宮について線形で

あることか ら、一般の関数 ∫(¢)に対 しても、単にその引数 コじをQ(勾 に置 き換えれば良いこともすぐわかる。

Q(∫@))一 ノ(Q(・))一 ノ(げ+ヅ(、+(
ω呈、。、、、)。X)り(4・)

こ の こ と か ら 、 今 の 場 合 の*積 はMoyal-Weyl型 で あ る こ とが 導 か れ る 。 即 ち 、*積 は

!(・)・9@)一!(・)・xp(1ρ μ 凋 ・(・)・ ∫(・・),・(・)・…(M)[[司]・(・ 刷

と い う形 を し て い る 。 こ こ で 、 ρμμ は

θμμ:ニ ー盛(げ*〆 一 〆*¢ μ)=一 盛σ([Q(コ,μ),Q(ゴ)])

一 一・(xT1ω 一11
1+r1T(2)1+(ω 一1r(2))。 ず(4・)

で与 えられ る。言い換えると、ここでは、非可換 性が一つのパラメーター θ岬 で特徴付け られ る場合を考えて

いたことになる。

この例は例2.16のQ(♂)ニ ♂+♂ の場合か らヅ の足を定数行列で回転 させ ただけなので本 質的には非 自明

な例 とは言えないか もしれない。しかし例えば、この例で σ(1)か らσ(N)に 変えただけで も〆2)がNx!>行 列

になるため、g@)や θμレも行列 になる。すると、げ は もはや通常の座標関数 とい う意味を失い、non-Abelian

的な座標関数になることが予想で きる。敢えて物理の例 と結びつけるな らば 、それは行列模型における古典解

の ようなものであろ う。

4.2ゲ ー ジ 同 値 性

これ までの議論の簡単な応用 として、ゲージ同値性 を我 々の枠組で解釈する。
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まず ・そ の 背 景 に あ る事 情 を 簡 単 に 振 り返 っ て お こ う。 定 数 の.8場 が 背 景 に あ る と きのopenstring理 論 に お

い て 、D-brane有 効 理 論 がMoyal-Weyl積 に よ る非 可 換 ゲ ー ジ 理 論 に な る こ と は §1で も述 べ た 。そ の 非 可 換i生の

出 所 を 一 言 で 言 え ば 、stringの2次 の 、B場 と の相 互 作 用 項 ～fB∂X∂Xをworldsheetのpropagatorの 一 部

と 見 なす と こ ろ か ら来 る 。 こ の と きstringのS行 列 を再 現 す る有 効 理 論 は 一 般 に 、非 可 換 なDirac-Born-Infeld

作 用 で 与 え られ る[8]。

5-/…(σ 十F),P-d踊 ・盗

ここで、ム は非可換 σ(1)ゲ ージ場で、全ての積はMoyaLWeyl積

ノ(・)・9(・)一∫(・)・xp(1卵 翫 房)・(・・)(41・)

である。一方、これは通常のや り方であるが 、同じ項を相互作用項 のまま取 り扱 えば、非可換性は現れず、β

場 は背景場の まま有効理論に残 って くる。これは可換なDirac-Born-Infeld作 用で記述 され る。

5-/d・ ・(9十B十F),F-・ 五

これ らは物理的には違いはないはずなので、この2つ の作用が等し くなることが期待 される。す ると、両者のゲー

ジ場 の間には何 らかの関係式が成 り立つ ことになる。これが俗にい うSeiberg-Wittenmapで ある。[8]で はそ

のmapを 求めるために、ゲージ同値性 とい うものを仮定 した。即 ち、Seiberg-Wittenmapを5W:ム → 双 助

と書いた とき、

ノ4(孟)十δ叉ノ1=ノ1(ノ1十δλノ1)(4.11)

とい う関係式である。 ここで、δ、δはそれぞれ可換 、非可換での無 限小ゲージ変換で、λ、λはそれぞれのパ

ラメーターであ る。この意味は、可換 な理論の 乃 のゲ ージ軌道は、(ゲ ージ群は異なるにせ よ)非 可換な理論

で も 、4(且)のゲージ軌道に写るべ し、とい う要請である。図式で表す と

五L靴 直'

・・↑ ↑・・

4__→ 直
5w

これが可換図式であるとい うことを意味する。この図式はゲ ージ場に対する写像で書いたが 、ゲージ同値性 自

体はゲージ場や物質場 も含めた場の空間全体で考えるべ きものである。 しか しこの要請を満たす写像5Wを

具体的に求めるのは難 しいので、[8]で は6μレの値が無限小だけ異なる場合の非可換ゲージ場の関係を求めた。

即 ち、ρμレと6μレ+δθμμの2つ の*積 に対 し、無限小のSeiberg-Wit七enmapが 存在 し上 と同様の図式が可

換になるようなゲージ同値性 を仮定する。この とき(4.11)は δθμμによる変分形で

δλδノ1=δδ鼠ノ4(4.12)

と表せ る。 ここで 、δ互 は 翻 岬 に伴 う非可換ゲージ場の無限小の変化を表す。そしてこの解 を 圖 では

δ互。一一 夘,砥+牟 。}

δスー1δθμ{∂,刷(4・3)
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で与えた。更に、有 限な写像5Wつ まり元々の可換なゲ ージ場 と非可換ゲ ージ場の関係は、これ をδθμ・につ

いて積分するこ とに より得 られ るとした。なお、この結果 を用 いると2つ のDirac-Born.In∬eld作 用が等 しい

ことが示せる。

これ に対 し我 々は以前、上の導出により得 られ るSeiberg-Wittenmapに は、実は2種 類の不定性があるこ

とを指摘 した[2]。 その1つ 目は(4。13)自 身が(4.12)の 解 としては一般解ではな く

^1^^^^^^^^

δ肚 一乙δ6ρ丁{Aρ,∂。4μ+君 μ}+・ δδρTD・ 鄭 ・+β δがργD・[且・・A・]

^1...^
δλ一 耳δ拶ρ丁{∂ρλ,ん}+2β δがρ丁[∂・λ,ん](4・14)

が解 として許 され るところである。ここで、Dμ は非可換ゲージ変換の共変微分で、α、β は任意定数である。

つま りα、βの項の不定性があ る。しかしこれ らは(場 に依存 したパラメーターによる)非 可換ゲージ変換の

形 をしているため、ある意味 自然 な不定性 と言える。それは、そ もそ もゲージ同値性はゲージ場同士の写像で

はな く、ゲージ軌道同士の写像であるか らである。即ち、Seiberg-Wittenmapは 本当は、ゲ ージ変換で割った

同値類 に対す る写像5W:[刈 →[刈 で定義 されるべ きもので、特別な代表元の関係 として写像 を定義するな

らば 、常にこの不定性は存在す る。

2つ 目の不定性は無限小の δ轡 レのシフ トを2回 行 う時に生 じる。それぞれを δ替 μ、δρゲ とお くと、どち

らを先に行 って も俳 μは同じ6岬+δ 瑳 レ+δδゲ に変化するが 、対応す る場の変分の方は実は順序に依 ってい

る。それは実際に計算によ り

[δ・,δ2μ μ ≠0 (4.15)

が示せ るか らである。ここで δ信は δ醒 μに伴 う場の変分であ り、右辺は先程 とは違い非可換ゲージ変換の形 に

は まとまらない複雑 な形 をしている2。従 って、どち らの無限小のシフ トを先 に行 うかによって、一般 に異なる

ゲージ軌道に写ることになる。その結果、無限小の変分を積分して有限の写像を求める際にも、θμyの 値の空

間のどの経路 を通るかに より結果が異 なる、つ まり積分 の経路依存性が生 じる。

向 一 ム
、h[δ盗・]

(4.16)

但 しこれ らの不定性 は、結果的にはDirac-Born-lnfeld作 用が等 しい とい う[8]の 結論には抵触 しない。それは

この作用 自体が極めて粗い近似で導かれている有効作用であ るため、その近似では不定性 も落 とされ るか らで

ある。

以 上 の 背 景 を 踏 ま え 、 こ こ で は(0。 。(M)[[剛 ⑭.4,*)と(0。 。(M)[同]⑭.4,*')と い う2つ の*積 を持 つ 代 数

の 上 の 非 可 換 ゲ ー ジ 理 論 の 関係 が ゲ ー ジ 同 値 性 を持 つ こ と を 確 か め 、上 の 不 定 性 との 対 応 も示 す 。

§3.1で 述 べ た よ うに 、 代 数(0。 。(M)[[司]⑭.4,*)は 且atsection肪)に 同 型 な の で 、 こ ち ら で 考 え る 。 こ の

と き2つ の*積 の 代 数 は 、2つ の 且atsectionsWD、 隅)'に 対 応 す る の で 、上 の 図 式 に 相 当 す る もの が 以 下 の

2この(4 .15)の 形 を見 ると、何 らかのLie代 数的な構造が あるように思われて くる。実はその構造の幾何学的原因を探るために、[1]

の研究 を始めた。
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通 り書ける3。

Wb一 塾→WD,

・・↑ ↑・・'

肪)一 一→WD'

ここで 、左側の2つ は同じHat『section防 で、縦の写像はWDの 非可換ゲージ変換.4Dを 表している。右側

の2つ はWDと は別のHatsectionWD'で 、縦の写像はWb'の 非可換ゲージ変換.4D'で ある。一方、横の写

像は共に、W(L,.4)の 中のWDか らWD'へ のWeylゲ ージ変換 孟 で 、§§3.1に よると0。。(M)[圃]⑭.4の レ

ベルで は*積 の 同値 を表している。この図式は 、4D'=ん1Dみ 一1で あれば可換になるが、それは常 に可能であ

る。なぜ なら、これ らの写像が全てW(五,ノ1)で 見ればWey1ゲ ージ変換に過ぎないことに注意すれば 、この関

係 五D'=ん4D五 一1は 単にWeylゲ ージ変換群の群の規則 に他ならないか らである。よって可換図式の場合を

考 えると、この図式 は明 らかにゲージ同値性 を表 している。それを具体 的なゲージパラメーター同士の関係で

見 よ う。§3.1と同じ く、非可換ゲージ変換 みDを 与える群の元 を γ ∈WD4、Weylゲ ージ変換 ム を与えるも

のを σ ∈W+と お くと、Wb'で の変換AD'は

五D'α ・=ん1D.4-1α=(σ 一1・y。 σ)-1。 α 。(σ 一1。 γ ・σ) (4.17)

と い う作 用 に な る。D'y'=σ 一1。(1)y')。 σ=0よ り.こ れ は 確 か にWb'上 のy'=σ 一1・y・ σ ∈WD'と

い う元 で 与 え られ る 非 可 換 ゲ ー ジ 変 換.4D'を 表 し て い る 。 以 上 に よ り、2つ の 同 値 な*積 の 代 数 の 上 の 非 可 換

ゲ ー ジ 変 換 同 士 の ゲ ー ジ 同 値 性 と は 、 我 々 の 観 点 で はWeylゲ ー ジ 変 換 に 他 な らな い こ とが わ か る 。 また 、 も

し2つ のWeylゲ ー ジ 変 換 ム、Aが 同 じWo'へ の 写 像 だ とす る と 、必 ず あ る.4D'が 存 在 し て4=、4D'.4と

書 け る 。 言 い 換 え る と 、σ と ひ=y。 σ は 共 に 同 じ代 数 の ゲ ー ジ 同 値 性 を表 し て お り、 ゲ ー ジ 軌 道 同 士 の 写

像 と して は 同 一 で あ る 。

今 は 且berwiseな 自 己 同型 で 話 を し た が 、 よ り一 般 に は 、diffeomorphismを 含 む 自己 同 型 の 場 合 で も全 く同

様 の 可 換 図 式 が 成 り立 つ 。 こ の と き は 、 そ の 図 式 は2つ のnatsectionの 自己 同型 の 同 値 性 を 表 す こ とに な る 。

さて 、横 方 向 の 写 像 を2回 行 う こ と を 考 え る 。 そ れ ぞ れ を.A1(対 応 し て σ1∈W+)、 。42(同 じ く σ2∈W+)

と お く。 一 般 にWey1ゲ ー ジ 変 換 は 非 可 換 σ1。 σ2≠ σ2。 σ1で あ る か ら(こ れ は 単 に 。積 の 非 可 換 性 の 帰 結)、

写 像 の 合 成 の 意 味 で 、41.42≠.42A1と な る 。 従 っ て 、Wpは2つ の 写 像 、41且2と.42.41で は 一 般 に 異 な る 且at

sectionに 写 る 。 もち ろ ん 同 じ 四D"に 写 っ た と す る と 、 上 と 同様 に 、 そ の 違 い は 必 ずWb"の 非 可 換 ゲ ー ジ 変

換 、4D〃 分 に な る 。

こ こ でSeiberg-Wittenmapと の 比 較 を して お こ う。 まず 我 々 のWpの う ち 、1つ の 定 数 パ ラ メ ー タ ー 桝 μ

で 非 可 換 性 が 特 徴 付 け られ る よ う な 非 常 に 特 別 な 場 合(§ §4.1の 例 を 参 照)がD-braneに 現 れ る非 可 換 性 で あ

る 。 但 し 、 非 可 換 性 は 元 々 複 数 のmoduliで 指 定 され て い る た め 、 同 じ θμレ を 与 え る よ う な 異 な るWDは い

くつ もあ り う る こ と に 注 意 す る 。 そ の よ う な2つ の 代 数 の う ち 、 特 に 無 限 小 だ け βμン の値 が 異 な る場 合 が 一 番

3も ちろん0-∬ormだ けでな くくWDで も良い。

4も ちろん局所的にWDの 元 となるようcenterを 固定している。
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上の図式である。よって、変換Aは θμン→ ρ'岬=θ μレ+翻 岬 とい う変換 を生成する σ の ときに対応する。

σ を固定すれば各元の写像 としては不定性はないが 、ゲージ軌道の写像の意味では上で述べ たように、非可換

ゲージ変換分の不定性がある。これはSeiberg-Wittenmapの 第1の 不定性 と全 く同じ事情である。この よう

な定数パラ メーター ρμレの クラスに限った場合 、2回 の写像の下で 一般には 、41A2≠.42.41で あったとして

も、写 った先の が"μ の値は等 し くなる。 よって 、写る先の*積 の代数は等 しいが_41.42≠.42A1で あ るた

めゲ ージ軌道は異なるとい うことが起 き得 る。これがSeiberg-Wittenmapの 第2の 不定性の経路依存性 と対

応 している。以上の ように、D-braneに おけ るゲージ同値性 のWeylゲ ージ変換 としての解釈が成 される。

これで議論は尽 きているが 、Seiberg-Wittenmapに 合わせて今の可換図式での非可換ゲージ場同士の関係

を求めてお こう。§§3,3の非可換ゲージ場の定義に従い、上の可換図式(の 形式の代 数 恥 ⑭入の場合)に 当

てはめて、(3.35)、(3.48)を 用いると

σ%一 ∂・・(σ 一・・9(盗.・ ・)・σ)-1∂ ・・(σ 一・・Q(・ ・)・σ)+1∂ 」Φ・+・(・ ・18)

と い う関 係 が 得 られ る 。 これ がSeiberg-Wittenmapの 対 応 物 で あ る 。 但 し 、WDとWo'が 異 な る た め 、§§33

の 構 成 法 に 従 え ば 、 基 底 ∂∬、 ∂'1'は 一 般 に 異 な っ て い る こ と に 注 意 す る 。

但し、我々の枠組に、D-braneの 非可換性が正確にはどのように埋め込 まれているかが明らかではないため、

可換なゲージ場 との関係 までは現状ではよくわからない。しか し、Weylゲ ージ変換 孟ではな くdi猛eomorphism

を含んだ 自己同型.4ず の場合で 、かつ2つ の 恥 、WD'を 与える背景 として σ(1)部 分の 丘eldstrengthが 必ず

異 なる場合が 、真のSeiberg-Wittenmapに なる と思われる5。 但 しその場合は非可換ゲージ場の関係 も(4.18)

より複雑になる。

5こ れ は[21]に よる結 果 を考 慮 して い る
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第5章ConclusionandDiscussion

本稿では、任意のsymplectic多 様体Mか ら、変形量子化の手法を非可換変形 として解釈することにより非可

換空間を定義し、またその非可換空間上の非可換ゲ ージ理論の構成を行った。ここで扱 った非可換空間は*積

で特徴付けられ るものであったが 、その非可換代数(0。 。(M)[[剛 ⑭.4,*)を 得るために、我 々はFedosovに よる

変形量子化の手法 を用いた。まず §2.3では、飾erwiseにMoyal-Wey1積 を持つ ようなWeylbundleW(五,.4)

の概念 とその上のWeylconnectionPを 導入 した。その うち特にAbelianconnectionsDの 場合には、Dに 関

するnatsectionの 代数WDと の同型が成 り立つため、0。。(M)[[剛 ⑭.4に おける*積 が得 られた。次に §3.1

ではWeylbundleの 自己同型、特 にWey1ゲ ージ変換 について議論 した。その結果、一般の自己同型は異なる

WD達 の同型を引 き起 こし、それは*積 の同値 関係を与えていることがわか った。そ して特に、*積 を保存す

るようなWDの 自己同型が非可換ゲージ変換を含んで いることが結論 された。従 って 、様 々な非可換空間は

Weylゲ ージ変換に より結びついてお り、その上の非可換ゲ ージ変換 もWeylゲ ージ変換の一部であ ることか

ら、両者がWeylゲ ージ理論 として統一的に記述 される とい う描像に至 った。それ を踏 まえ、§3.2ではWbyl

ゲージ変換に付随するWeylゲ ージ場 オ と、その適当な制限で得 られ る非可換ゲージ場 ん を与えた。これは

もちろん0。 。(M)[[剛 ⑭.4上 の非可換ゲ ージ場 。470に対応 している。以上の構成法か ら、得 られた非可換ゲー

ジ理論 とい うのは全て.普 遍的なWeylゲ ージ理論のあるゲ ージ固定 された理論 と見なすことがで きる。最後

に §4.1で は応用 として、定数で特徴付け られ るような簡単 な*積 の具体的な表式を与えた。 また、いわゆる

Seiberg-Wittenmapの 幾何学的な解釈、つま りゲージ同値性 とい うのはWeylゲ ージ変換性 に他な らない とい

うことを示 した。

以下では これか らの課題 と展望 について簡単に述べ る。

§§3.2.1ではWeylゲ ージ理論の作用汎関数については詳 しく触れなかった。それは既 に述べたように、Weyl

bundleの 代数に関する トレースが定義 されていないか らであった。適当な トレースが定義 され たとすると、作

用はTr[(1砿)円=Tr[Pf1転]と で も表 され ると予想 され る。そ して非可換ゲージ理論の作用 も、この作用か ら

非可換ゲージ対称性 を残す ようなゲージ固定 として得 られるであろ う。非可換空間とその上のゲージ理論が同

じ場の異 なる側面 として統一 されてい るとい う我 々の描像 は、行列模型に よる非可換ゲージ理論の記述に良 く

似ている。両者の正確 な関係が わかれば 、行列模型の拡張にも役立つか もしれ ない。

本稿ではW(五,.4)⑭ 〈の 自己同型.4ノ の うち、且berwiseで かつsymplectichf七ingを 固定 した自己同型を

Weylゲ ージ変換 と呼び.そ れ に注 目して きた。それは非可換ゲージ理論 に我々の興味があ ったか らである。

その場合は 、元の多様体Mの は全 く変更せず 、但 し 充による補正を受けたような背景の上の理論 として見え
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た。 もしdi猛eomorphismを 含む ような 自己同型 、4∫全体 を考えると、座標変換 とその補正 自体 も力学的な変

換 に加わることになる。即 ち、非可換重力を含む ような非可換ゲージ理論になると思われる。このときは §3.3

でや った ような局所的で成分表示に強 く依存 した定式化では明らか に不充分であろ う。これに対 し、制限した

恥 ⑭入ではな くくWDを 場の空間 とする方法の方が有効である。この代数は実は非可換空間の関数環に通常

付随 している微分代数ではな く、その微分の概念を少 し拡張 した ものになっている。これを信 じれば 、非可換

微分幾何 としても新 しい可能性を提示出来るか もしれない。

最 も楽 観 的 に は 、我 々 の 構 成 し た ゲ ー ジ 理 論 は 、 定 数 で な い 一 般 のB場 と 、 一 般 の 曲が っ た 背 景 の 中 のN

枚 の 重 な っ たD(2π)-braneを 記 述 して い る よ うに 思 え る 。 そ の 際 、変 形 パ ラ メ ー タ ー 充 はstringの 長 さの2乗

の α'と 同 定 され る 。 つ ま り、string的 な 補 正 に よ り非 可 換 性 が 現 れ る とい う描 像 で あ る 。D-braneの 位 置 を定

め るHiggs場 に相 当 す る σ(!>)adjointmatterの 空 間 が 、 我 々が 場 の 空 間 と 呼 ん で い た(0。 。(M)[[ん]]⑭.4,*)

で あ る 。 フ ェ ル ミ オ ン も同 様 に含 め る こ とが で きる 。 更 にdiffeomorphismも 含 め る と 、 我 々 の 丘eldstrength

(3.62)は 非 可 換 なDirac-Born-Infeld作 用(§3.3)の 組 み 合 わ せ に な り、 普 遍 的 な 意 味 を 持 つ こ と も あ り う る 。

レか し 、 実 際 にstring理 論 に お け る 非 可 換 ゲ ー ジ 理 論 を 我 々 の 枠 組 に埋 め 込 む こ とは 難 し い 。 そ れ は 、1つ に

はstringで 知 られ て い る 例 が 定 数 背 景 の 簡 単 な場 合 し か な い た め で あ る 。 も う1つ は 、我 々 の 枠 組 にmetric

が ど う入 る か が 明 らか で は な い 点 で あ る 。 も し こ れ ま で の 構 成 を 何 も変 更 せ ず にmetricを 入 れ る とす る と 、

Riemann多 様 体NのcotangentbundleT*1>をsymplectic多 様 体.Mと 見 な す こ とが 考 え られ る 。 こ の と き

stringの 非 可 換 性 を 再 現 す る よ う なAbelianconnectionが 実 際 存 在 す る[221。 しか し そ の 物 理 的 解 釈 は あ ま り

明 ら か で は な い 。 別 の 方 法 と し て は 、 我 々が.4や 五 の 拡 張 を し た よ う にWeylbundleに よ る 構 成 法 の 本 質 的

な 部 分 は 変 え ず にmetricを 入 れ る こ とが 考 え ら れ る 。 §2.4で 述 べ たsuperstarproductは そ の 候 補 で あ る 。

ま た ご く最 近 、Poisson多 様 体 で もFedosov流 の 構 成 で 変 形 量 子 化 が 可 能 で あ る こ とが 示 され た 。 こ の よ う に 、

よ り物 理 的 に 現 実 的 な 状 況 設 定 に 拡 張 す る こ と は 今 後 の 重 要 な 課 題 の 一 つ で あ る 。
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付 録A

A.1W⑭ 〈 のderivation

ここでは、演算子 紅H,1が 四 ⑭〈のderivationで あるためのHに 対する条件 を求め る。

まず、交換子 を ん に関 して展 開 した ときの0次 は 凶 のLie括 弧 領H,]凶 であ るが 、この1ie括 弧で

紅∬,α]凶∈W(L,ノ1)⑭ 〈が成 り立てさえすれば 、それ よ り高次では必ず んが交換子か ら出て くるので、常に

成 り立つ ことに注意する。そ うす るとまず、Lie括 弧が0に なる ような、凶 のcenterを 係数に持つ ものは交換

子の0次 が効か ないため任意で良いので 、集合W(L,Z)が 許 され る。即 ち、center係 数でgと 充の形式的べ

き級数の全体である。一方 、center以 外 も係数に持つ とする と、交換子の0次 に 蓋 を掛けた ものが 充の負べ

きを含 まないためには、∬ が必ず 充を含 まねばな らない。よって和集合 充W(L,.4)UW(五,Z)が 許 され るこ

とになる。これ らの共通部分は 充を含む ようなW(五,Z)の 元か ら成 るので 、結局、

W'(五,ノt):=んW(五,凶)㊦5(五*)⊂W(L,ノt)(A.1)

がderivatoionと して許 され る丑 の全体である。ここで、5(〃)はgの0。 。(M)係 数多項式の全体 を表す。つ

まり

3(・)(〃)・ 一{H一 孟H鵬 〃1… 垢1塩 ・・..(M)}

　 　
3(L*)・ 一 ①5(P)(五*),5・(L*)・-e3(P)(L*)(A・2)

P=OP=た

など としている。但 し、これ らはcenterの 不定性を常に含んでいることに注意する。特 に次数0の50(五*)の

元は全てcenterで ある。 この結果を模式的に書 くと

1[噴 五,凶),1一 岬(L,.4),]+1[5(〃)・]

=歪[W(五,.4),L4十{5(L*),}ω 十 〇(充)(A.3)

こ こ で0(充)は 交 換 子 に 関 し て の もの で あ る 。 第 一 項 はLie括 弧 、 第 二 項 はPoisson括 弧 で あ るが 、 共 に0次

か ら 始 ま っ て い る 。

集 合W'(五,凶)は 別 の 表 し方 もで き る 。 つ ま り、

レγ'(五,》4):=充W(五,.4/Z)㊦W(五,Z)⊂W(五,ノD(A.4)

第 二 項 はcenter係 数 のWeylbundleのsection、 つ ま り.4の 拡 張 を 行 わ な い と きのWeylbundleで あ り・ 第

一 項 はcenter以 外 の 係 数 、つ ま り5u(1>)係 数 のWeylbundleと 解 釈 で き る 。
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