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不 規 則 系 の 統 計 物 琴 学 (旧

松 田 博 嗣 (京大基研 )

§4. Negative Eigenvalue TheoI･em.

前節に述べた Dysonの方法は′数学的に複雑で実際の問題へは応用 しに く

い面が多いO これに対 して,この節七解説する Dean と Martin (Proc.

Phys.Soc･j旦旦 (1961),409~)による Negaもive eigenvalue

tbeorem にもとす く計算は戟扱いが簡単で,以後の不規則格子に於る研究

の出発点となったU この方法を Iinear chain に用 いて ,彼･らは一次元不

規則振動子系の振動数 スペク トルにおける微細構造の存在を兄い出したLJ.

まず .次式で定義され る対称行列を考えよう,., (実軽の間藤や は.これ紘

系の Dynamicalmatrixに対応す るO)
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ここで ･Aiは (eJ･Xej) ･B･は (eJ･-1 × ej)の matrixであり,Ji::!ウ

B･は 息)･の transposeであるo∫

ここで matrix Sの固有値を求めるわけであるが,これは

det f8-ⅩlS==ロ

を満たす Ⅹを求め ることに相当しているC (4.1)を次式の右辺 の ように分

割しよう

S - Ⅹ1-
N

i (I)tl(I)
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ここで
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(4.5) , (4.4)を用いて, (4.2)を expH cH に書 くと.

且1- Ⅹ ‡el= Ul

且 ･ - ⅩIe J = Li TJ + TJJ･
J

i (diagonal element･)一一(4･5a)

B.=官.
J ∫

iこ▼ウ

J , )- 1 (i-2･5･-･)
B.= L.V.

これ より逆に･U,･は

i (non叫diag o n a l

element)1 4･5b)

I- - 1

Uj = AI- XI･- 畠･ tl･1 1 1 I- 1 BIB

Ul= A1- ⅩIpl

--一一一----･-･一一一--(4.6)

ここで tJ,･の固有値を uje(,I-1･････") (P-1･ ･C1)としようO

これ等の固有値は全て realであるOこの場合に次の定理が成立す るO

『Ⅹよりも小さいSの固有値の数は ujElの全ての組の負のものの数に等し
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い｡ 盟

(証 明)

まず (4.2)より

deモ Fa-ⅩL f - deti(Ⅹう deもtf(Ⅹ)
N

N

- B deモ tl..(Ⅹ)
EJh±弓削

deも UN(Ⅹ) =

従って

de℃ iS- Ⅹ ‡-N壬

deも 'if.(Ⅹ)
ノ

-~-~･一一-- 一･----(4.7)

(417)右辺の分母子 に共通 の 0点が ないとす るO この場合 には detUN(Ⅹ)

の r)点は deも (a-ⅩI石 )の 8点 となるo xが Sの固有値 gsi を越 して増

加す ると･ simple roo七を仮定す るな らば UN (Ⅹ)の一 つの固有値が符 号

を変 えることになる｡

･>> 1ならば fujPiは 全て鮎

- Ⅹ >> 1 な ら ば i･uJ･p 卜 は 一全て正 O

ト -- L-- -- -一･--- (48)

令,Ⅹを増 して行き det TIT(r< N)が 0-を通 って符号を変 えたとす るo

tUrが 小さい固有値 uと固有 ベク トル Yをもつとす れ ば

UI1- u叫17′盲+o(√ 1) としてよい

故に

ur+予 Tm -1B～r+1V VBr+1+0(√ 1)

i=ヨ

この ことは , Ur+1が - √ 1rT重 い ･大 きな固有値 をもつ ことを意味 して い

-5-
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る(7そして uが ZerO を通 ｡負 か ら正 に変 るな らば ･二u叫1は - を通 って

正か ら負に変ることに な るO負 の ujP の数 は不 変 で あ るO

従 って (uJ･ciの負 の 固有値 の 総数 が変 るの は

伸 UN の固有値が 0 を通 って符 号 を変 え るO

(ii) Ulの固有値が - を通 って符 号 を変 え るo

この 2つの場合に限 られるが 日出 ま det Ulが 極 を もた ないか ら除 かれ るO

負の ujeの数は Ⅹ が S の 固有値 sj を通 って増 加す ると変 り･その 変化 は

士 1でなければならな いo

x を 一- か ら +- まで変化 させよ う O (4.8)を考 え に入 れ .上 述 の事

実 を加味すれば角の ujCの 数の変化はN回起 る ことに な るO

つ まり･Ⅹが Sの 固有値 siを通って増加す ると負 の uiP の数 は一 つ増

すo従 って･任意の段 階で負の uノ♂の数は Ⅹ より小さい siの数 に等 しい

ことになるO

§5 Schmidtの方 法

この節では一次元の disordered- chain に対する Sch血idtの方法

(phys･Rev.ユ旦旦 (1957)I 425)を考察 しようO

schmldtの方法は ･前節の式 (4･1 )で Ci- 1の場合に対 して積分方

程式を経 て解を求 める も の である｡

madelとして isotL,,Plc lmpuriもy を含む Iinear chainで ,nea-

rest neighbour間のみにバネ常数が あるとして説明す るo mJでj番 目の

atom の massを表わす ことにしようO (4.1)の Sを Dynamicalmaも→

rix とみれば

2K
Aj =-

mJ･ ,

対応 して ･Uノ は

B. =

(禁-W2)-ノ

-K
mimj+1

K2

njmj-1

-4-
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K:バネ常数

/ 'Ji-1 --･---一日1--I(5･2)
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ここで

I. 二三 一: 日脚- - - 一 一 日W M --I-十 二

とお く｡ これ に より m.
･- ニ== 一 ∴二∴-;:-- -:-1｣ - --- -I-- - - -三十K I- 1

この変換によって･負の UJ を求 め る問劉 ま p負の zJ･を求める u ことに等

価となるO

次 の変換 に より､EJ を導入 しよ うl･t

1

zj ≡ fi･- これ によって

aメ~

の分布密度函数

吉 ;･エコ ∴

a.
ノ

皿

二-一一一∴ : : -一一1一 二_:-.:

を wJ･･Lf〕とし･aj については等 しく f(a)ととるoJ

そ うす ると

1

wiLf〕-･jj'f(a)-,･J E'〕∂(仁 Tq 手 )df′da

- ff(a)lNjl la弓 〕〔

1 ､

ヲ上空 ノ了 1
d f ′

da

-f f'a)wj- ar f ]宗一da -----一一一･--一一一･･一-'5･6,

1

M(Q'2) を a,よ り小 さい振動数の fracti｡n とす ると

ロ oo
M(W2)-I w (Z )dz w(a)≧ oI vI (Z)dz-汁 (5.7)__.o〇 事 I-DO

一般に witf〕 は singularな函数であ るので ･次式 のような･その積分

量 を考える0
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7J

wJ-(a) -I wJ･(Z′) dz′ 一･一- - -一一一- 一一---00一-- -(5･8)0
もし, a ･が離散 値 a(p)(p-1.2,-･,) をとるとすればノ

wjLE〕 - 言 fp wj-.la(p)弓 〕

となり.積分 した竜は

･f/Tlj Lz〕 - 1Jfp Wj-昌 a(p)｣ ]: wJづ (-- )----(5･9)Z
J～

(ここで Wj(A)は ±∞ に 七｡LIChせずに 0か ら 5 Z まで

直接積分 した Wi (a) の brariChで あるO )

函数 W(Z)は次の性質をもつ O

(い W 回 - g f¶ W〔a(p)-⊥〕: W(-可
p p ＼

t旧 W(a)は Z の単認非減少函数

伸 苛 L∝〉〕 一 首卜 -〕 - 1

この手続 きにより W(a)が求 まると

M(a'2) ニ ー苛 (-- )

が成立 し, (5.7)により､negabive eigenvalueを求めた ことに なる ｡

特別な例 として二種類の massが不規則に分布 して軽い TnaSSの湛度が

q(q くく 1 )の場合について考 えると impurity band においては

1

W2 1- W2- 孟 (7T.-二号)), ♂- 芸 く 1

であるが .この場合 schmidtは次の ような結果を得た ｡

q

q

4
㌃
5
言
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for a'2く 芯 2

- 2
for a12 > QJ
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班 ((請 )を求め ると.この場合は C-Dとなり

M(td2) = 1- ㌔ となるo
a

cf.(医i5.1)

二穫類の massが あ るとき schmi､dt の積分方程式 を iteratioユユによ り

Agacyが数値的に計算 し .Spectrum に Dean が 得たと同様の f･ine

structure を得たO

(proc.phys.Soc.85 (1964) .172)

室6 SpecIJra_i gap

上の ような数値計算の結果をみ るとい くつか状 態密度が極めて小さい振動

数が見 られ るO 周期絵晶のスぺ ク ト}L/に gapが存在 し得 ることは よ く知 ら

れ ているが ,非周期系においではどうであろ うか o

cf∴

D.Saxon and A_iiutner

(ph土1ps Res.Repts.4 (1949).81)

この節では Saxon- Hutnerが推測 した A-a alloy に於 る Spectral

gap について述 べよう｡

-7-



松 野 博 嗣

A と B の band (一次元的に考える)が下盟の ようだ とす るO

energy

7 ≡二≡三‥二二二~=~-A-‥A B

共通のband gap

(図 6.1)

彼等 は , n上 問 (6.1)の共通の band gap は A- B 合 金で も gap に

な ってい るで あろ う,"と推測 したO

例として Kronig- Pen工1y mOdelを考 えたO

丁T-fA
図 6.2

匪j6･2の fA,fB は 6-potenもユalの係数であ るO

彼等 は ,例 えば AAAj3 ･･･ ABAB ･･･ ABE3B d･･ 等の並び方 を例タ I I

にと り,これ等に対 して band gapの存在す る ことを検証 したO

これ に振いて上の ようなモデルについて J,M.Lutti‡〕.ger (Philps Res.

Repts･旦 (1951)･505)が Saxon- Hutner型の定理 を証明 したが ･

この定理 に対す る反例 を Kernerが櫨 出 したo (Proc.Phys.Soc.69

(1956),254)

彼 によれば ,下 図 (図 6.5)の場合の ように uniT,の block を考え,こ

れ に asymmetryが ある場合には上述の定理が成立 しな くなる0

i i ■ i

VB

図 6.5
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含7 specもral gapに対する一般的考察 ●

cf.

H.Matsud･3and X.Okada,Prog.Theor_Phys.

54 (1965).559.

前節の話を発 韓させて,より一般 的な立場か ら gap に対す る考察を.この

節で姓.行 うことにしようO

まず ･次の様な Herlni七e行列を考えようO (･+ は Hermite cc卯 ug_ate

を示すO)
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ニ 一一-一一一----(7.1)

(7.1)で Xは parameterであ り,従 って A,B は Ⅹの函数になってい

るoSpectral gapを問題にす る場合は Ⅹ を系の energyに至るOこうす

れば de'tB-N (-拍 車 D or= Dの caseが生 じ･区間 (Ⅹ,,Ⅹ,)で キ O

の場合には･区潤 しⅩ1,Ⅹ2 ) 紘.gapの車にあることになるo

AJ･,畠j を p Xp の行列とし･deモBJ･キ 0とするOつまり･Ai,'Bj

が regularとする｡

以下では N が大 きい場合 を問題 に しようO .

N ダN(Ⅹ)dx を･detB'Nltx)= ロの根で Ⅹ と Ⅹ +dx'の問に入 るもの

の数 とするo xlく Ⅹ<Ⅹ2を満す Ⅹに対 して 5(Ⅹ)≡ Cim ダN (Ⅹ)= O
N･･･-cc

ならば inter豆al(Ⅹ1,Ⅹ2)は specもral gap になっているO

ここで p-次元の ベク トル ul,u2, ,uN を導入 しようO

これにより

BT uj_. ･ Aj･旭)･ ･ BJl.1 uJ･+1- 0 ---:･一一一･一-一一･一一1-:(7･5)

B吉 唱Nq. + AN uN -0 -- -- ----･一一-I- ---一一一一一----(7･4)
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det 81 キ 0であるか ら,上式は

.I-･--･-1･､
1
---･I
I

BT はO 十 Al ul+ 52 u 2 - 0 -------------I-------- ---(7･5)

nUニ
nU

覗 I--一 一-I - -------日 (7.6)

と,変形 出来るO

従 って

′ヽ■′
退o= (P Tl 晋2･･･管N P)uN =0 -----------------(7･7)

こ こ に ,

ノバ--
･-すぎ.!毒
llll1-I-i

ニ.一-∫
ず
一

A
ijii了

.∫
B

1

) - BT～1Bj.1

nU

-一 ･- -一一- -(7.8)

(2PX2才の transfer matrix ),であり

･ - (;), 首 - (▲ o) の unit matrixであるO

･p 甲が - 漂 ｢), 管N p 岨N- (b:㍗ -) が成立するか らチ従 って

硯Nが non- trivialであるためには

:;▲=つ
deも げ T I T 2 ･･･ TN 町 -0

で なければならないO

･ 一一 ----- -().9)

ここで

HJ≡ T,･TJ+ 1･･･TN を恵義しようo

jE･… 首 HJ･P ()･-1,2･- ･N)とすれば ･ 芸抑 - 1J
Ⅹ.

かつ (富,･l∴)- HjP･ これに より･､(7･9)紘

dヒし Ⅹ 1二二n - 一一1--- --- -･- ---(-/110)

-10-

巨ヨ



非周期系の統計物晋学 甘

となり･これは det HN(Ⅹ)-Oに同じであるO

芝,･≡ 瓦j 富,TJ. で 望j を定義すると (7･10)紘

伸 deも 芸1 = O or 伸 de七 度2= D となるO

(7.10)と伸 が同時 に成立す るのは端に対して特定の条件が成立っとき

のみな<ので 佃 に荏冒し,以下の考察を進めよ うL,

まず transfeT一matrix を次 のようにまとめ るo

i;器 官kJ･Tkj+.･･･TkJ･･ .- 1- T(kJ･,kj･.,(7.ll)

()'-o･1･2,････C-1; 1≦ e≦ N･ 1- ko<kl< ･.･J<ke≦ N)

以下

A畠~ 1 … 意 で略 記す るO

(7.11)を療う と ,

aj盗kj+1+β]･

孟kj Tj ㌔ )A+1十 8j

-一一--一一一--I-----一･一--一一--ニー-(7,12)

(7112)をくり返せば･三1は次の連分数形式で表わ されるO

al

2㌦ = b8 +
a2

bl + -
b2 + ㌔

-- -- ---一一一一-･･ ･･---Il一(.7.15)

､､ ･ag
+ 一一-

bp

-ll-

こ こ に _.
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αo

bo三言 ,

bp-Sp-1+
rp-1ap

(p&1,2,･･･,C)

一一一- -一一--I一l---∴･-(714)

a.= 80 - orT6.,

ap - γp-2(β｡-1-㌔ -1T,二;8p-.) (p-2････,N )

(壷て . (pxp)の行列であるO)-

(7.15)を次の ように変形 しよう.

Z1- 1日 +名(1･e)ib 0 -- 一一一- -----I-----(7･15a)

Z(1.9)-

a打 b弄 .1

1+aebMclbiJ1

+
-1

bfL2

こ こ に ,

∴det bJ キ ロ を仮定 している()

Pim 名(1.9)-Zとお く0 21が存在する場合と.しない場合に分けて考察
p-す-

を進め よう｡

(il 存在する場合

( 1十品)キ 0 (イ)

( 1+孟 ) - 0 回

この､2つの caseがある｡

Ⅹ1く Ⅹ< Ⅹ2 の Ⅹ に対して 2-- で 2;(1･e)が一棟に収束す るならば

caBe伸 で は band gap (Speoもral ga.p)が生じ.case何 で もモデ ル

⊥12-

モ>



非周期系の瀧計物軍学 好

の端の状態を変え ることにより生ず る可能性が あ るO 我々早ま端の状態 には依

存しないスぺ ク トjL/の性質 を問題にしている｡一様収束の場合 には Z は Ⅹの

遵凝 函数 となるので 画 で も端の状態 を変えて 伸 にす ることが出来 るので .

結局何れにして も gapとなるO収束が一様でない場合は.末だ長 く解 って

いないO

X
多分 J' グ(.x)dxは存在しても ぎ(Ⅹ)は存在せず .固有状熊は Ioca1-

-I.-Cく)

ize していると考えられ るO

(嗣 存在しない場合

(_!と異なる ?(Ⅹ)が常に存在するか どうか,末だ良 く解 っていないO

実燦の計算に都合のいいように,以下の変換を導入す るO

(2px 2p)の regularmatrix

ニ＼11t1.1′-I.ィ■i+
F{=,i;.-メ

"

Ⅶ旧し相野T .
∫

これにより

2;1

晋)･晋]･+ 1-･晋N-hOr1p･ とすれば

二 品ー1T.S
ノ

- 盲)･音言 であるか ら

lsll 芸, + S.21 貰2

Lsll 芸2 十 等12,iX5

- Isll Zl+S1,I z2 isll 壷2 .S12)二 一一一一(716)

従 って-あっいた行列で収束性を調 べることが出来 るO 以下では例 として

p- 1,つまり iinear chain の場合 について具体的に考察を進めること

にする0
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