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〔1〕 Ising Modelの状態和の複素 餌 gacity Plane に於け る零点
が鞭 円上に鳩 られるとゆ う Lee-Yangの定理 1)は, Classical Spin

系には高々一つ しか相転移が存在しない事を保証 している点 と,零点が一束

の地建上にのってお り,二次元的な分布の可能性を嫌徐 している点に物理的

意味があ ろ ｡ 実在の多体系は多 く固体,液体 ,気体の三相をもつが,格子気

体模型は Lee-Yang定理の故に高 々二相の存在が許 され るだけで,格子気

体樽型,あ るいはそれにあ･i71軍の毎狙 撃作をほどこした系について も, Lee

yang定理がそれが至 る所引力で香る限 り任意の相互作用に恥 して成立つ定

理であるだけに,現実の多体系 との間に凄めかたい Gapがあ る事を感 じさせ

る｡第二の点については,最近多 くの若者達によって,零点が単位円上に分
2)

布 した系の相転移の熱力学的性常が覇べ られてお り,毎に Suzuki は,零

点が二次元的分布を している場合に代,それが車一曲綾上にのみ限 られて い

る場合 と本寓的な摘達がある事を指鳩している｡.classical Spin系の特

性に崩 して,本質的な性質を与 えている定理であ りなが ら, 我 々の知 る限 り,

それは Spini/2に限 られ,higher spin の場合-の拡張は未だ行なわれ

ていない様であるO 最近, ono, su21uki,Karaki,Kawabata5)等は計

穿機を用いて数値計算を行い,Lee-Yang の定数が Spin 1,3/2の場合

にも役立つ らしい尊を示 した,我 々は,ここに Spin が 1rの場合に関しては,

Lee-Yangの解析的証明が素直に拡張出来 る串を示す｡

〔1コ spiiT11の Classical Spin系の状態和 Znは

Tr e一拍

戒ニ ーi-JijPi Pj弓 H 蓮 . rpi

で与えられ
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e-1lKiJ･zn (小 1. ei'Kij(pi隼 1)lZpi
jL-1,-1,0

1 - eipHK･ ･- P J iJ一ノ (2.2)

とかけ る o n-Spin系について (A,B,C)杏 (1,2,-････A )の

Perm.utation とし,

iLi= 1 L くA

- 1 i i a

c t'∈ t_.I

とす ると,

e-zKljzn-

γ1 ㌻5

ここに

で,

A'
γ1+r 2+ ㍗ 5=n

(γ1 !γ2 !r5日

(2.5)

_ 1(Permuta七 iorl)il

r2r5 γ5

×R H -E'(ai,Cj)iElJ,fL IX.(bi/･Cj,)J〝>id=1i=H･-1 H x(ci"･Cj")

γ1 r2
X H H
k-1紘/-1

･2(ak,一つk′) 了 了 r 2

女(iJ･)≡ e~Kij

0 < Ⅹ(リ )く 1

Ⅹ(ij)-Ⅹ(ji)

を充す O ここで,ai(A･biGB,cieC

また ,

ie ｡ なら eKtij(〝iPj｢1'-te~Kij)
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i,JiA .fLら eKij(PiPj-1) - 1

iEA,jEB な ら eKij(Pi隼 1)-(e-K-ij)2

が成立つ事を用いた(I-我々は Lee･JYangにならって次の函数 Fn を定義す

るo F凸は ,各格子点 iに不均一な蔵場 hiがかかった時の状態和であるo

rl γ5

Fn'十 ･ln) =, 1.γil.γ5=n(rl !γ 2 .･r5亘 I～Z〉-fw i空1 j-Hl
γ2 r5 r5

× Ⅹ (aiCj )i意 J,空.x (biJ,CJ･,)i">i〝= 1H x(ci",Cjn)

- 1くPer声>

･krHu 2.x2(ak,be ,k;=1.Aak,crkH21Abe′
-11K‥

Fn(A,･･･A)/- e " zn(A)

である車は明 らかである｡

(2.6)

(2.7)

〔2〕 古典 spin 系の特性は次の漸下式につ くされる｡

(定理 1) Fn(l l ･･. }n) = Ⅹ12Ⅹ15Ⅹ14 ･--･Ⅹ1n

- 1 _1 ㌔-1

× ll .Fn→ (Ⅹ, 21 2 , Ⅹ詩 5 ･･････Ⅹ.nln )

十 ㌔ 叶.(ス2 --･･ln)

+ 171Fn-1(Ⅹ1212,Ⅹ15ス5--･,Ⅹ.nln)コ (2･8)

直観的に明らかだが,●次の}様に証明される｡

Fn - I .(1 2 ･･･ln ) -i .+ f5(ス2- ln)ナ f2(ス2･･･l n)弓 1

(2.9)
とか くo

刷 f l Z (-rl!T2､!TSり-1P eErm′一.ヽ
γ1+ r2+r5=n ん ) (1∈A )i,=1､)'J-:

γ1 γ5
H H x(ai,Cj)-1 )--1
(àキ1)
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･i,'H=2.芝 ,I(bi,,CJ･,,,.H真 〝=,Ⅹ(ci〟,CjN,k'Lill差.x2(ak,bc)
(akキ1)

γ1 -1
＼ JI _Y

Jヽ
J

Tt

T
f
.1t
′
｢妊

庄

a′.＼

rlI
hⅦ

川u
X

L.O
∬×

r2
[1 ('=:

(1,ak′)Aak′p,-1

- 1

( 1 ･b p ,) A bpJ)

γ1 r2

) H x(1･akJ )cH-1Ⅹ(1Ibp)k/=1

- 1

- Ⅹ12Ⅹ15 -･Ⅹ1n lT.,.,2.a,5=rJ rl,"2!r宮 IP呈fml蔓1;JT=H5,

冗 Ⅹ(al,Cj,i',lil:I,75i lX(bi,,Cj,,).d曇 迄 1Ⅹ(°ip,cj",

r了 r2
× _a H
k-1 9- 1

γ2

× ∬ (Ⅹ
LPI-1

- 1

γ了1

･ 2 (ak,be )近,i:了 ( 1 ak′)Aak′

(1･bg:,) A be,)- 1〕

- Ⅹ.2 - Ⅹ 1㌔ ｡一言 Ⅹ言 1 A 2 ･-Ⅹ.nAn)

回 同線に して,

-1Perm

f2 =γ1+rf.,5顎 卑 γ2!γ5日 (1ぎ_B)IH x(ai,C1･'

×(b7,lTT.) Ⅹ (b i'･ CJ･′) D-I 'ci'y･q･" )(bHp*H" Ⅹ 2(ak,･･bc )
ィ1

×n x (ak,1)Aa kI-IxT l( 1 ,be)A be

xIIx(1,cj･)Hx(1,bc)Hx(礼-1)-LI

- Ⅹ.2 ･･--Ⅹ.n Fri-1(Ⅹ12A2 ･･･Ⅹ1nAn)
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f5 =r.+,:.r5-a(rl'γ2!r5日

XH
(cj

再
_1Perm
a H H

IEC(cjキ1)

′芸 1)Ⅹ(bil･cJ!)(i"nj"*Hl)Ⅹ(C･･",Cj")I

Ⅹ(ai.C1 )

-1

･X H Hx 2(ak･ be ) H Aa･kH A be

XB x(ai,1)Hx(bi'1)H x(1,C了 )I

= x12 L･･Xln Fn_.(A2 ･･･An)

(定理 1の証終)

1)
〔5コ 求める定理を証明す る為には,Lee-Yangの補助定理 が Spin

lの場合 に も成立っ事 を示せば良い｡即ち,

(定理2) 1 1 ,人2,- スnが

Fn(ス 1 ,} 2 , ･･･ An)-0
を充し,また
O

ilkト≧ l (k= 1,2, ･･･n )

な ら(ま,

叫 7- 日2Ⅰ - ･･･- 1} n i

であ る｡

数学的帰納法で証明す る｡ a- 1の時

F l (i)- A+1+了 1

(5.1)

(5.2)

(5.5)

(5.4)

だか ら定理の成立は自明である. n- 2の時 も (定理 2)は成立す る事は

Appendixに示す｡ここで次の仮説 <H l> , <H2>をおき,< H 2>
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が 自己矛盾に導 く事を証明す る ｡

<Hl> n-2及びrlT-1については (定理 2)が成立す るO

<喜2> l]'n ( l l.12 ･･･ln) = 0,, (5.5)

を充 し, 叫 I> 1, ｡ 2I≧ 1- 日ni≧ 巨 ごある様 な Al, 1 2 - ln

が存在す る｡

(定理 1)を用 いれば, (11ス2･･.スn)が (5･5)を充す時には,

12FnJ xl言11 1,Ⅹ 2T 15 - Ⅹ 2Mnllrl)+Fn_1 (ス1,15･･･)

+ jr FnJ x,211,Ⅹ,515- Ⅹ2㌔ n)- O

が成 りたつO ス2 について解けば,

(5.6)

jt2 ･-=
一㌔ -.(ス1,15･･･)士FI21+.(i.,15-十 鞭 n†1(I;21ス1)FnJ x.212)

2FnJ x言 1A.,Ⅹ言 115- )

(5.7)にもうー慶 (定理 1)を適用すれば,

-A.Fn_2(Ⅹ言 115･･･)士 人.J盲T T
人2 = -il -i1

2Ⅹ言 11.Fn_2(Ⅹ25 Ⅹ15 15- )+ E

ここに Eは,

- 1 -1 -1
且- Fn三2(Ⅹ 15 i,･･･ト 4㌔ _ 2(Ⅹ 25 Ⅹ15 ス5- )

-1
× Frl- 2( Ⅹ25X., ス3 - )

また,

I.::∴ :I-:I- ~∴ 二

(5.7)

(.5･8)

(5.9)

函数 と見なす とすれば, I付 - - の時 , 12 は極限値 p2 に連す るだろ

うo この時 Ip21 < 巨 ごあ Z,･O 何故なら (5･8)の分母の 11 の係数 は,

Ⅹ言 Ⅹ2言1情 i> ト ･であ るので,<Hl>の故に零にはな .̀).JSない0
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そ こで,β2ほ次式を充す車にな る O

-Fn_2(Ⅹ言 1ス5･･･)±jt
β2=
2Ⅹ言 1Fn_2(Ⅹ2T x言 115･･-,)

(5.10)

(5.18)を書 き 竜 せば ,

Ⅹ12 P2F n～2(Ⅹ25 Ⅹ言 115･･･)〔Ⅹ言 'p2Fn_2(Ⅹ2.,1-x 詔 5)
-1 , -1

- 1 . -1

+Fn- 2(Ⅹ言 115 ) +Ⅹ.2P2 ㌔ _ 2(Ⅹ2 5Ⅹ.5 人5)⊃ - 0
(5.ll)

これに.(定理･1)_を用いれば,

Ⅹ .2 P2Fn_ 2(Ⅹ 25 Ⅹ15 i,･･･)Fn-1(Ⅹ.2 P 2 .定言 ㌦ 5 - ) - 0

-1 -1-15f> 1▲,雪質1>を考えれば,Ⅹ25 Ⅹ15

･言 1卑 > 1-･Ⅹ.;11> lだか ら,

Ⅹ言 1卑 ≦ 巨 でなければなら犯｡これか ら,

lp2tく Ⅹ12 < 1

(5 .1 2 )

(5.15)

が得 られ ろo以下 T.LJee-Yang と全 く同 じ道をた どる事が 出来 る｡ 即ち,

15,1｡ ･･･スn で固定 しておいて 日 昌 を増や してゆ くと, 吊 2リ ま, 1よ
り大 きい値か ら出発 して,<H2> 日1 トぅ - では 1より小 さい値に収束

す る ｡

この鹿 (5.7)の分母 は <Hl> に よって零にならない事が保証 されて い

るか ら, i121は連続的に変化す るo従 って,途 中どこかで iA2l= 1 に
/ /

なるO･即 ち, A,, A2,15･･･スn が存在 して,

Fn(l l',12', 15 -･ ln )- 0

を充 し,かつまた

1226-
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11.'‡> i, 吠 ‡- 1 廿51≧ 巨 ･･｡nI≧ ! (5･15)

であ るO 今度は 12',14･･･ln を同定 しておいて, 15 を ス1の函数 と見な
して同 じ操作を行えば, 11 5 I - 1 に出来 るO このや り方を くり返 して終に

は,次の性質を充す 11,12-･スnが存在す る事になるo

Fn(A 19 1 2 , - ス n ) = o

IA1i> 1

11 2 l = i付 = ---= i付 = 1

(5.16)

(5.17)

(5.18)

〔4コ (5･16) (5･17) (5.18)を充す Ilkiが存在 しない車を示せば証明

は終 る｡ まず次の補助定理か ら始め よう｡

(定理 5) r> 1 と実数の β1,β2,-∂nが

Fn(∫ ei91,ei8 2,･･･eiOn) - 0

を充すなら,次の不等式が成 りたつ ｡

(4.1)

> 2 (4.2)

(証明) (4.1)を rに関 して解いて,

r eiO IFn_ 1(Ⅹ 言 1eii' 2 , ･･･Ⅹ .-nleian ) + FnJ e

+ r-1e" FrlJ x1 2ei82････Ⅹ1neien ) - o

lf{) :

Fm(A. ･- 1m)が次の二つの性質をもつ車は明きらかであるo

Fm(Al,･･･lm)-Fm(lil,･-lmTl)

F雷(i.,-.1m)- Fm(庁 ･･･lm*)

この二式か ら

- 227-
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I- Ⅹ 1n-leiOn) - FnJ x12eie 2 ,Ⅹneien )

(4.6)

I.02 - e'vn)は実数である事が分か るO これを

Fn-1(e i ,

iO

が成 りたち,また,Fn(e ん , ~~-ロ

用いれば (4.5)は次の様に書 き直せ る O

甘 (/･82 ･･･eien)

Z2 +

Fn_,(Ⅹ.T ei02)i

Z+1=0 (4.4)

ここ(ニ

Z - r exp 〔 iOl+ iarg Fn_1(Ⅹ言 .eiO2)｢ (4 ･5)

とおいた｡ こめ二根を α,β とす ると,

a一-β~1 (4.6)

また,β=a㌔ たは,β-βキ の何れかが成 りたつOもし p-β米 > 1な ら

ば, (4.4)は実根をもたねはなら犯が,その実根条件は,不等式 (4.2)であ
来

る｡また,♂- a な らば, (4.6)より

1αl !βI- 1

となって しまい r>1,即ち, i乞‡>1と矛盾す る｡

(証 終)

以上の準備を しておいて,最後め定浬の証明を行 う.

(定理 4) Fm(ll,･･･1m)が は 理 2)を充す ならば,次の不等式が

成 りたつ ｡

H m(t leZ.8 ㌦ ･tmeiem= ≧ 鳩 (e8.01,･･･eiOm)i
(4.7)

ここに 七1,七2,･･･七mは tk≧ 1を充す任意の実数であり, el,･･･8m は

-22'8-
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実数である｡

(証明 )

七2,itO5･･- 七m≧ 1 と 01- 0m を固定 しておいて,Fm(ll't2eiO2･
･･･tme m)を 11 の函数 と考 えろoこの時･ (定理 1)か ら, ス1.Fmはll

の二次函数であ り,また, 'U2≧ 1･ セミ≧ 1,･･･.tm≧ 1である事 ,Fm は

(定運 2)に従 う事 を考えれば,その二歳は共に車使 用の内部になければなら

損 ｡ 即 ち,Fm(ll) は次の形を し､ている｡

Fm(ll)- A(ll-aeiQ l) (ll-beib2)/ ス1 (4･8)

ここに A, a, 也, ¢1, ¢2 は 七2 - tJm,
含 まない｡また, 0<a≦ 1, 0< b≦ 1

等式が成 り立つ事 は容易に分か る占

JFm(七1ei81)i≧ iFm(ei81)i

実擦, (4.8)か ら

ZFm い 1eiOl)V 座宮

Ol･･･∂mの函数であって ス1を
セあ る ｡ (4.,3)について次 の不

(4.9)

-1三･.･''';:日､丘~I.,
×f何十岩eib '- 1 (4･1D'

一万 , も1≧ 1, 1≧ a､> 0であれば,

肺 ⊥J㌍ ¢!2 - ち.･+ 2a cos¢

≧ 1+a2- 2ac｡S¢- ll-ae隼 2

なので,

(4.ll)

h m( 七 1ei8 1 , 七 2eiO 2) l ≧ iFm(eiO l ･ t2e" 2 ･ I- 七meiOm =

(4.12)

-229-
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が成 りたつ｡ この操作を くり-返せば ,

塙 (ち.eif9.,-七m薄 日 ≧ iFm(e-i8.,,･･･p千cm'= 4.15'

が成立｡ (証 終)

さて,<Hl>によれば,m -n-1の時には,Fm は (定理 2)を充た

さねばな らない ｡ 従 って (定蔑 4)によって不等式 (4.8) が成 り立つ O とこ

ろが (定理 5)によれば,この時は, (4.2)が充た されず, (5.16)(5･17)

(5･18)を充たす (ス1-An)は存在 しない o こうして,始めの仮説 <Hl>

<fi2> は自己矛盾を含む事が分 7た?即ち,I(定理 2)の成立が証明され

たのであ る O

〔5⊃ この証明のや り方か ら分 る様に, Ising m｡de王の状態和の解析的

性質を最も強 く規定 していろのは (定蓮 1)で表もされ ろ漸 下式であるo この.

漸下式は史に一般 の場合にもその拡張形が存在し,それか ら任意の Spin に関

す る Lee-Yangの定蓮 が証明され うるのではないか と思われ る｡ しか し,
5̀

よこに記 した方法では,おそ らく Spiri-= くらいが職変であるとノ酎 つれ また例え,
2

spirl盲･,2,盲 と次々に証明 してゆけたとして も任意 Spin に摘す る証明
を得 る事 は不可能 である｡ この為には,.これ らの漸下式の系列が もって いる

5 5

性質に対す る更に深 い蓮韓が必要であろう｡ 我々はとりあえず,次には Spin
I-i,

2の場合を詞べたいと思っている｡

全ての面について寛重 な御助力を給わ った金沢先生 に感謝 します｡更にこの

様な問題が存在す る事 を指摘 され,貴重なヒン トを与 えて下 さった小野先生 ,

鈴木先生 ,川端先月三及び唐木氏に感謝 します .

(Append土Ⅹ ) n- 2の場合,

11iL2F2 (ll , 1 2 ) ニ ス22 (1 12+Ⅹ 11+Ⅹ 2)+Ⅹ ス 2 (112+ll+ 1)

+Ⅹ2ス12+Ⅹ)･1+1三 f(ス2) (A,1)

Ij111≧ Iの時 f(12)の根が共に単位 円の内鮎 こある事を示す o 代数学

で よくしられた次の定蓮 4)を利用す る｡
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(定理 A l) 多項式 f(Ⅹ),f(Ⅹ)- aoxn+ alXn～与 ････+ an

の根が全て単位 円内にある為の必要十分な条件は,次に定義する Be'zoutの

行列 Bが定正徳である率がある｡

1
-
!
ー

,I..

～.
i
a

b

h
V

｢
i

_
し

こB

lii_l･-,

..
b
:IJn

ln

i
-
-

-
～.a

(A,2)

行列要素 bz･]･は,次式で定義 され るo

(aoxn･ ････an)(a=yn･ ････a2-)-(a.yn･ ･･･.an)

･ (a雷Ⅹn+-+a雷 ) - (Ⅹ-y) E bn_.,n～jXLyJ (A,5)

我々の場 合 bり は次 式 で 与 えられ-る ｡

b12 - b2 . - (卜 Ⅹ2)(r2-1) 〔 (1+Ⅹ 2) (r2 + 1 )+2ⅩrcqsO 〕

(A,4)

bl.- bf 2 - Ⅹ (1-Ⅹ)(r2-.)〔(1+Ⅹ )(r2+ 1)+(eiO+ Ⅹ e~iO)r〕

(A, 5 )

こ こに,11= r eiO, Ⅹ ≡ Ⅹ12

また,r≧ 1,I>Ⅹ>口 である｡

対角要素 b12 が常に正である事は明 らかであるoのみならず我々は,

de七B も,また,正である事を証明する車が出来る｡

detB は次の様に書け る｡

detB/r2 (1-Ⅹ)2(r2-1)2Ⅹ5= (a+2)(u2-1)W2

+2(u+2)(2u-1)cosOa'+4(u+1)cos2g･-A(u-2) (A,6)

こ こ に,
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u ≡ Ⅹ+Ⅹ > 2 W≡ r+r了 1 > 2 (A,7)

(A,6)は,Wの函数 として,

Q'-- (2u- 1) cos O (u2 - 1)- 1

を頂点 とす る放物線だが, u>2,では,これは 2を超えない｡

_従 って (A,6)は tu-2で最小 になるO 陪局,次の不等式を証明すれば よ

いo

4(u+1)cos2β+4(u+2)(2u-1)cos e

+ 4(u+2)(uT2--1)- (u-2) > 0 (A,8)

(A,8)の左辺は, cosOの二次式だか らその判別式 Dを調べ ると,

Dニ ー16(2u+5)(u-2) く 0 (u> 2)

だか ら, (A,8)は常に成 り立つ ,_-エJレミー ト行列が正櫨であ る為の必要十

分条件は,その全 ての主産行列式が正である串だか ら,証明は終 った ｡
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