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§1. 序 論

1952年上 Lee及び yangl)は格子系におけ る強磁性的相変化を優 素磁

場平面におけ る有限な系 の状態和の零点の分布を以て論 じた｡ 通例 ,この定理

は巌近接相互作用をもつ格子気練 ;即ち巌近接相互作用を もつ

ニS
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土ng強磁性俺 についての定理 とみなされているが成立対称 は もっと広い｡一

HusiTni-Temperley modelは Lee-Yangの仮定を満たすので,全ての
2)

零点が単位 円上にある尊 は明 らかだが このときの零点の分布関数 は Katsura
5) 4) 5)

により求め られ, Sai七〇, Abe Suzukiによって もその性質が論ぜ られ た｡

この定理が J< Dの場合 (以下 J>0を ferro,J< 0を an七iferro と賂

称す ることにする｡)に対 してどうなるかは興味 ある問題で モtJ< 0の場合 の

状態和の零点は負の実軸上にある "という/proposition が多 くの人r:よっ

てな された ｡ また,Ab喜), suzuk5i)は零点 の分布関数 と critical index

の関係を論 じた ｡ この ような蘭題 に対 しては数値実験が役立ち,有限 な系の

状態和を求めることが必要になって く争 O 有限な IdS)log mOdelの状態蘭 を
求め もことは 4×4,5X5x2については Kaもsura により求め られているが

最近電子計算枝の発達 に より 5×5,4X6,5X5X5等が Ono,Karaki,

uk言)等Kawabata,Suz
8)

により相ついで求め られ たo JAnもiferroの場合,

yang~自身多 くの場合零点は負の実軸上に分布す るが例外のあることを述べ

てい るo Yangが示 した例は2つの sldblaもticeに分け られない系であった

ので 牧2つの sublatもiceに分け られる場合 につ いては負の実軸上にある ''
9)

とい う修正 された proposition について数値実額が Kavaba七a, Ikeda等

によって行なわれ,概ね負の実軸上にの ろが例外があるということが分 った ｡

その結果 によると 2x2, SXS, 5×5, 2x2X5, 2×5×5, 5×5×5に
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対 しては全ての娘は負 の実軸二ヒにあるが ,4×4,_4×占, 2x2〉く2に対して

は大部分の負の実 軸 上の根の外 に,複素根が私 らわれてい るO 7)

また,S- 1, 号 等 の rsingTn｡delに対す る数櫨実験 も Kawabata等
に より行なわれ,Ferroでは全ての根は単位 円上にあるが ,Antiferroで

は負の実軸上 の損の外に複素根が現われていることが見出された｡

Heisenbergmodelについても Ferro,AntH erroの両者に対 して
10)

IJee-Yangの定理及び前述の予想が成 り立つであろうことを KatsLira

は ､1)く6の da七aより推論 した ｡

一方 ,Fishelrl), Ab三2), suz.llki5)潮 犬態和の複素温度平 面の根の分
14)

布 より Curie点及びその近碑の critICal indexを議論 した｡ Katsura

はこれに対 して状態和の矧浪乗積表示かち積分表示は導 くこ.とが出来て も積 ノ

分表示か ら盤根乗積表示 は必ず Lも導かれないことを注意 した O

最 近 slaterの誘電体 mo･.,jelの 2次元的 versionである Liebの KDP

rriOdel,Rys の ADP model,WL1の KD-pmodelの exactsolLltionが ･
15)

得 られ その結果は iTsユJngmodelの exacも solu七ion と類似す る所が多

いよ このノ- トでは Leeb-Yangの定護及びこの Arltiferroに対す る確論

が second neighborの in噂 ractionを考 えた Isln.g m＼ode_1及び-KDP

の Slatermode,h AijPの Rysmodel, WuTl'iOdel等でどうなるかにつt

いて数億実演 を行ってみたのでこれを報告す る｡

菖2,第 2近接格子点 まで考 えた場合 の 工sing model

4×4の格子に .p､erio･dic conditionを課 せ,rleX{i nearest neig-

bbor までの相互作用を考窟 した状態和を計箪歳で求めた｡ nearest nei-

ghborの相互作用をJ Inext nearesも n-eighbc'Tの相互作用を J′ と

Ⅹ- e-J/kT y-e-J'/kT a - e2miI/kTI I

とすれば,この系の状態和は

Z4×4(I,,y･Z) - E‰ m x 賦 m
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で表わされ,その結果は Table′1 に示す.これは y- 1としたとき ono,

Karaki 及び ka,wabatと7)I-TSの暑巣 と一致 し, Ⅹ- . としたとき別 に行 っ
16)

の 4つの場合について時 々の相互作哨比及び温度を変えて,複素綴場平面に

おけ る状態和の照の分布を調べたO この結果は,全ての根が単位円上にある

場合,概ね単位 円上にあるが例外がある喝合,全てが負の実軸上にある場合 ,

塩ね負の実<･軋上にあるが例外がある居合,全 く不規則な場合の 5つの場合に

分け られ,/;.ji:況を Fig.1(a_)及び Fig.1(b)に示す ｡

i) J>D,J′>ロ,この場合は Lee-Yang の仮定を満 しているか ら

当然だが,全ての椴は単位円の上にのっている｡

ii)J>0,J′<O, tJ′r< 与 Jでは Fig.2(a)が gT｡und sもa七e2

であるo IJ′lが小 さい掛 まほとんどの根は準位 円にの-ているがすJに近1
ず くにつれて外れた根の数が増加 して来て iJ′i>- Jでは全ての根は単位

2

円にも負の実軸上にもの っていない｡

肝)Jく り, J′> CI,全ての根は単位 円上にも,負の実軸上にものってい

ない,-,

iv)J<0,J′< 0,J-J′平面は全ての根が負の実軸上にある部分 と,

大部分が負の実湖上にあ り-蕗が複素根~であーる鶴城 とに分け られるo

J/kT･を一党 とL J′/kTを変えていったときの根の分布の変化の一例を

Fig.5,4, 5に示す ｡ Fig.5では横 軸は -2n(-IInZ,)杏,縦軸は

Rez を とってある｡

.+ 一十 + +

l+ + + ++ + + +

+ + + 1-

F土g.2(a)

t 一 十 一 一 + - +

- +- + - + - +
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Flg.2(b) Flg.2(C)

secorld neighborまで考えた Isingmodelの g､round state は

Fig.2(a),2(b)(及び+,-を交 換したものを含めて)2(C) (及び+,
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Fig~｡1(a) 欝 2近接格点を考えた IslngmOdelの
複素磁場平面の根分布の概況
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Figl1(b) J′/kT-0の軸上の根分布の概況

-o･2㌔ T

烏 合部の根が単位 円上にある場合
○ 大部分の根は単位円上にあるが,外れている′ものもある場合
× 全部負の実極上にある場合

△ 負の実軸上の根の外に複素根がある場合 ､

孤 孤: 負の実献 上の根の数
亡1 単位 円上にも負の実軸上にもない場合
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liableI. Partiもion function.ofもheIsingmodelof4X4with firstand

secondneighborinもerac侶ons.
i?m n

乙4×4(Ⅹ'y･a)I,チ/葺 mnxy 7J,
Ⅹ - e-J/kT, y- e , a - e2mH/krll,

N十十+N---N斗),

･N'+L+N′ -N'-+),畠

whereNa月andM/aparethen umberofspinpalrSin thefirst and
secondneighbors,respectively,anda isthenumberof+ splnS.

-
L
CI
Z
I

h
]
1
6
2

8
6
6
8
2

..g
4
4
6
6
0
2
8
2
6
4
2
4
0

8

2

0

g
8
4
2
6
0
0
6
2
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

1
3
8
9
-5
-0
7
6
1-2
-8
-7
9

-9
2-4
1-5
-5
-･2
3
2

-6
m
4-2
-6
-6
6
日
1

-5
19
1-3
4-0
3-2
-6
-1
19

3

12

-i
-6
619
2-0
2-6

-7
1

8

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0.
0
0
0
0
0
0
0
0
-
0
0
0
0
-
0
0
0
0
0
0
0
0
0
-
0
0
0
0
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
0
.0
0
0
0

1
4

0

-

-

-

0

0

0

0

0

0

0

q

0

0

0

o

o

o

0

0

0

0

0

O

0

0

-

-

0

--

0

0

0

0

0

0

0

n
V

0

0

n
U

0

0

0

0

0

0

0

0

o

o

o

n
U

0

o

o

0

0

0

Li2

nu
0
0
o
o
o
0
nU
0
0
0
0
nU
0
0
nU
nU
八U
nU
0
nU
0
0
0
0
0
O
0
0
-

-
-
-
-
0
ハU
0
0
nU
0
0
nU
0
nU
∧u
nv
nU
0
nV
0
0
nU
0
0
0
0
nU
0
n

u

■.l

=
u

4 - 12-10 -8- 6 - 4 -2 0 2 4 6 8 10

0 0 0 0 0 0

O 旺 0

0 0 0

0 囲 O

慧 3) E

0 0 A

0 0 0

O 配 O

0 0 0
O 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 X
0 0 0
72 0 0
64 0 0 0 0 0

80 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

12 0 0 0 0 0

0 0 96 0 0 0

0 0 0 0 0 0

32 0 0 0

0 0
0 0

00
6
4
nU
nU

ワ
リ
⊂J
､b

l
一
L'J

oO
nU
2
1止7
4

nVO
.4
9
♪hU
6

リノ=
rn,
-1

へHU

､‖
U

n
U

qWJ
引
m≠
H

(一J
C-I)

nU
‖ヽU
nU

0
nU
nU

nU
0
0

0
nu
nu

n
U

n

U

rr~u

O
▲HU
0

0

n
U

,u

O
▲HU
八日Hv

4
e=U
0
0
0
0
0

√hV0
nxu
nU
0
0
0
nU

り
U
n′】
2

Cヽ
リ
.t･-1
3

0
6
2
′hU
-ヰ一
〇
〇

…
5
7
5
6

3
2
PhU
2

.4
Jh凡て
nU
6
0
4
lnU

rhU
8
6
5
2
6
∩八V

cヽ0
7
2
つJ

l

0

0

〓ヽ
u

0
n
v
n
v

lnU
0
nU

nU
∧U
0

.-1
八HU
nU

n
U
lnU
0

n

U

n
U

0

o

0

n
H
u

4
勺ム
代り
nu
nU
nU

叫コtH
ⅥWn

n
HV

o

nxu
d入日U
8
8
0
0
lnU
0

リヽ′一
つJ
e..こ
ハ一J

I
｡ll

1
I

J7
2
一月て
一〃q
0
oO
nU
▲nU
n
V
0

6
3
〇八U
4
2
･4

↓tJ
5
つ1J

n
U
nU
2
4
rnu
rnV
nxU
nU
nU
o

1
.4
9
5
2

5
3
凸■HU
2
1

1

0
0
4
∩入U
nXU
nU
▲LU
2
0

…

G入U
O
免U
2

L.hU
9

3

3
4
nU
3
2
1

1
1
1

n
V
nU
nU

nU
llU
0

｢.≠t山
nV

HUnU

0

0
nU
nU

.▲uこ

n
U

r
nV.一↓
nU

Ⅶ廿nnV
=

nU
n‖U

▲nU
0

n‖)
▲nU

0

0

n
U

0

0

o

▲H
u

n
u

2
0
..4
0
o
o
nU
0

へ一J

り
∪

8
6
2
0
0
0
n
V
0

ハブ.)
■rり
uヽJ

l

ll
2
1

2
6
6
6
2

0nV0

∧uJ
5
1
5
9

1
2
n′L
2
1

1･-l

0人U
6
n入U
2
6
0
4
n
V

2
5
0
1
9

6

1-
2
一〃'
5
0<U

1

2
0
2
0人U
J止T
nU
n八)
8

3

(uJ
6
2

0
2

1
7
0

2
1
一

.リL

1

∩
‖
v

o

n
U

0
nu
o

0
0
nU

nU
nU
nU

0
O
ハ‖U

0
n
u
･4

nU
nU
0
0
nU
0
0
nU
nU
4
00
4
へ〓u
nU
oO
nU
n
V
oO
oO
nU
0
nU
nU
rhU
nU
′hU
0
nU
2
<‥〓V
nU
nU
0
0
oO
00
oO
ハXU
oO
0
nU
nU
0
nU
nU
nU
八日u
nU
へ〓u
o
･･q
2
4
nU
nU
nU0
n
V
nU

ハXU
2
√hV

2
4
A
1
2
…

-hv
6
5
2

3

2
EU
LCU
2

2

n
V
1
DAU

3
1

1-人
仁U
6
-エ
1
人

2
9
2
3

･1
7
71
･-⊥
-エ

7
LL･>
つJ

O

爪
U

0

n
U

6

4

o
O

n

V

n
U

ハh

u

0
0

2

0

0

6

1
4
.

2

一
月
7

2

n
U

0

0

0

o
O

…

n
U

4

(H
U

へ
‖
V

0

n
U

0

n
U

O

八日
U

∧ソ
!

6

6

n
U

n

v

nH
U

n
U

n
u

0

n

V

n
U

lH
U

n
U

0

n
U

o
入U

r
nU

･･九
･

n
U

n
U

0

0

n
V

n
U

q

り

仁
U

▲4

1

2

9

1

0
0

9

6

3

…

･･I･J

6

5

5

1

4

5

に

V

.4

1

1
1

3

1

1

Ln

3

2

4

2

n
U

n
u

n
U

n
U

n

U

(Hx
U

<X
U

n
U

n
U

o
入U
-
X
U

0

n
U

0

n
U

(v
u

J
UT

n

V

n
U

0

n
U

n
U

0

人H
V

6

n
U

n
U

n
U

n

V

0

0

0

n

v

n

V

O

4

n
U

n
U

n
U

n
U

n
U

n
U

n

U

n
U

n
U

n

V

n
U

n
U

o

o

o

o

ハ
U

n
U

O

=

,

0

n
U

n
U

2

2

2

2

2

t.L
'

ハu
J

6

J.1

1

1

1

1

n
u

n
U

2

′
h
U

n
U

･4

2

0

n
U

♪
h
U

O

〈k
U

n
U

n

v

n
u

人目
U

0

0

0

O

<
‖
U

n
V

n
U

n
H
V

n
U

0

n

V

0

n
U

n
V

一n
U

0

n
U

0

n
u

n
U

n
U

n

U

n
U

▲H
U

n
U

n
U

=

/

n
U

n

り

n

U

0

n
U

0

n
U

.n
U

n
u

0

n
U

n
U

0

0

n
U

0

3
5

′
hU

3

1

nU
nV
nU
入り山
nU
nV
0
0
nU
nU
nU
0
0
nU
nU
nU
O
ハU
O
爪U
lHU
nU
nU
0
0
nU
0
nU
0
0
n
V
nU
nV
0
0
nU
0
n
V
n
V
nU
nU
nV
･HU
O
∧u-0
nU
nU
nリ
nu
nU
0
0
0
nU
nU
nU
∧U
八日u

MUn

0

6

n
U

0

n
U

n
U

n
U

0

n
U

n
U

n

V

0

0

n
U

n

U

0

0

0

n
U

0

0

0

n

U

n
日
､

O

n

U

0

0

n
U

n

V

n
U

0

n
U

n
U

n
V

n
U

n

U

0

n
リ

n

V

0

n
U

0

n
V

O

･n
U

0

0

n
U

▲‖
U

▲‖
U

0

0

n
u

n
U

n
U

n
U

0

0

l

212 864 334 4 6784 102 6 2 6784 3344 864 212

1

n
U

n
U

▲n
U

0

n
U

n
U

0

n
U

八
日
U

n
U

0

n
U

0

0

n
U

n
U

0

n
U

0

0

n
U

爪
U

0

n
V

0

n
U

n
U

n
U

{U

O

八1-

l

∧
U

0

0

0

n
U

n
U

n
U

O

八U

n
U

n
U

n
U

n
U

0

n
U

n
U

n

U

n

V

0

0

n
U

O

▲-1
U

n
U

0

0

n
u

=
∪

16

1
nU
(HU
0
nU
0
O
八日U
nU
nU
nU
nU
nU
nU
nU
nU
nU
nU
nU
nU
nU
nU
n
V
0
nU
nU
0
0
nU
0
0
0
0
n
V
n
V
0
0
0
nU
nU
nV
0
0
0
0
0
nU
0
0
0
0
0
nU
0
0
0
0
nU
n

V

EiiZF削wn
qコ∬u
l
I

nU1

β
rL
/

8
2
0
8
8
8
4
7
8
4
2
0
8
8
4
2
0
2
4
0
8
8
4
2
0
2
4
d
8
2
0
CO
d
4
2
0
2
4
8
8
0
2
8
4
2
0
8
占
4
2
0
2
4
8
8
0
2
4
d

孤

1
1
1

l

[

l

一
I
t
一
一
一
一
I

8

7
ー∧)

一
…
l

n

I
I
I

8

7
′∧)

5

4

1

f

5

4

t
i
t
7

5･;ZJ

一一li

I
I
i
I

2{2

n-
i-

1

l

｣
I
f
t

1/■■■l■

1
1
1
1
1
1

1

[

l

I

I
l
一
i

nU

Z/2



Lee-Yangの定理の一般化とこれに対する数値実験
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Fig.5 第 2近接格子点を考えた 工Sing model･の複素磁場

平面での根分布
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Flg.4 第 2近接格子点を考えた Isingmodelの複素磁場

l平面での根分布
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Lee-Yangの定理の一般化とこれに対する数億実額
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-を交換 したもの,縦 と横を交換 したものを含めて)の何れかであ り,根の

分布の map もこの 5つに対応することを期待 したが,Fig.2(a)が ground

stateであるときは全ての根は単位円上にあるが,全部 の根が負の実軸上に

あるときと大部分が負の実軸上にあるが-一部の根が複素根の場合 との境界の

物理的意味は明 らかでない｡

J< 0,J′エ ロの場合,複素
9)
根があ らわれはじめる点は J/krL. -0･505

で, Ikeda,Kawabata等 の結果を追認 した｡

§5. 強誘電体の Slaもermodelと反強誘電体の､RysA:iodel

最近,強誘電体の Slatermodel (以下KDPmodelと呼び, order-

disordeT型諸電路の modelを総称 して Slaもermodelと呼ぶ ｡ ) ∫

反強誘電体の Rysmodel(以下 Fmodelと呼ぶO) KDPmodelを

modify した Wumodel等について,Lleb,Yang等により exac七
151

solutionが求め られた. Isingmodelと Slatermodelの相似性

か ら, 工singmodelについて成立った Lee-Yangの定理が Sla七er

nrJdelにも拡張 して用いられ るかどうか調べるため,周期境界条件の もとに

有限 な系の状態和を求め,その複素電場平面及び複素温度平面におけ る根の

分布を調べてみた｡

状態和は,

ZMXN(Ⅹ,a)-2aemxPzm

x= e-E/kT z - eV/krl.
タ

で与えられる｡ただし E(> 0 )は格 子 点 の 単 位 site energy, V は電

場による energyで,KDP, F, W uの 各 milOdel に つ い て ice cond-

itionを満たす 6個の格子点 の configuration energy は 夫 々 Fig.6

の ように与えられるC

T205-



Lee-Yangの定理の一般化とこれに対する数値実験

■ ､

･KDP ロノ O E e

F E

W ユ 0

電場による
energy

-Ⅴ

8 8 c

cくつ 8 8

+V +V -V

6 8

0 D

e E

0 0

Fig.6 Ice corl_dittion･を満たす conflgurationの

各 modeユ.に対する energy.

また MXN とは電場の方向にN個,電場 と垂直の方向にM個 ならんだ系を

意味 している. (Fig.7)

↑

N

個

- 血生 個 -)

00-- - ~ ･ - ･一･･一~一〇

O-
･-

･-･
-

-

･-0

7-~~‥~-~~~1-

[

壬

i

壬
J---一丁-

-
･
･･
.
･..
fJ

電

場

Fig.7 M X N の 格 子

全ての configuratioェ を作 って ice conditionを満 さな いもの.tをす
12 2 7

て ると小 う方法を とるとす ると-47'･4 では 10 ,6X 6 で は .10 の case

block matrix になる o Lたが って,この transfer matrix を作 る事に
5 6

より, 4x 4で は 10 , 6X dでは 10 の caseに残す ことが出来 る.状

態和 を求めたものは

-206-
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KDP 4×4, 4)く6,

F 4×4, 4x6,

5×5, 5×6, 6×4, dX5

6×4,

wu 4×4, 4×6,

であるo Table Ⅱ-Ⅶ にその係数を示す｡根の分布について今 までに求め

られた範囲では (複素温度平面の櫨分布は一部分未完)次の事が成 り立って

い ろ ｡

i)KDP の複素電場平面の根は低温では単位円にのろが,ある温度以上

で 2次元分布をす る｡ この 2次元分布に移 ろ温度は - ×-の臨界点
15),16)

了 8/kT - ⅩC-i-よりやや高いが,系が大きくなれげ - ×- の臨界点に

近づ ぐごあろう｡ すなわち臨界点より低温側では Lee-Yangの定理が示す

ような状況で相麿移が起こるが ,高温側では ferroの Is土ng modelとは

異なった様子を示す O (Fig.8)

ii) F modelの複素電場平面での根分布は全ての温度鶴城で 2次元分布で

ある｡ (Fig.9) ･

再)M ,<Nの K DPでは Z2N平面を考えると低温 で単位 円,高温で負の実

摘にの っている｡ この途中で僅かなが らある温度範囲で複素根の現われらも

の もある. (4X 4,4× 6)M-- ccでこの温度はなくなるであろう｡

再) wumodelの複素温度平面cj,板分布については Suzukiの propo-

Sまtion は成 り立 っているようである｡

V) KDP と F modelの複素温度平面の根分布については現在 までに得

られたデータについては系の大きさが不十分なので,より大きい系について

の計算 を実施中である｡

〔検 討〕

i) sla七ermodelでは Islng mOdel と異なり, ice conditionに

より･1周の矢印の向きを変える事は出来ないので,境界条件が塩素電場平面,

凌素温度平面の根の分布にどの ように影響す るか問題にな る｡援素電場平面

の根分南は,たとえば KDP modelの高温 ,F modelの全現象領域で 2N

本の放射線上に各々M個の根.が分布す るという規則性は periodic c.ond､i-

tion に よるものであるが, periodic copdition以外の境界条件に変 っ

･- 207-



Lee-Yangの定理の一般化とこれに対する数倍実験
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Tabユe 柾. Parもition function ofKDP,F andWu
models of4×6.
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Lee-Yangの定理の一触化とこれ正対する数値実意
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Lee-Yangの定理の一般化とこれに対する数億実験

TabユeⅥ.Partition function of KDP and F models of dX4.
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PllableⅦ. Partition function of KDP model.of dX5.
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Lee -Yangの定理の一般化とこれに対する数値実験
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Fig.8 4Xa KDPの複素電場平面の根分布
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Lee-Yangの定豊の一般化とこれに対する数倍実験
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Lee-Yangめ定男の一般化とこれに対する数尽実験

て も KDP Tn｡deユ軍準範TCl埠単位円士に分布 し.,KロP mQd占1の高 温及び.

F mQ的 1の全温度磯城 で 2次元分布する事は変 らないであろう.

ii)別に行 った比熱の音憶 か らその ギ-クは- ×--の輪罪点ⅩC-⊥よ｡2
わずかに低潟 に建ているOしたが って有限系qj鴇罪点に相当す る温変は KDP

modelの-･''*素電場平面g)栂の分布で 2壁元分布 に移行す る温度 より/少し下の

温度である事 も考 えられ る . しか しなカ子ら,比熱の ピークの深度 と2次元分布

に移行す る温 度 の問轍は系が大 きくなるにしたが って減少 し,cx｡X▲dcの鴫泰点

に二近づ くはずである｡

iii) Fmodelでは an七iferroの Ising mo･del と同様に-複素 fugaci七y

平面 (複素庸境,電場平 面)の根の分布に よって相転移を議論できるふ 否か は

今後の閲･,fIi･Bであ ら.O

】へ
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