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§1. ま え が き

われわれは,基研モ レキュール型研究計画のひとつのテーマとして,bigb

inhomogeneouscondensateの物理をとりあげている｡ その典型的なひ

とつの対象として vortex lineを考 え一るQ液体 - リクムの場合,その大づ

かみの性質は既 にわか っているし,また不完全ポ-ズ気体について理論的な

計算はかなりくわ しく行われているが,ここでとりあげたのは neLltral

impurity (樽に fle5)が vortex-1ineにつか まる話である｡

He5原子が , V;ーorもex lineをつ くっている condensate同様 angular

momentumもをもっているな らば全系の Kineticenergyを小 さ(1 るため

Heさ は He4 と入れかわ って vorte李の中心か ら離れてい くであろうO しか

し角運動量が零な らば位置エネルギーの小 さな場所に来る,それは相互作用

が effecもively repulsiveであることか らHe4密度の小 さな場所で あ

るovortexの芯では,condensateの振巾,位相 ともにはげしい変化を

しているから通常の 2流体概念は成立していないであろう｡しかし仮にそれ

が成立しているもの とすれば芯に近づ くとともに (あまりTlに近 くない限

り)全密度が減少することが緒論 される禦

このことが寛政にも定性的に正しいものとすれば HeS は 芯 に もrapされる

ことになる｡そして芯8-ま構造変化を起し,それが また dynamicalな性質に

も反映 して くるであろう｡

莱) staもionaTyかつ温度一定では

dP/p-- (∂ps/∂p)Tavs2/2
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実際の実験条件では,容器を唱転 させて渦糸をつ くる際 ,渦糸が中心に一

本しか存在しない時の廻転角速度は余 りに小さく,一般には,多数本の渦糸

が一様に分布 して容器の角速変や喝転している状況が実現 さえるO このとき

He5ぉよび常流体は容器および渦糸群 とともに剛体的に唱転しているO

そこでわれわれは,He5が一本の渦糸につかまって,その軸q)まわ りの角

運動量零の状態に存在す る場合のエネルギーを一方で考 え,これと比較すべ

きものとして容器の角速度で廻転している境界条件のもとでの free state

にあるHe5のエネルギ-を考えるo後者は注目している渦糸とともに遅劫し
ている系に乗 って考えれば渦糸を中心 として同じ角速慶で鳩転している状態

になるが,廻転達劫による kinetic eneTgyは,小 さいO 静止している

He4の系に_He5を入れた時のエれ レギーのみを考 えればよいo

§2. D土1ute gas近似

2･1 HeS原子が 1億だけ存在し,それが vor/tex lineにそって一様に分

布 したとす る｡ H♂ 原子の数をN個 とすれば system の彼劫関数は,

fiartree近似で

ー → _ー ー N →

轡(X,Ⅹ1--ⅩN ) - ¢(Ⅹ)l=HlP(Ⅹi)

再 言).≡ 41(r) : He5 の波頭国数

甲(i) ≡ F(I)eユ0 : He4の波- 数

と書けるoただL I,C, Z は vortex llneを軸 とす る

円筒座標

モミamlltonlanは

▽ 2
H ==- -

2m5 2m4 i三1V ユ

l̂
十言 g ∑ ∂ (Ⅹ了Ⅹj )iキj

27Tf ′ 27Tf
g = g =
m4 m5m4

2 m5十m4

工 芸 ▽ i 2 .g′ 呈8(.x-Ⅹi)

∫:scattering amplitude
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Superfluid Vortex

で与えられる｡

(管はl切 をつ くり (一都甘)-1の制限をつけ,少(I)及び F(r)で変分

をとると

一重 (震 +l 意 )" g.,N F2 ¢-65 ¢

1

d2 1 d

-⊥ (｢ - 一 一吉 )F･(gN F' ･ gt打 F2m4 dr ∫ dr

= 84F

(5)

(4)

(5) (4)は数値的にしか解けないので,さらに変分関数の形を仮定する｡

(4)において 〆 -Oとすれば,pi七aevskiil)方程式と.な/i),これは数

値的に解かれてい る ｡

それは近似的に

F Cく

r2十ro2

ro2 -
2m4nOg

と表わされる(Fe℃;er2).)

HeSが vorもex lineに b㍍d されたとすれげ,He4 との斥力により

coreの半径が大きぐなるであろうOそこで coreの半径 dな変分 param-

eもer として

F - 〔 - 2 -2wd2 en (A, a) }〕 忘 2 (5,

と仮定す る.､ただし, system を円筒形 とし,その半径を R,vortex lj_ne

にそった長さを Cとす るo
次に (5)式か ら r→ ｡の時 F2→ .であるか ら,少 → ｡(._三色 r2)
であることがわかる｡

これより

¢(∫) - ce
-ar2-

と仮定す るo aは変分 param'eter
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大見哲巨｡堆井恒丸

C - n, ･筈 n言 古 HeS の I inedensity

変分関数を上のようにきめ (甘口1-1甘)を計算す る.

i) He4の kinetic energy

R d2

一票 J二 才(ど)(-dr2

a
K4言の orderの項は落す
1 d
+ - -
r dr

-Tloe (2 en言弓 )2皿4

nO

N

CMR2

- i ) F(∫)2∬rdr
r

ii) He4の interacもion energy U4-4叩くN-1)
ダe j･RF4(r)2Hr dr

O

N(N-1)

N(N-1)

?

ダ⊥ +すno2 8 H d2V

く7)

(8)

グ1 は N 個 の He4 a七〇mが一様に分布した時の energyでⅤ

energyはそこか らはかることにす る｡

ii!i) He5 の kineもic energy K5

d2

一叢 J'頼 ).(- 主 意 )棉 )2Hrdrdr2

a

=cn5 す ㌻

iv) He5,He40)interaction energy U5-4

eN g′J'f2(I)¢2(I) 2Hrdr

-enSnO夢′ (1-2a d2 e2ad2El(2ad2)i

E.(I,-fxuキ dt
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Superfluid Vortex

以上の結果か ら vortex lineの単位長さの energy Eは,

E- n5fA(Ⅹ ･y)十B(y)

2H(n5+m4)
A(Ⅹ,y)= no･

皿 5 m 4
〔1+Ⅹy-Ⅹ eX E,(Ⅹ)コ

B(y)-塑 〔enIR広神 1弓 enym 4

⊥弓 〕y

で与えられる｡

ただし, Ⅹ-2ad2 y -

(ll)式を Ⅹ,y,で変分すると

∂A(Ⅹ,y)
∂Ⅹ

-T15f

-0

∂A(Ⅹ,y)
∂y

∂B

+ T y = U

2m5n･5/d2

n5f くく 1の場合に上の式を解 くo

x-Ⅹo+n5 f xl+(n5f)2 Ⅹ2 +

y- yo+n5 f yl+(n5f)2 y2 +

(これに ともなってa及び dも展開しておく)

と展開し逐次近似すると,

m4

yo=
皿5+m4

よ り do2- 2ro2

( l l )

(12)

(15)

この時 Bは

B(yD)-三 笠 en l貸出 t
皿4･ ro

これは純粋な He4の場合変分関数を (5)の ように仮定した時の単位艮さあ
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2)

たりの vorもex lineの mininum ene_rgyをあたえ Fetter.の値 (1･65●)
1)

と Pitaevskiiの値 (1.46)のあいだに出ている.

次に ⅩOは (12)から

yo- (1+Ⅹ)eX El(Ⅹト 1 の根 として求 まるo数値計算す ると

xo = 0･512･

この時,Aは,

n5fA(ⅩO,yD)= n5nO 伊 ′ × 0･804

これは vorもexの core半径を doにとめた時の He5の energyを表わし,

･qe5が一様にひろが った時の energy (単位長 さ)に くらべて 0･196だけ

さがっている｡

また･この時の core半径 と He5 のひろが りとの比は

と interactionの強さに関係のない量で与えられる｡

次に
2

m4
yl= - 4

Ⅹ1-

m5(mS十m4)

H - 一 言語 (y｡+1)
1

Ⅹo

より Eminも n5fで展開してお くと

Emi n - E o + n5 fEl + (n5 f) 2 E 2 + ････

Eo= B(yo) El= A(ⅩO,y･o)

E,- - 4H n.菩 Ⅹ02
m5

E5-iHs .o鴬 )2阜 dx吉 5Ⅹ｡Ⅹ.〕

また,a･d についても n5f の一次まで求めると
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d- do+ n5 f dl

m4

dl = 2Ⅹo ●重 do= 0.852do

a-ao+n5 f:･al

al= 一 aoXo

Superfluid Vortex

(15)

(16)

m4 -m5+5 m4Ⅹ0+m 4Ⅹ0
21 ､

m5 (吋 ･m4万 2m4Ⅹ0-m4Ⅹ02

-0･0516 ao

この ように n5の影響を考えることにより, co.reの半径 もH･e5自身のひろ

が りも大きくなるが,core半径の増加に比 し,Hd 5のひろ.が りの増加 ま極

めて小 さい｡

茎迂 HeS atomが vortex lineにそって一様に分布しないで有限07管

ろが りを持つかどうか調べる｡それには次のような近似を用いる｡

Heろの夜勤函数 を , norma11ZaもlOnを考賭して,

ユ 1

打 T,a)-((=21)2a)2 e-ar' - bB 2 ぐ17)
HLJ

また,これに対応して He4の披動 娼数は,

F(I,Z,- 〔- 2-2H d2en(A,a,}〕弓 /rS (.8)
ただし, a,d は (15) (16)を用い

a= aD+ n5(a)f al

d= do+ n5(a) f･dl ■

CC

n5(Z,)- fo ¢(I,Z)22Hrdr

1

-(3%j盲 ~ 2 b z 2

e

-555-

J



大兄哲巨･堆井恒丸

とし,bを変分 parameterに とる｡

上の近似が成 り立つのは n5(Z)f ～ノ甘 f- 1及びHe5のr方向の
ひろがり1/JTに くらべ 乞方向のひろが｡ 1/jTが大きい場合 (a- b)
であると考えられる｡

(17)(18)を用いると

K 4 - j:; [2 . ( 2 en言･ 十 十 里曇(a,2 〕 d a4m4

u叶 ｡-J:; 言n . 2 e H d'2 dz

(:×)
U5_4=ノ̀

･一一〇く)

∞

K5･〒 j'--(>〇

I(19)

(20)

n 5( ち) no g′ [ 1 - 2ad 2 e2ad2 E l(2ad2)コ d z

?5'Z)環 十字

1 ;2+-
8m5 a2

b2Z21 a十- ･- b2.
m5 2m5 a

〕 ｡TJ

(21､)

(22)

ただし dotは 2;微分を表わす.

上の式で He5 の Z方向-のひろが りを有限にしたことにより直接でてくる

nS(a)･廼 三 と書 a及びdの zde,endenceのため現れたーZ徴発を含む
m5

項をのぞけば,-(14)式の n5に zdependenceを与えたのと同 じ式にな

るO それを n5(a)f Lニついて展開 し･Z積分を行いbを含む項だけをとる

と,

E2,f2JT･E3斎 b f5 ･ ･･-- (25)

また ,
OQ

j'n5(a)･
･-=矧

2b2乞2 b
d 21=

m 5 2m5 1

(24)

Z微分を含む項はすべて (24)と比較すると b2f について higher

oderに-なる｡

(25)+ (24)を bで変分する｡
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哩 /2斥 fき
打 f- 2

i - -:;_ 蓑 =-ミ2m5

4trF菅,2Ⅹ02no fS
m 4 16 m 4 2

一 十 丁 (寸 〔聖 .6 xo5- 5ⅩoX1〕 nGfSm S m 5

(25)

この結果 :

打 f～ nof5竜掘 ると 汀 f亘:1は･dilute gas近鋸
no f5くく1と等価であることがわか るo
また (16) (25)より

ab - 6(2 ,2xo5n.fS<< .
となり上で用いた近似は保証されるO

§5. Dense system
nog

(2くら〕

!lミル トニアyは (2)を用い,｣｣ -C2で液体 Ha4の音速を与えるTn )

ように fをとると,nof5- 11･8となるo

したがって､dilute gasの時のような近似は出来ないo

●
H 5 He4の波劫関数を (17日 18)と同じ形にとるoe I

1 1

" r･Z)- (菅 )ち2a,2e~ a r2- b z2
1-1■■-

F(T,a)- 〔 eiHR2 - 2Hd2 cn(A/ a ))〕 2

(17')

(18′)

ただし,ここでは a･b は変分 parameter･ また･core半径 dは,He5･

の 21方向の Iine densityに比例して大きくなるとし,
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d - do(1+ c e-2b z 2)

i:!

(27)

C は変分 parameter とす る O さらに' (26)式 と n･o f 5 - - の時には一

b b
--1になると考えられ るので,一 に対す る啓挿式を次のようにつ くる｡a a

16(聖 )2 Ⅹo no f5
5

1.r) !li-:1
(28.)

a 1+16(隻 )2 Ⅹo n ｡ f 5

5

m 5

n ｡ f5- 11･8 の臥 雲-0･910

(27)を (1?) (20) (21) (22) (;=- 0)に入れ,それか ら, pure

flT凸 4 の vorもex lineをつ くるに要す る energyを引きざると 冒e5 を入IJ

れた ことに よる energyの変化が得 られ る｡

,r( ∩ /7 ･;1, ∩ ,.. 4

盲(a,C)- n. 辞す nod ｡2 ( 2C (芸 )ち +C2(慕 )2)

-1 Hf-en孤4一∞

十

旦

(17)2

(1+c e-2b z2)dz

ウエ
ハ‖V
Jun
U

n

4 ′m 4

- no 択 (普 )

a b
+ - + -
n5 2m5

dimensionlessの塵

/)

C +̀ n o ダ/

圭J･- e-2bz22ad2e2ad 2 E .(2ad2)d去
- CX:)

(29)

α - 2do2 a β- 2 d o2 b

を導入し,

-558｢.
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b- 0･910a nDf5- 11･8

等の数値を入れて妾理す ると,

1

竜(d,C)- noタ,〔1+D･0,528a~ち c
iJ

Lquperfluid･Vortex

m4 4
..一･一■一･･■■･-･■･■_･...■_一･･･一一一一

m5 5

~-O - o･0185a ち =l(C)十 0.0116d P 2

ユ

+ o･LnO5 2 7 α2 C2 - 0･56 4 ‡ 2 (a･C)

+ o･851a〕 (29･/)

工1(C,)-.J･∞ en(1+ c e-C2)dC･.･,-()〇

Z 2(a,C)- J･∞ dC e-C 2 α ( 1+ce-{ 2 ) 2 ×･･･~⊂〉く)

× exp〔α(1+ce-C 2 )2〕El lα(1+ ce-I?)2〕

この中で no炉′は He5が一様にひろが った時の energyを与えるoこれか

らのエネルギーの低下 (単位 noダ ′)∴を数値的に求めると下の表のようにな

る｡

てて 0.2:: ･0二2J.5■ .0.5

･.1.0 0.27-5 ･包まヱjJl 0.277

und?rlineした6点をとってそこを通 る二次曲面の方程式をきめ,その

minimumを求める｡

Emln- 宜(0･274･1･62)= no g ′ (1-0･504) (50〕
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a- 01274よりHeSの r方向へのひろが - do を単位 として ⊥
声~｡0

- 2･7 また･ core半径は d/d0- 2･62･H,eSが vortex lineに

bindされるかどうか という問題を調べ るには,H去5が vortek､ノ1ineに

つか まった時 とvortex coreから十分遠 く離れた時 との energy差すなわ

ち bindingrenergyを求め一なければな らないoそれには He5 を一様に分布

した H.e4の中に入れた時の energyを求める必要があるoこれは実験的に

はわかっている畳であるが,ここでは今 までや13た近似と同 じ程度の近似を

行って算出す るo

Hamiltonianは (2)披劫関数は (1).と同 じように Hartree近似す るo

ただし,

n r'- (祭 ,号e-br2

甲(I,- 〔竿 R5 - 2c

x 〔 1 - C了 ar2 〕

2

5

(旦 )ち+C2(竺 )
a a

5 1■■■ ---ヽ

2〕2×

1≧ C ≧ 0

sy′S七emは球にとりRをその半径キし･ (I,a,9)の球座標を用いるo

a,ら,C を変分 parameterとして minimumを求める.

(馴 H I,Q)を計算す る言 聖堂 霊j 才 は引いておくO

K 4 = 512

5
(2
tHJJ

∬
一
2ほしへ

2
Cn

U

n

皿 4
1
12a

N

no= -F!.

U ｡_4- MB･2350 nog (1 2, i55+1 4 )
a 2 22 52 52

5b′
K5= -
2m5
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旦 5
2

U5-4 - n｡g ll,-2C(蕊 ) +C2(X Tb)2〕

dimenSionlessの量

b
X=-
a y-雪 を導入すると

no5

宜(Ⅹ,yt･C)=K4+ U4-4+ K5+ U5_4
良

- n｡5′〔言(HF)2 1_ 望 5 C2

2H fn｡三 m5+ 皿 4 y盲

言 上 3 1" Y. 4H号 ユ K(C)言 う

2 2Hfn.i mS 十 m4 m5' m4

旦 5

- 2C (蕊 )2 十 C2(ま 丁)2〕 ,

e2 C5 C4

K(C)芸7--+-
22 5号 52

8E
~二二二= 0 よ り
∂Ⅹ

ユ

y-2∬n o5 f

Srd
～ =0,
∂y

Ⅹ H込 (
皿4

ユ

等 ( 20 - 5

2 (2Ⅹ)2
ー C

2 Ⅹ

( 23*1)2 (Ⅹ+ 1)

より

C2 1 1

- ･- +8Hno5 f K(C)･1 )
5 3. 5

22 y2 y2

(52), (55)式をグラフにか くとFig..1のようになる｡
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y

Fig,1.

m5 5
nof･5- 11･8･,- -一

m 4 4
を入れ,Cを Dから1まで 0.1きざみに与えて,

AJ点 ･B点における ･X,y を数値的に求めるo

その時の en.ergy,E(Ⅹ･y,C)-n.5′を no凍 ′を単位として求める阜

Fig.2のようになる｡

(A)

__一･｡･-･･1---,--｢･一･一日･一一一一-･J一･一一~-'
.I--0---～~~C

＼､C.

､ヽ､･､､-1
~＼､l
I､･､､＼.
､､､＼･て)
b､ (f3)

0.5

Fig.2.
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Ⅹ=1.0 y-4.67 (a窒 b= -()- C- 1 の時の -0.254

が minlmumであるoこの時 eneTgy (豆 ,N,B, ) と vortex ll},eに

blnd された時の energy (EB) と比較するO (単位 noダ′)

iK4 -0.065 丘041i -0ト---仁U,J元一4 '0.151 0.182I十q
･KS育 0,208 0.279一口
トー一一.---IlトU,き-4≡ 1--0.597II i1-0.755圭 ._o

bind された時の K4が負に出ているのは C｡reの半径が大きくなることに

よっこて Kinetic energyを得しているか らである｡

EB の minimum (50)を用いると bindingenergyは,OLO7no ダ ′

(-2.25oK)

上の表から解 るように,He4 の流れのない所にある hTe5 を流れの非常に

大きい 90誓 の中心に持ち込むことによるhe4の kinetic energyの得
が比較的大きく bindingenergyに寄与して いるO - ~

§4. saturaも土onの問題

§5ま_では,.He5 atomの数が少なく,それぞれが孤立している場合を扱
かっ7:きたo He5atomの数が増してくるとIiSたがいの斥力を感じ出し,エ

ネルギーは上 ってくる｡

interactionenergyを求めるにはHe5atomの 乙方向-の披劫関数の
ひろが りを正L く考えなければならないo

He5 atomの localiBeした点から十分離れた所では n5(2.)は小 さ(.な

り coreの半径は pure H e 4 の時のものに近づく,そこで vorも占xpI･,line
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の構造の Z-dependenceを無視するとHe5に働 く effectivepoten-
tialは 五一independentになるO

したがって ,波動関数は a,b,ac･･･等 §2で求めたものを射 ､て,

化 ,a)- c e~aor2- A ( Z ≫ 吉 )の形になっている筈であるo

仰 C は Z請 の時 (17′)の与える n5(Z) と上の式から与え

られるnS ( A )を等 しいとおいてきめるo
1

少(r,a)-((芸'22ao)i e-aor2-LJT z (a,,差)
･(54)

Heろ atom の個数を単位長さあたりN5コとし･それが等間隔に並ん:ごい

るものとして interaction energyを求める. interactionは 5 "8

(Ⅹ-Ⅹ'J)

4∬ f
ダH= - とお く

皿5 -bzi2

⊥

‥=,;o

Fig.5

(17′) で表わされる 0 に localizeした He5 と neares- neighbor

との interactionを計算す る (Fig.5 )

9〝J･∞ dzJ･∞2Hrdr(器 ,12a√ ar2 - bB 2 ×-oo 0

1 ､ つ. 1

･ 〔42(I, 町 一之)+4 2(r･重 +ら)]
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= noダ 〝
(2e)2才㌻ 4a a0 -2品ンN5

〟
至 no(a'ao

(55)

(吉5)の inもeraction energyが bindi.ng energy (§Sで求めた)

と等 し くなるまで He5を 入 れ る とそ れ 以 上He5を加えて も-vortex line
には bindされな くな るoその時 の He5 の 1ふine density は N5(satu-

rate)-音 で与 えられ る〇

一§5. vortex lineの 七ension

単位長､さあた り N5コの ･He5atomが vor七e.I lineにつか まっている時

total energyは pureHe4vortex line単位長さあた りの energy

∬no ノ1.50R
e-- 一･en (
TLn4 T0

竜- C E+N5

1iiii
J/b4aao

mo(a+ao)

saturaもeす るまでは,

)及び (50) (55)より,

gu
Pnoグ′(.-O･504十- ･グ/

1

(2e)2

･ew b'i'J5, (Ji,1･9) (56)

′~~~~~~

Cを変化 させた時 He5の tOtaユ･!･1･lmber･_N52
は一定であるか ら,tension (T)を求め ると

1
∂宜

T=.-- 二二8∂β - noグ〝･'ii'2･旦工lo

baacJ

(a+aO)

2rb-
e N5(57)

vortex lineの vibrationを考 えると (57)の te工ユSionに対す る影響

以外に inertia term にきいて くることも考 え られ るが , vortex line

め振動の ような macroな運動に対しては,その影響は無視 出来 る.
5)

振劫の dispersion relation は,

α -士
2ガ も fs

T k2 (58)

linedensityが saturaもionの億に近 くな ると He5の分布の仕方(i多
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体効果がきいてきて (56)(57)は正しくないかもしれない｡ しかし,ここ

では,その効果を無視する近似をとって, (57)に,N5(satuate)を入れ

ると,pureHe4の 七ensionに くらべてその 40%程度小 さな値を与えるo

また･saturateしたのちの tensionは Cの変化に対して eN5ニ ー定

とおいては得 られないo 振功の周期と, coreの外にある He5が coreに

落ちこむ時間とを比較する必要がや り,その効果によっては･･Ⅴ〔､rtex line

の振動 とHeSが coreに出入 りする運劫が coupleすることがあり,振劫は

複雑になる｡

§6. ま と め

dilute systemにおいては vorもex lirLeに bindされた He5は line

に直角な方向に core半径2,5倍程度のひろが りを持ち,nofノ5について次

の orderの影響を考えても大きな変化はない (16)o また,vortex line

にそった方向には,漬角方向のひろが りとの比をとって考えると

に比例L diluもeになればなるほど大きな範囲にひろが る o

1

(nofS)2

fle5の存在による core半径の変化は nDf5の一次からあらわれ,その

係数は比較的大き(･'ごる (15)o

dense sysもemでは , mo fS を 液体 H e4 の sound velocityを与え

るようにとったが,このとり方が,適当であるとはいえない｡

しかし,He5のひろが 冊 ミ･ⅤPrもex lineにそった方向と直角方向とで

ほとんど等しく,その大きさが純粋な He4 systemにおける core半径の

2- 5倍になっているという結論は,実暁のHe5,He4,system でもだい

たい正しいのではなト､かと思われるoまた,binding energyの大きさそ

のものはそれほどの意味はないであろうが,He4の kinetic energyの

変化が比較的大きく効 くという定性的なことは正しいのではないか｡
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