
不純物振動数の上下限を求める新しい方法

北 大 理 藤 田 武 彦

･て11月19日受理 )

§1. introduction

D｡aA)は同位原子不純物を含む格子の不純物振動数の非常によい上下限を

q defectregionhの固有値､問題を解 くことによって計算する公式を求めた.

ここではかなり多数の場合に彼の公式に.よるよりもよい上下限をdefecLtre-

gionの固有値問題を解 くことなしに ,しかも比較的簡単な計算で求める新 し

い方法を提出する｡

ここでも不純物を含んだ小儀域を "defectregionn,それ以外の領域を

"regularregionl'卜 と呼ぶことにする｡ まずこれら2つの領域の間の相互

作用を切 り離 し,その後改めてこれ らの領域間に相互作用を入れることを考え

る｡ T｡d｡とK.g-ur去)はこの操作を1つの直交変換によって行ない ,この変換
■

を行なったあとの運動方程式で記述される系を 代ModelS祖と呼んだ｡ Mod-

el Sの運動方程式から全系の正しい固有振動数を与える分散関係式が導かれ

る｡ 我々はこれか ら出勢 して不純物振動数i･こ対する上下限を種々の方法で求め

る｡ 1個の同位原子不純癖を含む 1次元格子の不純物振動数の上下限を ,最近

接相互作用および次近接相互作用の場合につき ,defectregionの大きさを

変え ,まだいくつかの異なる方法によって求め ,これ らをDeanの方法によっ

て得られる億と比較 した｡ その結果 ,多くの場合Deanの方法によるよりもよ

い値が得られること ,及びDeanの方法が適用でき一ない2,5の場合に対 して

も我々の方法は用いる事ができ ,しかも非常によい上下限が得られることがわ

かった｡我々の方法はrd:efecltregionの固有モ- ドを計算することなく ,従

って電子計算機を使用せずに解析的に上下限を求める事ができるという特徴を

もってい る｡

この論文においては1次元格子のみをとり'扱った｡ 2,5次元の格子の場合

には ,S-model に対するsecularmatrixをあらわに求めることが困難
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であるという難点があるが ,不純物振動数_の上下限を求める擬にはこれらの具

休的な値や形は必ず しも必要でないから,同様な方法が適用さ叫る可能性は十

分あると思われる｡

§2∴ Toda-Kogufe 変換と分散式

まず最初に最近接相互作用をもっ1次元格子を考える｡ 2N+1個の原子の

うち中央の0番目のものが軽い不純物であるとする｡ 行列形式で書いた運動方l

程式は次のようである｡
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である｡~一七 れは次のように書きかえられる :
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X+AX=o
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である｡ ここに
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TodaとKogure は更に対称な直交行列 を用いて直交変換を行なった :

Xl- DX ,
ン′

蘇 輔 筈 血禁 書･･血NBS
血 EiNニ1建 S血
N寸1

ZE(N-1)2 .7C(N-1)･･sin
N+1 N+1

血 璽 ヒ堂 ...sinJL
N+1 N十 1
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これは不純物それ自身をdefect region,のこりを regular regionと考

えた時 ,regular regionの固有乍- ドを導入することによって行列 Aを部

分的に対角化することを意味する｡即ち運動方程式は ,

●●
X I+DADX-0,

DAD- α)2I-N＼
･､ 0
＼

0＼､＼＼＼u_12

A - ･- - - - I----日_,･1
-N - 1

となる｡ これをあらわに書き下すと ,
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Ⅹo十明Xo+5'Asxs-o
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(12)

但 しa'S は regular region.の ,COo はdefectregionの ,何れも固定端

境界条件の下での固有表動数である｡ As はSmodel における2つの領域間
の相互作用を表わす :

aI邑-4γl Sm
2打S

2(N+て)

2
前 汀 γ1′sn

ZrS
N+-1

日 2)より全系の固有振動数C2 に対する分散式

A2

B2 =W言+ ぎ′結
(キ0) S

が得 られる｡
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次近接相互作用を考慮に入れると,相互作用行列は次のように怒 る :
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Toda-Kogure変換を行なったあとの行列 DADは最近接相互作用のとき

と同じ形をもっが ,paramelterAsヨ,夷 が次のように変わる :

2 打nS
(ゼ -I.2γn(1-0OS二二TT)

N+1'_

_ 汀nS
Sn-
N+1

ds-22-.ar'nN+1n-1 (17)

次にdefectregionとして ,不純物を中心とする5個の原子をとってみよ

ラ.このときToda-Kogure変換の行列は5,行 5列の恒等変換を含むものに

なるO最近接相互作用の場合には,変換された行列は
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となる. これから全系の固有振動数に対する分散公式

J22-W言+

が得られる｡ 但 しQ)0
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である｡
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§5. 不純物振動数の上下限に対する種々の方法

Defect regionと:regular regionの間の相互作用がない時のそれぞれ

の固有振動数はRayleigh の定理によってJI､,全系の正しい固有振動数より小

さい｡ 従ってdefectregionとregular regionの相互作用を切ったとき

の前者の固有振動数を正しい不純物振動数に対する0次の下限として用いるこ

とができる｡ これを出発点として Iterativeな方法 ,叉は不等式を直接解 く

方法によって次第によい上下限を求めてゆくのである. 以下defect region

の大きさと,相互作用の range./-のいくつかの組み令せに対 して ,この操作を

実例によって示そう｡ 簡単のために不純物を中心とするn個の原子をdefect

regionとしてとったキいろことをqn個くりぬき'n-と表現することにするO

〔1〕 最̀近接柏互作肝 ,′1･個くりぬ'きの場合

方法 αl

1)全系の正しい固有振動数寸こ対する分散幽係式はこの.とき次のようである｡

N A竺
92 -Q)苦-2 E

S-192-QJ2S

以下よ‖ま不純物準位に対する全系の正しい固有振動数と考える｡ ･

2 ) (12)からわかるようにAs はdefelCtregionとregularregion

の間の相互作用を表わす.｡､従って,2つ の領域の問の相互作用を切ることによっl◆._

で (As一寸0) ,正しい不純物準位の下限としてdefect regionの最大の固

有振動数が求められる｡ これはDeanの方法によって得られる下限 (olで表わ
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(26)

5)次に級数和内のh2 を上のようにして得られた下限で ,雪 をregular

regionの最大の固有振動数(塩 で置き代えることによっ't B壷 に対す る上限

を得る｡

N

2S-21A2s
B之 <a'苦十… - -W.言+

01-QJ2m

2r/12

01- む 2nl

N N

I A2-i -γ,12I sh(蕊 )-T,12S-1 S N+1 S=,1

ここ で ,

ill

9

(27)

(28)

を用いた｡

この上限はDeanの方法から得られる上限 (Tで表わす)に一致する｡方法α1

は従って 〔1〕の場合Deanの方法と等価である｡

方法α2

級数和の各項の9.2 をそのま まと しがSをa'品 でおきかえると ,

N A
92′･g(1)芳+22-

S-1B2-W竺

2㍗/12
< a)苦+

322-W21Tl

921- < 92 く Bal十

322,±-
a'f+(堤

これを解いて

2

また級数和の中でQ'as - Oとす ると

一一225-

(29)

(50)
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lJ.･i･岬

2E A竺
S-1

B2>QJ言+- 一一･･･一･一一一-Wo2十
β2

となる｡これよノり

[;≡.:=BをM.
B宇土 ,G書士 の閥の大小関係が

(

,β2< 朝 一

Q'吉十8r'12

3222-<軍 - < B箸+ < B若+

B箸+ > 明 , B f+ a,lan

めように与えられるから,次の2つの場合が存在する
5

日 B!+>鴨 (M′< 言M-0･625M)のと喪

12芸+ < β乏< B宕+

wo2
B芸+- - 十
2

a,苦+8r'12

W喜+(塊 (a,3-a,品 )21+8r'12

但 し,

斬 意 , T,I-蒜
である｡

ii) Bi+ < (塊 (M′>0･625M)のとき

(塩 < 92< 9号十

(54) (55)は方法ol によるよりもよい上下限を与える0
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不純物の質量M′が鹿則原子の質量Mに近づくにつれC2は(塩 に近い値をと

る｡このような場合には上に得られた上限はなおゆるすぎるであろう.更によ

い上限を得る､ためには次のようにすればよい｡ M′が小 さくなるにつれ不純物

の振動の局在化が強まるので 1個くりぬきに対 して与えられる近似的な不純物

準位aJ｡ はその時正しい不純物準位 Bに近づ く｡従って分散関係式の左辺は不

純物の質量M′に関する単調増加関数である｡ 従って級数和の上限は左辺のM′

-Mにおける値 ,下限は左辺のM′-0忙おける値で与えられる｡

Nn Ag 4γ1-2γ1
0<2
Is-192-a'邑

従ってM′がMに近いときは

.一､ 92 ≦a'苦+2γ1

-2Ⅹ (-Ml′十 忘 )

の方がよい上限を̀与えるO

〔2〕 最近按相互作用 ,5個 くりぬきの場合

方法 Ⅰ

分散式はどの場合 ,

2T'1色
92-6)芸+

-γ1 (56)

(57)

十2γ1) (58)

である｡ (26)より右辺第 2項は正でなくてはならない｡ここで述べる方法は

Iterativeに下限から上限を更に上限から下限を求める方法である｡ 両薗域

の相互作用を切ると

2r/1.2
92>a)言+

となる｡ こ'れから下限として

322>B2+-

322-2γ1

Q)言+2γ1

= Jl
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が得 られ る｡次 に上で得られた下限を塵いて
2

322 ( 2r l +
ql

B2< wo2+

=a)苦+
2r712

01-a)2m
こ こ で ,

N N

E A2-⊥ T字 E 血之(
S-2 S N+1 S=2

=γ号

を用いた｡ (41)が使えるための条件は

β2>､2√rl･十

である｡ (41)を解いて ,

β 2 く β 行 -

∂1 -

が求まる｡

ol- W2rn

a)言 + ( 2 T l十 S .)

UQ)言- (2γ王+a,)子宝十8r'12

rf

o l ra12巨垣】

E⊥ ≡才1
S=2 92 -a)2S
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Defect region の最大薗有振動数の2乗 oユが鴨に近づ くにつれて(41)
の右辺第2項の分母は零に近づ くのでその時 (44)で与えられる上限はゆるす

ぎるであろう. 〔1〕の方法α2 の中で行ったのと同様に級数和
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の上限を求めそれを廃車､て__C2 の良い上限を得ることができるo Elの中の

parameterは ′

27rS
rlSm
N+1

∬S

がS-2rJ (1-COB- )
N+1

であるから不純物に関与 しない｡従って級数和El はB2の単調減少関数 ,M′

の単調増加関数である｡ その最大値は92-4γ1(M′-M)のとき ,最小値は92

- - (M′-0)のとき得られる｡

zlma又-EIM′=M-(B2 - 2γ1 -

=｢1

Elmln-Elm′- 0 - 0

N
o< E

｣2
S

<:rl

2r'12

122 -Ql言)M′=M

(48)

′′'

従って

-S-292-a)2 【S
これを用いて β之 の2次不等式 ,及びその解として β2 の上限が得られる｡

2r112 2γ12
9 2 < al芸 十

92 - ( 2 γ1+ rl) 92 -5γ1

β2 < β…十-

--QJ吉+

a,言+5γ1 匝 ㌃ J 5~~γ 1~~)2.~~~再 諦

これは ol が(堤 -4γ1に.近い値をとると●き有効な上限であるo

上限Bf+を用いると01より更に良い下限が得られるo
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92>a'言十

これより,

但し,

β2> β㌔

2γ'12

β2⊥(2rl

W2 十(2γ1+Al)0

≡ 02

Al-

である｡ また下限 62 を用いると

B2< a'冨十

322< 32誓十-

が得られる｡但 し,

2r/12

92 - (2γ1 +

(51)

(a,言- (2γ1ヰAl)‡2+8.T'12

(52)

i(55)

(54)

,/

q っ -W2
一̀ I11

a)言+(2γ1+∂2) W冨- (2γl十81日 2十8r'12

(55)

(56)
02 -a)2m

である,この上限がBf+ より良い上限として使えるのはM′がMに比べてかな

り小さい時である.M′がMに近い時はBf+かこの方法で得られた最良の上限

である｡

同様にして ,･次近接相互作用の場合にも ,1個くり･ぬきの場合には〔1〕の

場合の α 1 ,a2 に対応する方法を用いることにより.,又5個くりぬきの場合に

は〔2〕の場合の Ⅰに対応する方法を用いるこ∵とによって ,不純物療動数正対一

する厳密な上下限を求め畠ことができる｡
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54. Deanの方法及び上述の方法によって得られる上下限の数億的比較 .

以上述べた諸方法によって求めた上下限とDeanの方法 (以下Pとかく)吃

よって得られるものとを比較すると次のようである｡ 各表において ,LはC2

の下限 ,Uは虚2 の上限を意味し,またC2est-誓史,AG2-B2exact--
C2est･',A-U-L である｡

〔1〕 最近接相互作風 ,1個 くりぬきの場合 -
1

(1)M′-T Mの､とき
u 2 -8

92 exact-9･142857

L U

8.898982 9.464102

･2,M′-,iT.Mのとき
aJ芸-2.88

β2 exact-4.411915

L Ufα2 4. 4.88

A?2est

4.44000〔〕

〔2〕 最近按相互作用 ,5個 くりぬきの場合

｡ )M′-‡Mのとき

一口.028085! 0.880000

i I.B雪.-9.150165 9.144165-0.001506-0.01200〔)
63==9.15816.5
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1
(皇)M′-1T4Mのとき

L 二一.9,. -B苧es.!- ･AB2.A A

ⅠIi qlニ=4.19516992+-4.65p81174.444948-0:0550..55 0.4449480..2=4.277-08792+-4.占58~1p'17 4｣457592-0.045677 0.5占1~05ロ.

〔5〕 次近接相互作用 ,1個くりぬきの場令 (K/K二 1/4)o

1

( 1 ) M′-TMのとき
W言-10

β2 exact-10･940000

1̀
(2)MJ-lIT4Mのとき

QJ苦-5･占

92exact-4･77607L5

〔4〕 次近接相互作用

1

日 )M'-了Mのとき
I5個くりぬきの場合 (K/K-1/4)o
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･2,M′-.14Mのとき
L. U 322es.JtJ ･A322 A

･f 01-4.751570I 92+-5.1000.00 4.925..685_-0.1:49.61.2 0.54865002-4.522.997

これらの表より次のような結論が得られる :

最近接相互作用の場合は1個くりぬきのときにも ,5個 くりぬきの時にもDe-

an の方法によるよりも1桁良い結果が得られた｡Deanの方法では上限が

T-a'言+
0 1 -a)2m

-で与えられる｡ M′がMに近づ くと01時鴨に近づき従ってこれは良い上限を
与えない｡･我々の方法ではこのような事態が分散閣係式の中の級数和に対する

厳密な上限を即 ､,ること.によってさけちれており,その結界不純物の質草やミ規

則原子の質量に近い程良い上限が得られる. また ,1偲くりぬきに対 しては

Deanの方法の使えない場合 (o･1-a,苦く 噸-)に対 しても上lo方法は有効で

あることが分る｡

次近接相互作用の場合には ,1個くりぬきに対しては我々の方法は最近接相

互作用の時と同様の利点をもっ｡ 5個 くりぬきの場合は分散式が複雑となるた

めに不純物の質量が規則原子の質量に接近 した場合Deanの方法の結果 より良

い上限を得るのか国難 となる｡

菖5. 結 論

以上で ,少 くとも上に扱ったモデルに関する限 り,我々の方法は多くの場合

-Deanの方法 よりもよい不純物振動数の上下限を与え.ることが示された｡但 し,

Deanの方法はdefectregionを大きくとる程上下限の精度がよくなるとい

う特徴をもっのに反 して ,我々の方法においてはdefectregionを大きくと

ることが必ず しも椿度の改良と結びつかない｡ しか し実際問題としては高 々有

効数字 5桁日まで一致 した上下限を得れば十分であり,その範関においては多
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くの場合Deanのそれよりよい値が得 られるのである｡ Ⅰntroduction に述べ

たように ,我々はdefectregionの固有モー ドを計算することなしに解析的

に上下限を求めることができるという特長をもっている｡ この論文では1次元

の場合のみをとり扱かったが ,2,5次元に対 しても同様な方法が定式化でき

る見込みである｡

この問題をsuggest された堀淳一先生 ,激励をたまわったDean博士 ,

および有益な討論をして下さった合田正毅 さんほやゝ北大物性理萄研究室の方

々に厚 くお礼申しあげます｡
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