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このノー トの 目的は Hypervirial定理 と分子理論の粥連,特に摂動変分

演 (perttlrt)a,tion-Variation Meth〇d_)との関係を簡単に紹介するに

あるo §1では ViriaJl定 乳 Hell誓anTi-Fs･ynma.n定理の復習,§ミ2で

は fi:)rpervirial定理を解説し,前記をその特別の場合 として含む ことを明

らかにする. §5では摂動論による物理竜O-)補正 が Hypervirial達理に導

かれて行なわれることを示す｡

§1 virial定理,HeuInann-F卓ynman定理

系を記述するポテンシャル絹致 Vが座壕 (T- 又 ,_ y,Z)の P次の各 関数

であるならは｡定常状態持こおける遊動エネルギー < Tニ> とポテンシャJVエネ

ルギー <Ⅴ> との閣l/TL

β

<T> = 丁 <Ⅴ>
∠

の調係があることが ViriaJl定理の示すところであるO

この量子力学的証明は Fockによってスケ†/レ(scale)良子と関連づけて

行なわれた｡更に,近似波動滴数が与えられて.,その変分パラメーターの 1つ

がスケール国子である とき,平衡核間距轟においては,一子ケJV困子 を (1)を

充たすようにとることは全エネ/レギーをスケJV因子について爵良にすることに

なってい る,とい うことも証明 されているα

Hel二1mann-Feynmarl定理のはじめの形は次の通 りであるO 分子の解鍵 .

エネルギーを計算するかあ りに核 αに 及ぶ力 fーα を求めるとするっもし電子

に対する正しい波動関数 ㊥が与えられていて ,それか ら電荷密度

P(Ⅹ,y'Z)=革Pi(X,y･Z)乙

pi- <射 ㊥ >(i)

がえられたとせ よ｡ 但 し,肩の添子は電子 iについての空間積分だけは行なわ
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れていないことを意味するoその とき fαの期待値は

rα

< fa> --Zα< -TIp(冗,y,Z)ラ
rα

となる｡Zαは核荷電,これを積分すれば解離エネ′レギーが求められることは

い うまで もない ∩

以上の議論を一般化 して,ある物理塵 Mがパ ラメータ-1を含む とき

∂

訂 <M> - <･:Pl諾 博 →

が成 り立つとするのが 一般化されT=Hellmann-FeynmD.n定理である｡

§2 HyⅠ)ervirial定理

古典論からはじめろ,一班化 された座標 qと遅効竜 pとをもつ系があって,

そこで適当に定義 された (一価であ り-,系 と同じ境介条件をもつなど)

W(且,p)を考える｡ その とき系のハ ミ/レトニアンFiとWの Pcisscrl括弧の

時間平均が雫になる :

いⅠ,wi- o

これが古典的 i=iylp(jrVi._rial定礎である｡ 証明は次())過 rt),

a_W

且も

∂w . ∂Ⅶ .

(aTT qi' 隼 pj)

この左辺'J)時間平均は , 周期系では周覇を T として

器 -与指 dt- 与 (V･"I,-,m(O,)- ,3,

非周期系では

(一/価(T)-W(01)

･ 離 ･津 - elm (W(- ･(0,)- 0T→0

(●.●W(T),W(o)いづれも有翼 )
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HypeTViTial定理と摂動変分法

一方 ,右辺は

. ∂H . ∂誓

qj=盲訂 , pj= ~ 町

だから Pci.ss〇n括弧 となる｡

貴子論-の類推は自ら行なわれる ｡ すなわち,Pc'issoTi括弧のかわ りに交

換子をとり,時間平均を定常状態による空間平均でおきかえる :

< n圧 H,W〕ln> - o

これが量子力学的 Bypervjlial定理である｡

〔証明〕 Wに対する 冒elseriber,q-の運動方程式

ih且 < m(i)困 n(+J)> - < m(t)圧 W,矧 n(t･)>
d七

= (erl-.‰)< m(TJ=wIn(i)-ラ

但し･ 巨 托)>- ln-> e
-'も 七/k

を考え,<m(t)twin(+J)>キ Oとすれば,この対角要素より< rt旧.JTL/誹 〕頼>

= 0.

-Hyper･V-irial定登が :V-I_'1.ri_al定礎や HellTr既rm -Feynmar]定理を韓

別の場合 として含むことを次に示す. 一般的な ScYirad_i.nger方程式

g互In> = entn>

において,lln及び 匝 クが任意のパラメーター Aを含む とき

∂
前 (tAl･且-en)tn> - ( 4:- n‖ 意 > - o･

この式の行列要素をとり

I,je∫l

< 可 読in> =-～∂ス
∂鳥

< mlrl> + < miEn一 針 詣 > --I ･･･-･(9a)I

∂en

< n儲 imクエ 頂丁 く nlm> ･<豊 い n一紙 >

(的 )を導 くときに くml詰 > ニー< 詣 in> をつか-たO
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もL In′> が正確な波動調教ならば,対角要素をとる-ことに より

∂en

-37 - < n膚 In> ( 10)

とな り,これは (4)の HeユImann-Feynman定理である｡ もし In> が

近似波動開数 InO>であるならば

' no周 一 e訂 崇 > + <需 用-enln口 - 去 O-.･｡ ..)
が充たされるよ うに 圧 0> を定めるとよいo

そこで

ifl意 InO> - (VIJA-C)lnUク , C:定数

を充たす wj が存在 するならば ･蛸 をハミ/レトニアンTriとみて

∂En

∂l

(12)

< no圧 0> - <･1-LO甘 n-∩> + 古く 拙 H･W〕甘 > ･(.5)

乙

とな り, Hellmann- Feynrrlan定礎 と Hyperv_I,Li-ial定理は Co三1_E3istaノnt

である｡

次に Viria]_定理との幽蓮を論ずる, (9)の非対角項から

叛 く m巨詣圧 ク エ < m圧W,矧 n>
′

ここで )をスケル因子 とみて,rj - rjlとスケルするo ハ ミル トニアンは
12克2 ∂∂ ′ ′Utノ ′

牢 ･87jT+Ⅴ(rl / i T2'/ i -･-･'.-･(15)
I I

r.''ヽ

胃 ニ ~吾 ～2～mq;

スについて微分すれば

∂ ∂

揺 -I-∑(2Tj-rJ･･･町 )- -2T+r･(甫 - ･..-(16,ノ

よく知られた交換閑係

lr溝 T〕--2T, lr･音Ⅴ〕-r意 ,I
をつかえは,●(14)と (16)をみて
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Hypervirial宅軍と摂動変分法
iた ∂

W = ～ r'す㌻1

となる｡すなわち W-r･pは Virial定理を generate する Hy‡)ervirial

演算子である｡

との例から推測できるように,Hy‡)ervirlal定軍 を波動開数の改良に使

用するとすれば

rl
W = r ‡)

の形が注目される｡然 し組織的な研究は行なわれていない｡

§5 Hypervirial定理 とPerturt)ati〇n-VariatiCn珠

H叩 ervirial定理をつかって近似波動粥数の緯度牽あげるとい うことを,

摂動論 と関連 させて論ずるのが以下の主要な目的である｡

近似的な系に対 して

h¢ - £¢

が解かれているとする｡正確 な系

i.:,--==:1;･･

H-h + iV

を摂動展開で解 くことを試みる :

少 - め + 叫 +ス2少2+ ---,

E - E+摘 1 + 12E2十 ･･.･･･

もし適当なユニタ リ演算子Ⅴが見出されて

～

H - VHV
+

′､′
がhと可換ならば,･Hとhは同時固有関数をもつ,

′ヽ-′
H¢-E′¢,

更に (21) 紘
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ii:ワウ
H (Ⅴ¢ト- E (Ⅴ¢)

とかけて E- E ′とな り,また

+

¢ - Ⅴ少, 中 - Ⅴ~1¢ - Ⅴ ¢

も明らかである ｡

摂 動に よ り生ずるエネルギーの shift は演算子
′ヽヽ.ノ

Ⅴ/- H - h

から求め られ る o

E - 6 - < 射 Ⅴ′I¢>

だから

Ⅴ′- lVl/+ ス2V2 +
/

と塵開すれば (24)から

/
FJl= < ¢川 1再 > , E,= < 畑 V2月 ->, (27)

である ｡

我 々はVを

Ⅴ - e乙S (Sは エル ミ ト演 算子) ,I

の形 で求める . ス･- ロの とき V-→1だから

S - ISl+ ス2S2十

と展開すれば

V / -+ eLS H e" S- h

ス2

=,lv+i〔S･Td ] + 石 〔畠･〔S,H〕〕←

とな り, (25)と (26)を考慮すれば

/

Vl=Ⅴ+ i〔 S,h〕

(50)

/

V2-i t s ,,h]･i ls,,v h i ls l, V l ] (5 2)
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ここで,¢がh及びⅤ;の正確な波動関数であることを考慮すれば,,冒.vpe-
rviria′1定理をつかって

El= < 射 Vt¢>

l,

丑2- す く 射 〔sl,Ⅴ〕再 >

をえる｡

他の物理量 Lに対しても

<L> - <桝 L悼 >

- < eLS頼 詔 S¢> = < 射.e乙SLe~ is座 ク

.2乙

=<¢旧 ¢>+i<紺 S･鋤 >+盲T<紺 S,LS･L]]l¢>+-
となるから

<L> - Lo+ ill + 12L2 +

と比癒 して

L｡- < 裾 引 ¢>

Ll= i< 射 〔sl,L〕l¢>

i2

L2= 亘 机 〔S2･L]I¢> +訂 < 紺 sl,〔Sl,H 二日¢>
(59)

をえる｡

我 々は これまで¢が摂動 紺 で e- is¢ と変るとしてきたが,今度は摂動

-iT¢ と変る としよう｡ (51)との類似やALで e

L'= L+ ilTl,h]

を定義すれば,¢ほ L′に対しても正確 な波動関数だーから,再び hypervi-

riaユ定理をつかって

Ll= < ¢圧S7 , 〔T.,h 〕封 ¢ >
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をえる｡これは Lie-Jacc佃iの恒等式

〔S, ,〔Tつ,h 〕〕 + 〔h ,〔sl,Tl〕〕十 〔 T l,〔h,S l 〕〕 - 0 (4 1 )

及び hyperviriaJl定理により

Ll= i< 射 〔Tl,Ⅴ〕l'b> (42)

をえる｡ (58)と (42)は DalLT,amC,の交替定理 (interchanLqe the?rem)

に外ならない ｡

(54)及び (42)をかきかえて (H-h+スⅤ)
l,

柏 2 - --< 射 〔H Sl〕 座 >2 ,

スL 1 - -i < 射 〔冒, T 1日 め >

は壷要で ある｡ (44)について論ずれば, もし近似波動関数 ¢が Lの 1次補正

を等にするならば , それは Hy了)erVirial定理

< 射 〔モi,Tl〕丹 ク エ O

をみたす,そのために必要 な演算子 では

L･'¢ = (L+ ilTl,11]) め- Lo¢

(45)

(46)

より原理的には求められる ｡ 同様なことが (45)について も行なわれる.ここ

で明らかなよ うに,エネ,Jvギーについては 2次の補正が,他の物理盛;'こついて

の 1次補正と形式的にはよく対応 していること(:･,こ注意するo

再び,,よい近似波動関数をえるとい う閑適にたち帰ろ うo普通行 なわれるこ

とは,エネルギー的にみて よい波動熊数がえられたならばそれをつか って他那

物理量0'l期待値をとるとい うこ とであ る . もし変分パラメーターがスケJV因子

であるならば,これはエネルギ一一を最良にするよ うに定められる｡ Da.1gam o

は この条件をゆるめて,それぞれの物理藻について最良にするように提案した｡

具体的にいえ･ま,エネルギーについては (45)を,他の物理景L/I_ついては 1

(44)を零にするようにスケJV因子を定めることになる｡

DalgarnCの摂動変分法は
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41.= FO

とおいて , 1次の摂動 方程式 を直接,と一くことであ った (正確 に解けぬ ときは 変

分法で )0 Sand_ersと 打irs･chfelderの試みは.(19)で与えたWを

- iW¢-F¢

の如 く関連づけるにある,fiobinsCrl_の方法は,寮は これまで述べてきた こ

とであるOこれらについて IJl を列記すれば

IJl.=∴2FLe< 射 Ll銅 > ,

Ll=± i< ¢圧W∴ L〕座 > ,

IJl = i< ¢圧 sl,tl〕与¢>

とな り,交番定理をつかえはそれぞれは

Ll=2Re< ¢回 銅 >

Ll= - i< 射 〔V,Ⅹ〕i¢>

Llニ ー i< 射 〔Ⅴ,Tl〕再 >

と7iる｡ ここで G,Ⅹ ははじめ摂動 ALが入 った とした ときの,おのおのの

¢に対する補正因子である｡

(49)-か ら (50うべの移 行が,Robinsonの方法の｢場合にのみ,秩,法jg歩n

((49)と (50)では ¢に添字 nをつけて考えた方がわか りよい)に無関係 で

ある ｡ その埋田は :

〔L.iSl〕-〔Ld iSl〕I

- lLDd iSl]- lCh iTlj iSl]I I I

= 〔th iSl〕,iTl〕-〔h い Sl,Tl〕〕･I l l }

- lvDd ;,LTl〕- 〔h,liSl,iTl〕〕

- 〔v iTlト 〔vd iTlト 〔h tiSl,iTl〕〕I I I I I
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において,､最後の項 (の期待値)は零 ･また lLd iTl〕は非対角的だから,I

その期.待値は零 とJj:り,上か羊述べた ことが証明された. 従 って,T･1 を true

hyperviria<loperato芋,Ⅹn を apparent hyr,ervirialoperatcr

(¢nに依存する)と称するO

以上,理論の骨子を述べたにすぎないので,詳細は末尾の文献を参照された

い ｡ ただし,選択は筆者の産みに大きく左右された と思 う｡

ここで紹介 した理論の応用は,殆んど水素原子とヘ リウム麻子に限 られてい

て,未だ数学的技巧の域 をあま り出ない とい うのが現状で ある｡ もっと化学的

に興味あ る分子に拡げたい とい うのが聾者の希望で もあるo
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