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Method
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§1 は じめに

さかのぼれば, 1920年代にすでに用い られた方法であるが, variation

-perturモ-aJt･icnmeth〇且は教科書に もあま り書かれていなかった. しか し

Llalgarr,lClや Scnwarzらの系統的な研究の成功に よって,摂動による補 正

にたいする微分方程式を何 らかの手段で直韓解 く方法が注目を浴びるに至った｡

この解を完全系で展開する通常の形式的な方法では｡具体的な問題にたいして

は必ず しも満足すべ き結果が得 られないか らで あるb

た とえば水素原子の分極率を,励起状態についての和を とる摂動論に よって

計算すれば , - 1.480,- 0,200, - C.066, - 0.050 と-見 よく収赦

しているように見えるが,正確 な値は - 2.250であって連続状態か ら(I)寄 与

がまだ y3残 ってい ることを示 してい る ｡ すなわち ,完全系で尾関する場合 に

は難敵状嶺(7)みならず,連続状態をも含 めて,収蝕するまで計算を遂行 しなけ

ればならない ことになるoLか L P その よ うなことは実際問題 としては実行不

可能な場合がほ とんどである｡

2)
そこで,この ような困一難をさける･ために,DalgarnO以前に もAd.amov

5)
や Guy らは波動関数にたいする一次の補正 を 1>=F‖】> とおいて ,

分子の電磁気的性質を計算 していた｡

この方法を適用するにあたってまず問題になるのは ,出発点の無摂動波功 関

数 lo>で *.るO (A:artree-Fc'ck汲勧関数 を求め るために多 くの努力が緒み

憂ねられているが '摂動計算 の出奔点 として ,は たして)抽 rtre｡一一Fc,ckの関

数が必要かど うかとい う疑問は SrLaS.Z4)も指摘 したところであ り,I)al_i,arnO

らの研究は ,比較的簡単 な粛数を出発点として もよい結果が得 られることを 示

してい るo摂動方程式 が波動関数を適当な酎 こ作 りかえてゆ くからであるo L

たがこて ,一挙に最善の 再 > を求め るかあ りに ,あらい 再 >をもとにして

裾引 1>を求めるととPL'よ･畑 よ り多 くの努力 牢注いでみることち-都 こ値
するか もしれない｡

以下の取扱いにおいで埠 ,無摂動系は厳密に解けると仮定す るO大抵の歩 合

鋸 が与え られていることが多いか ら ,それに対応するHo を知る必要があ るO■
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そのためには SternLeim畠Tの考 法を用いる :

H ±= T + Uゝ

にたいして

T ¢D

Ho = T + Uo ただし･ U'､o = Eo ~ マ ㌃

とすれば よい.･すなわち,

王io¢ロ= FJ o q'o

KFa7'.Lil?5農 芸ヵ㌘ £冨デ 有関数であーる○ もっと欄 的な方法 としては TJpmein
6)

Yaris は Hoに対応する ¢Oを用いずに 鴨Ve一〇Peratorforml】laticm

に よって補正 を求める摂動論に似た方法を礎案 してい る｡

7)
C･F･Le加 地 , D･M･Schrader は Hを HD と filに分けることな く,

任意の緯度の lO>から出発 して もよい結果が得 られ ることを指摘 している｡

§2 工)aユgamoの方法

ここでは 与''O も Ho も求まってい る場合について考える｡ ハ ミル トニ ア ン

1--I = Ho 十 人‡王1

のある特定の固有開放 (/),固有値 丁目ま)のべ きに展開で きる :

¢ - ¢o+頼 ,)1+ 12 ¢2 +

lo> 十 日 1> + 12 12> +

E -ノED+ 招ql1+ 12E2 +

ただ し,¢Oは縮退 していない とするO 波動関数にたいする一次の補正は通常

/
日 > -芝n(Eo- Eon)-1 ton> <on沌 1-FJ‖0>I

と書かれ るo ここで もし,Hoの固有関数であるすべての tOn> にたいして｡
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Variation-Perもurbaも10n

<onl(Eo-Eon)~1(H1-El) lo> -<〇〇回 o>

とお くことがで きる とすれば,

/
日> -芝｡lOn><OniF川> - F用> - <0回 o>lo>

とな る.一方, il> は方程 式

(Eo-Ho) ll> = (軍了 El) 川 >

の解であるか ら,

11> - (耳 . -H o )~1 ( ii 了 隼 ) 川 >

と書け る｡ したが って,

(Eo-hTo)F川 > - (H了 El)lO>

が成立する. これは ll> を求 める微分方程 式において,

ll> - F川>

とおいて解を求める(I)と同等で あ る｡あるいは ,

(FHo-Hop)lo> - (H了 El) 川 >

と書 きかえれば,

〔F,H｡コ川> - Cfil-El)用 )

とい う関係が得 られる o Fは一般に座標のスカラー関数で あらわされる , H l

が スカラーであれば.

〔FI Ho〕 - 〔F,H〕

であるか ら,

〔F,H〕 top - (質-<0日Ⅰ川 >)io>
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となるo こうすれば, H を HD と fll にわけ る必要はなくなるo

以上が Daユgarno-Schwartzの方法O-)骨子で あるが,これ と同等ないしは

類似の方法 として,hyper~tTiria1〇
8P)erat〇r

を用い る方法に も簡単 に触れ

てお くoSanders,Hirschfeld-er は

Il> --iWio>

とおいた ｡ ただ し,Wは一次微分演算子 (a‡)parenth二rP･3rVirial c'per-

atc)r)で ある ｡その とき,FもW もある特定の lo_> (基底状態 とはかぎら
9)

ない)に依存するが,ftobirlSOn は IO> には よらない truehypervi-

ri･al CperチtCrSlを定義 している o iilの i硯 >i表示におけ る非対.

角部分を 畔 とすると,演算子方程式は

lTlo,iSl〕 - 冒1Qd

と書け るOその解 sl を酌 ､て･一次の補正は

ll> = - isllo->

に よって与えられる｡こうすれば, lOー> が無摂動系の どの状報に属するかに

は無関係 に Sl がきまるo

§5 変 分 解
1)

摂動論にあらわれる微分方程式は厳密に解ける場合 もあ る が, もちろんそ

うでない ことが多いか ら,稜 々の近似的方法によって解が求 められ る ｡ もっと

もよく用いられるのが変分法であって∴T_-titz-Schr占dingerの変分法 と

hTyllefaa占-Bethe-Salpeterの va壇ation-pert,ur■baticn法がよ

く知 られてい る｡

これらの変分法では,任意の関数 ¢にたい して

∂工｣〔¢〕 - 0

の とき,Ltl¢〕がエネルギー固有値に等 しくなるような functic'nal L〔¢〕

を兄いだすのであるo L〔¢〕は容易にみつかることが多 く,SchrLAd_inger
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I

の方程式にたい しては (摂動論ではない)

L〔¢〕- < ¢lHI¢>/< ¢l¢ク

とすれば , ∂L〔¢〕- Oを満足す る¢は Schrさdingerの方程式の解 ¢と等

しくな り,

E - <射Ⅰ封¢>/<¢I¢> - L〔¢〕

は固有値 となる. これが fiitz-S,,･,_r.'rBd_ingerの変分法である､｡

一次の補正を求める摂動方程式

(Ho-Leo)ll-> = (E了 日1) lo>

にたい して,Hylleraas-Bethe-Sa1peterは

L〔¢〕- < ¢匝 折Tljo再 > 十 2< 畑H了 ,jlEltq'O->

を とる｡ 81･〔¢〕-Oを満足する場合には

¢=¢1, L〔¢〕-E2

とな り,一次の摂動繍薮,二次の摂動 エネノレギーが求められる｡

このよ うにして得 られた L〔句 が,あるエネルギー蘭有値に毎 しい とい うこ

とが重要 なのでは な く,む しろ この ような¢がある波動関数に等 しい とい うこ

との方が重要 なのである｡それは,波動鏑数 さえわかれば,エネルギーはそれ

からただ ちに求め られるからで ある｡

そこで , さfiuSheTIO)は微分方程式をその まま変分的に解 くことをとなえ,

その方がいわゆ る variation-perturbation法 より簡単になることを示

してい る｡微分方程式が

D〔u〕- O

で あらわされ るとき,少の任意の変分にたい し

8L〔¢〕- fS¢D〔¢〕,- 0
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を満足す るよ うな¢ほ,微分方程式 も蒲足 し

¢ - ,LIL

である｡

一画 として,電場 Eの存在下にある永久双慶子を-メン トを もだ-ぬ系を考え

る｡ 摂動 ハ ミル トニアンは-電子演算子の和

filニーeE∑ zi=∑hl(i)

であ り, ¢1 の満足すべ き方程式は

(fl'O-Eo) ll ->ニー∑hl(i)10->

に よって与え られるO これは-電子にたいする方程式

(h0- gu)fun - - ll-1u

に分け ら れ , 二 次 のエ ネ ル ギ ー は

E,- <OIHlll> - ∑[< u Lh.lfuu> -∑<可hl巨><可 ftlu>
u t キヽu

となる｡上の倣 分方程式か ら,

L〔¢〕= <Qul-･ho-euWu> + 2< ¢可 hltu二>

ととれば,∂L〔¢〕.エ ロ の剰 ま

¢ こ _･∴

を与える.通常の perturf.ation-va･riaticn法を軌 ､る K〇lherと

Kamlusll)の場合には,

TJ′〔¢〕- く 針ユ極01- u座u一> +2<Qu極 目u>

- viu((Ev~Eu)<冊 u-'+2< Ⅴ伍 .Iu> )< 付 け

となる｡ しか し,L′には余分の項が含 まれてい る.

(ev-e〟)< vlfuu > + < 可 hl匝 > - o'∴
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となることは,微 分方程式か ら.明 らJかであるO さらに

- ∑. く すlhliu> _< 折目 Ⅴ>
Ⅴキu

が余分に含まれているが,これは上式から

∑ (Ev-Eu)-1l<Ⅴ匝 1lu> i2
vキu

に等 し く,しか も fuに無関係であるから,L ′ か らお とすことがで きる｡ そ

れゆえ微分方程式を直接変分的 に解 く方が手間が省けて簡 単で ある.それぞ れ

の′エネルギーにたいして,必ず しも別個に変分法 を適用 しな くてもよいの も利

点で ある｡

§4 C〇upled.Perturモ)atioTITheory

原子や分子にたいす る厳密な波動関数がわか ってい ることは少ないか ら, 近

似波動関数を用いて稜 々の演算子の期待値 を計算 する｡ エネルギーの場合に は,

これによって一次まで正 しく計算できるが,他の演算子の期待値にたい しては

必ず しもそ うならない ｡ したが って,その よ うな場合の補正について考えて お

く必要がある ｡

分子のハ ミル トニアンを目とすれば,近似波動関数 ¢O は

H - Ho+ HJI1･

の うちの hToの固有関数であって, }Hl は C〇TrelatiJnの ような補正で あ

るとする ｡ ある演算子の期待値は,その演 算子に よる摂動 エネルギーとみなす

ととがで きるか ら,全ハ ミル トニアンを

H - Ho十 スHIO+ jl H 01

として,摂動論 を適用 して求め られ る｡

波動関数.および ェネルギーを ),JLのべ きに展開して,

¢ = ¢o+ 1¢10+ q¢01+ 拍 ¢11+ ･･･-

⊆ to> + AllOー> + ′‖ Dl> + AfLlll二> + ･････.
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E - Eo+ 摘 10+ 蝿 01+ lfLE11十 ･,･･-

と書 くことがで きるo これを (H-E) ¢- 0に代入すれば ,p, i,スFLのべ

きにたい してそれぞれ

(H｡-Eo)IOl> = (瓦o了 Hol)lD->Ll

(Ho-Eo)lllO> = (Elb-王il｡)lop

(Ho-Eo)111-> = (Eo了H.1)llO> + (EIo-HIO)IOl->+Elllo>

が得 られ るO すなわち 1個の斉次微分方程式 (Schradinger方程式)を,1

個の斉次微分方程式 (lrio-ED)iO> - 0と一遍(')非斉次微分方程式でおきか

えたことになる ｡ エネ)Vギー補正を求め るには,左か ら<Olを掛 けて, ｡O

がエ/レミー トであることを利用すれば巾左辺は消えて_,

二E..= < Olflollo予,I, 丑.o=.< 0-叫 ｡Io>

お よび

Ell= < 0巨ゴo了E.1日0-> + < OIHIO-I粥｡冊 ク

が得 られるo HC1の期待値にたいする co･r二re18ノTJionを土よる補正は F･11によ

って与えられ る. その計算には,
1/r12

の よ うな二電子相互作用による摂動

波動関数 ilO> を必要 とし,一見計鼻田鹿なようにみえる｡しかし宰いなこ

とに , llO> を用いずに ･-電子演算子 Holに よる摂動関数 lOl> さえわ

かれば計算可能 となる｡ lOl> および llO> を求める微分方程式 と演算子の

エノ㌣ミー ト隆を利用すれば,

< 0匝 o了Eo1日0>=< 0日 Fo-HollO>=< 01囲 10-五10用 >

それゆえ,

El l =2< OiHIO-E.10Iol>

とな り,計算困難 な tlO->を求めることな く, flolの期待値にたい して

ccrrelationに よる補正を計算で きる ｡ これが Dalgarn0-8Linterchange

tⅠleOrem12)といわれているものである ｡
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この ような手法(ま,摂動項がい くつあって も,また高次の摂動にたい して も

同様に用いることがで きる ｡ もし EDに縮退がある場合 には一般には inter-

changethe〇remは成立せず,ある限 られた条件下でのみ成立す る｡

§5 水素分子の零次の波動開数 15)

Dalgarnoらほ variaもion-perturloaticnmethc且を主 として原子の

問題に適用 してきたが,分子の問題へ も適用するために,まず もっとも簡単 な

水素分子について考えてみ る｡

疲 A,f3がRだけ離れて静止 してい るとすれば,ハ ミル トニアンは

H ニー{ (△ 1+△ 2ト rlA -rlB -T ,A -I ,;1+r言 1+PL
-1 -1 -1 ~1

∠

≡; IT + U

である｡このハ ミル トニアンは スピンを含 まぬか ら,波動関数は空間座標部 分

とスピン座標部分に分け られる O ここでは基底一重状態の空間部分にたいす る

種々の近似を問題にする｡

まず有名なのは f王eiuerと Lc)nd_C'nの ValL,jne,el⊃cnd.波動関数

¢O(VB)= ¢A(1)¢B(2)+ ¢B(1)¢A_(2)

である｡ ただ し,¢は有効核荷電 Zの 1S-水 素塾波動醜数

QN(i)-(Z5/W)exp(-zriN)

とす る｡ この ¢Oに対応すべ き等次のハ ミJVTニアンは

Ho(VB)-T-(1+P.,)i(Z/･rlA+Z/r2B)¢A(1)頼 2)†¢8~1

であって,その固有値は′2EH(Z),す なわち水素塾原子の 2倍のエネルギーで

あるO.この Hoの特色は ¢o~1を含んでい るために,-電子演算子の和 として

ほ書けないとい うことで~ぁる｡したがって,摂動方程式は二電子方程式 とな り,

簡単には解 き難 く, ¢ u(Ⅴ虫)は摂動論によって改良するには不適当で ある ¢

よく用いられるのは分子軌道関数
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中.(MO)-(¢A(1)+bB(1)日 やA(2)+¢B(2t)t

であって,対応する′＼ミル トニアンは

Ho(MO)=ho(1)+ho(2)= T-∑i

¢A(り Z ¢B(り Z

¢A(i)+¢B(i)riA¢A(i)+¢B(i) riB

とな り,固有 値は上の場合 と同様 2eH(Z)であるが ,個々の電子に分離で きる

点が異な ってい る｡それゆえ,摂動論の適用がよ り容易である O

ぁま りよく知 られてい ない関薮 として,原子波動関数の積を用いる 阻 ck14)

の geometrica1-plc)d_uctmc)lecularorbital

¢｡(GMO)- ¢A(1)¢B(.1)QA(2)¢B(が- ex℃ 〔-Z玉(El+E,)〕

である O ただ し, E- (l:A+rBレ ′il'Lであ って,

fio(GMO)ニ ー (1/R2) (∂2/∂E12+ ∂ 2/∂E22)

となるが, 底角 座 標で も分離で きて,

H｡(GFy･TLO)- T+∑i十7J/症 Z/r拍+〔QA(a)･bB(i)〕~1▽鯨 )▽613(i)i

とも書ける｡固有値は 4eH(Z)であるから･ Z2- 1/2の と-きよい近似になる

と考えられるoすなわち･ ¢A(1)¢B(1)は H2+ ィォンにたいする近似になっ

ている｡

野 ユIeraaSは H2+ ィォンの波動関数 をもとに non-.叩miTletrical

Wavefuncticnを提案 している :

¢o(rNS)- ¢I(1,,Zl) ¢I(2, Z2)

ここで,¢I は 王壬2+ ィォン′にたいする厳智解であっ七 ･第-の電子にたいして

は Z-'1,第二の電子は しゃ-いされ るか ら Z弓 とする t H｡ も n｡n-

symmetricalにな り,
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Ho(=NS)= T-Zl/rlA-Zl/rib-Z2/r2A-Z2/r2B

で ある¢

Wallisと flult)urtは Hylleraasの考に基づいて,対称になった関数
i

を用い丈 ｡ 単一の Zの最適値 (0.78868)を用いて∴

｡¢D(I)= ¢Ⅰ(1,Z)¢Ⅰ(2,Z)

とすれば,これは

IJ;o(I)- T - Z∑ (1/riA十1/rib)乙

の固有関数である｡また異なる Z(T)値を確いた場合には,

¢ o (工S)-b I (1,!Z) ¢ I( 2 , Z/)+ ¢ 工( 1 , Z ′)¢ 工( 2 , Z)

とした o これは valencebbn且覇数 と同 じ麺 の関数で･ Ho(rS)は H占(VB)
と同型になる｡

HartreeFock関数

¢o(HF)= 毎 F(1) 転 F(2)

にたいするハ ミル トニアンは

H｡(HF)≡hgiF(.)+ho即(2)- T一首 ilriA +riABl十2JQ(i)+Ko(i)｢
- 1

であるが,交換演 算子を含むために計算は必ず しも簡単ではない｡

摂動計算の出発点 として もっとも簡単 な波動関数は Musher15)の となえた

non- symmetricalな

¢o(NS)- ¢A(1) ¢B(2)

で あろ う｡ これをこたいす るハ ミJVトニアーン

Ho(NS)-ho(1)+ho(2･),=T-Z/rlA-A/r2′B

は分離で き′るが,対称には な?てーいないや
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この ような ¢Oを庸いて Hの期待値

< D持 IO一>-Eo + El

を計算すれば,いずれの場合 に も実験値か らのずれはほぼ:20商内にあ り,摂

動計算の出発関数 としては よい近似であると考え られる｡

Matcha16)は ¢D(工)を用いて･波動関数を二次まで･土ネルギーを五次ま

で計算 し,Kolcs-fic｡thaah と一致す るエネル ギー値を得た ことは,分子

にたいする摂動計算が収敷することをは じめて示 した もの といえる｡特に注 目

すべ きことは最適の Z- 0･7825ではな く,Z=1の ¢Oを出発点 としてよ

い結果を碍た ことで,摂動計算を高次まで行なうかぎ り,結果は Zの値にあま

り左右 されない と思われる｡MgJtCha の エネルギー値は三次までの計算でも,

きわめて よい一致を示 してい るから･Zを最適化 した ¢O を求める 募り･任意

の 二三の値 を用いて 4-㌦ まで計算する方が望 ましいのではあるま小 か o

§8 分 庵 率

上 に 述 べた摂動 論 的 方 法を水素分子の電磁気的性質の計寛に適用 してみる｡

分庵 率 は 好例であるか ら,まずそれを顧 りあげて,この方法の解説o)一助 とす

る｡

¢口(Ⅷ ),¢0(MO),少o(NEり を鮎 ､て この分梅率 αOの計算結果は次の よ

うになる :

¢o(Vf3) ¢o(MO) ¢o'(NS)

Z 1.166 1.0 1.197t 1.0 1.2 1.0 0.8

ao 4･9 10･2 6･0 12･0 4･5 9･0 22･O

f1- 1.4a.u.での αの値は 5.0程度 と考え られ るか ら, Z ～ 1.2附 近 では ど

の波動関数 もよい値を与えてい る｡しか し,これ らの値は任意のパ ラメタZに

たい しいずれ も Z-4 の強い依骨 性を亙 って奉 り,i-,CCrrelation に関 し少な

くとも一次までの補正 alを加えなければ ･信頼すべ き値が得 られた一とは云い

難い｡α｡+α1は Zにたい して,~より弱い依存性を示 すものと予期 される｡
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したが って･ α1 の計算が容易で ある 中ロ(NS)を用いて水素分子の分庵率の計

算を試み る｡

-様 な電場 6の中におかれた分子のハ ミ)Vトニアンを

H- HC + lHIO+ 6Hol

と書 く｡ただ し, 柏 lo- .∑,,g(i･j)は電子間の相互作用を含む項で ･

8.a.1- - e6号ziは電遥 盲信 自互作用をあらわす｡このハ ミル トニアンのi
固有関数 ¢ ,固有値 7lilを ス ,Eのべ きで襲開 し,

¢-¢O+頼 10+6¢01+824,02+ 182¢12十 ･･--

E - E･o + 摘 10+EEol+621Tdo2+ 162E12+ -･-

とすれば,分髄率 αは

1∂E
a =一一-

e∂6 ド + E｡ , - } 2 Ih-12 - ス 2 2E126==o

- ao+ )tal+ i?α2 十 - ･ t･ ･

で与えられる｡ 以下では 1- 1とお く｡

¢O として ¢o(NS)を用いれば,

甘>-¢｡(NS)-¢oA(吊 ¢oB(2)- (Was)～1exp(-(rlA+T,B)/al

ただ しタ a-え2/ zme? とするo これにた小 す るハ ミル トニアンは

Eo- hoA(1)+ noB(2)I-I(1+P12汗 (孟2/2m)▽.2-ze2/rlAl

で ある｡摂動のそれぞれの次数に対応す る摂動方程式は,

(Ho-Eo)ilo->- ㌔(勘 ｡⊥HIO)lO>

(Ho-Fuo)tolク エ (Sol-Hol)fO>

(fig-ED)iO2->= (Eo了 冨01)lol> 十 Eo2lo>

(H｡-E｡)‖2-ラ - (El｡-Hl｡)lo2>+ (軍｡了H｡1)tll-> 十 E｡2ho>+

-A14-
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となる｡これか らエネルギー

Eol= < 0圧王oltO > = 0
E o 2 = < OIHollOl>

F ･12 = < 0伍 10-瓦1｡lo2> + < OIHol-Eollll->

- Eo2< 0 日 0二> - Ell< 口冊 )

が得 られ る｡ 上式から α1- -2E12を計算するには 110 > , ‖ 1> を 必 要

とするが,これは望ましくない｡そこで , coupled.T)erT,urbation theory

に よって書 きかえれば.

E12 = < 01匝 10- E IO 佃 > +2< 02lHl｡一式10lo->

- 2Fll < OtO1->

とな り,計算が容易 となる｡

(胃O-LTjo)川1ラ - (Eln-HIO)用 ク

にたいする畔を

川上>≡ lf.A(1)十･L､1B(2)〕 tLl>

とおけは,

flA(1)-ヱ詳 〔zIA(a･rS)〕 ,

となることは容易にわかる｡ これか ら等 次′の分窺率

い - ∴ - 一 二 二 十 一一二

が得 られる . これは 2層の水素原子の分極率の和 にはカ滴 らず, Z~4の依存性

が現われ′てい る｡

電場 Eに関 し二次の横動方程式は

〔h｡A(1)+hob(2ト 2Eti⊃102->e(Z.A+Z,B)(flA+f,B)匪 >+E｡,loi>
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で あるが･便宜 上 ¢1A書flA ¢oA と書けば ･

〔h oA,(1)+h ｡B(針 2 sH封 02ク エ e(Z.A+Z 2B)〔争1A(1) め｡B (2)+

1 - ~ ¢ ｡A(1) 歩 1B(2)コ + Fo,¢ oA(1 )¢ ｡,(2)

適当 な項 をえらび出 して ,

･hoA(1巨 扉 帰 1,6.a(2)- 誓 Z.ま(a･'s )Q.A(榊 ob(2)5
-ここ¢o A (1)¢oB(2)4 Z

〔hoA(1)+ h oB(2)- 2 eH〕 ¢ 2 ( 上 2 ) -

e〔Z2B ¢1Å(1)¢｡B(2)+ zIA¢｡A(1)め.B (2)コ

と書 くことにするOここで,¢2(1,2)= ¢1A(1)¢1B(2)で あ針目ま,上の方程

式は満足 される ことが明 らかで あるから,げ っき ょく
-■ l

lO2> - ¢2A(1)¢oB(2)+ Q o A (1 ) め,a(2)i+ ¢ lA (1) ¢1B(2 )

が成 立 している ことがわかる｡ そ こで, ¢2A を求 めれば問題は解けた ことに

なる｡

¢2A にたいする方程式において d2A≡ f2Af.oA とおけば

一芸 ▽ 2f 2 憲 諾 '- ト 言 -azi5 +zi zL2(a+ 与 )コ

となる ｡ こ こ で , fっ(㍗)- 〔p(r)十 q(r1cc820〕として,厳密 な解

で2(r)

が得 られる｡

1
一
Lノ山

二

リJrJ

ニ

9a

〔C｡nst+ ヱ a2r?+ 前 arS･霊 ぞr2

1

16

x(15a2+ 10ar+ 2r2)〕
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§7 核 スピン結合

額磁気共鳴 スペク T)Vの微細構造の観測から得 られる核 スピン結合定数を摂

動論的に計算する場合,励起状態について和をとる方法は きあめて収厳 がおそ

い と思われるし,17)また連続状態か らの寄与についてもまった く検討 されてい

18)
a‡)prc,Ximati〇n が妥当であるか ど うかは疑 わ しい ｡平均励起を用いて基

底状態だけですます clこ).Surea′Ppr〇Ximationが,核 スピン結合 の場合には

19)も指摘 してい る｡そこで物理的に無意味であることは,Dc,明 hert.V ら

~varia'tion-pe〕′､turt)aT,i.onmathc)d_が用い られたが, a-関数を含む
20)

trialfuTユCtic)nが用い られてい るために,無意味 な結果になっているO

ここでは,その ような困癖を含まない variati〇n-pertur13ationmeth〇d_

に よる計算について簡単に説明する｡

スピン 1/2,の慮 A,玉 を含む分子を と り,簡単のためフェル ミ相互作用だ

けを考えることにすれば,ハ ミル トニアンは

H - 王i o + 柏 100 + IA･H olO + IB･H oD l

と轟ける｡ この うち,核 ス ピンに よる部分は

王A･HolO = (16打PえrA/5)王A･∑iSi∂(riA)

IB･Hool= (16花P/Cγ.B/5)王B･∑idi8(ri,B)

で表わ され,電子スピン Siと核 スピン INとの フェル ミ相互作用である｡

C〇ur,led_perturt)atioTlthee)ryを用いれば

名｡1.+ 2< Oi;.{Hol｡ 一 正｡1｡ IOOl>

輿 1.- 2†<0岬 ..｡一旦.｡｡1011> +< 010田 1..-EIO｡1001>〉

が得 られるO核 スピン結合定数 JF (フ'iル ミ項のみ)は,

JF≡h~'(ED..+ 叫 .1 十 ･･･)≡ JFO+ 亘 十､･-.-

と定義 されてい る.液 体の場合に観測 されるのは,分子のすみやかな回転に よ
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JFO -(1/5おうTrE｡.1-(2ル )く 0鮎 ｡Z-Eol｡Z7oolz>

JF1-(1/5h)TrE111

- (2/A)‡<0匝 10｡-讃1｡｡iollzz> + <010Z匝1｡0-El｡0岬 1Z>

に よって与えられるo零次の波動関数が

lo> - -4㌦ - ¢i+(2i-1)¢i (2汗 ･･のように1個の得 院で表わされて-

いる場合には(ただし,¢了 = ¢iα, め了 =- ¢iβとする),

JFO- (8/5)βγA ∑i(< ¢ioo柏 IS(rA)朽 >

-<頼 ∂(rA)朽 ><¢i.｡1Z朽 >†

となる｡ すなわち,それぞれの分子軌遠について

(h｡-Eo)¢io｡1,zJニ ト 16/5)打β尭γB〔6(rB巨 ci〕 ¢i

を解いて ･¢i_oolz を求めればよいO

水素分子の単純分子軌道にたいして,上述の計算方法を適用 してみる,基底

状態の分子軌道は 1衛で,

¢ = xA十 KB

とすれば ,

ze2 xA

h｡- 一芸 ▽ 2 -五 言 玩

ze2 ･yB

rB XA+xB

となる｡ ¢DOIz の満足すべ き微分方程式は

(h｡一g.)¢O｡1Z - (18/5)打.phrB〔8(rB)-C〕 ¢

で ある.原点が特異点になってい るから,この方程式を解 くことは通常の-電

子摂動問題を解 くよりむずかしい . たとえば･¢oolzを水素型の波動関数 で
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展開すれ ば,発散が起 る｡そこで,

Qoolz 竃 ¢+ 号 帖 Z

/

20)の指摘する困難 もさけられる｡すなわ ち,とおけば,yaris

▽ 2r言 1 -4花8(rB)

/

で あるから ･ 両 辺から∂補数は 消 え て ･ ¢oolzにたいする方程式を解 け ば よ

い ことになる ｡ そ の とき,

′

¢oolz ≡ f ¢ O

とおけば,

工,(b¢of)= I;lr¢O

なる形の fにたいする微分方程式が侍 られる｡この方程式は

8〔< b ¢.f持 巨b ¢of> - 2くIc ¢o f 巨利¢｡> 〕- U

となるように,変分的に解 くことがで きるムたとえほ ,

bf- (,71rB+ C2rB2十 cSrB COSOB+ C4rB2 I,:･｡,S OB+ C5TB2cos2oB)

の ように多項式で展開すれば よい｡しか し,水素原子の場合の厳密 な解には

eJYl(rB) が含 まれているから,上のよ うに少数の項で近似で きるか ど うか疑

わし く,今後の検討にまたねはな るま いO
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