
i/オロiy-の幾何学 的研究 - I
-幾何学的方法論 -

東大工 池 田 恵

(5月 12日受理 )

§1 序

｢Vオ ロジ｣ の幾何学的研究｣ と越 して,筆者が今までの ところで考え得た

問題 を,順次発表 していこうと思 う｡ まず,その Ⅰとして,この論 文では,｢幾
1)

何学的方法論｣について考えたい . 本質的要因については,既に前論文 にお

いて述べたところで あるが, より厳密な詩論をする必要 を感ずるので , この論

文で まとめてお きたい C その際 ,我 々の念頭にある具 体的な物質は文献 1)で

もそ うであった如 く,高分子物質であ り,その変形的特徴 を抽出して,非線型

･非ホ ロノーム変形論 ,就中,時間依存系の変形論を展開 することになるが,

現象論的な細かな議論は,後続の論文にゆず って,この論 文では,その変形の

時間依存 隆を如何 に把撞 するか に重点をおいて述べ るO

§2 Vオロジー的変形の幾何 学的把違

M.Rぬnerの ことばに従 うと, ｢レオ ロ57-とは,物質の変形 と流動を研
2)

究 する科学である｣ ことになるが,我 々が一般的変形 とい う場合 ,この変形

と流動 を総称 しているわけで,従 って我 々は,Vオ ロジーを一般的変形論の立

場からみてい くことになるOレオ ロジ-的変形の特徴の本質は,文献 1)にの

べた如 く,その時間依存性であ り,我々は変形 とい うものを, ある状態空間

(あるいは場)か ら他の状塵空間 (場)への移行,即ち幾何学的にいえ ば, 座

標変換 とみなすか ら,結局 ,Vオ ロジ-的変形は,座標変換が時間に依存する

とい う形で構成 される幾何学に よって把握 されることになる.Jlr殻に,変形前

の状態空間たる (i)- 空間から 変形後の状態空間たる (K)- 空間-の座標変

換が,今の場合,時間 とい うパ ラメータを含んで,

ⅩN- XK(Ⅹ乙,ち)
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丁= 七 (2.1)

の如 くに規定 されて くる｡ この ような変換を rhecncmicち.ransformauons
5),4)

といい,これに基づ く幾何学を rheoncmicgee)metry とい うか ら, Vオ ロ

ジーは rheonomic gecmetryで把握 され るといえる｡ (2･1)では時間は不

変だ.が,それが

･K- ⅩX(xi･i)lF･ (2･2)
T,= T(t) J

の如 くに変換 されるのを generalized.The,onomic/transformationsと
5),4)

いい,その幾何学を generaliF;ed_rheonC)Tnicgecmetry とい うが , 我

々は (2.1)に基づ き,∫かつ時間微分は速度の 〇rd.erまで しか採用 しないが,

高次の時間額分を含んだ取扱いへの移行は容易で あり9それは,一般には高次
5)

の ｢遠｣の幾何 学 (gecmelJry Cfpaths.ofhight∋r〇r餌 r) として扱

われ るO -階の時間微 分しか採用 しない ことは,後続の論 文の うち,孤 立鎖の

各要素の運動を論ずる時に慣性力を無視 することに通ずるL,

§5 レオノーム幾何学による記述について

そ こで, この節では (2･1)に基づ く rheenc)micgecmetryについてふれ

てお ごうO こCj体系では,線素の扱い方が大切で,通常の如 くタ

dxK - ALf(Ⅹ･t)dxL

(但 し,総和規約を全面的に傑用するO)

(5.1)

と変換され るならは｡a_XK自身がベク トルとな り (2.1)の変換の特殊な もの

にな 7-て ぐるが, (2.1)に基づ くベク トルとしては

∂Ⅹx三 且ⅩK- Ⅹ(1転 , Ⅹ(恒 daxtK

を用いなければならない ｡ 従 って,

∂ⅩK,- A乍(Ⅹ,t)8Ⅹ古8
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4)

とかかねはならぬO これは A.Wurld_.heilerの強 べ.クデルであ り, 我 々が
I

rheonPmicgecmetryで変形を記述する際 に, (5･5)に基づいて構成 ざれ

る幾何学畳を実体 Itして認識 してい ること濫 なる_O この繭子でい くと高次の時

間微分線素 8Ⅹ川 6,8Ⅹ(21㌧ ･.f･･･: などについて も強ベク いレ化が図られねは

ならず,そのためには後にの.#･る時間的共変微分▽せ用いて,-8x(巾 ≡ ▽(Sjf),

Sx(216≡ ▽ (8Ⅹ川 E).-････/などを採用 しなければならないことが知 られてい
う)

る｡ 叉,文敵 4)に よると,我 々の=_の立場は, no-a1- framerを採 用し

ていることになる｡ そ して更に,後にのべるように,我々は時間微分の テンソ

タレ性 を要求 し,そのためには時間的共変磯舟 を用いれば よい ことがわか るが,

この ことは文献 4)の rlOrma1- cccrd_inatesへの移行I.lTL_よって, より/簡

単化 され るO あるいは,我々 も norma1-cocrd.inatesへ の移行がで きる
1).5)

とい った方が よい O但 し,文献 4)紘,いわゆる film-spaceか らの縮退

が図られ,単に (ⅩK)- (Ⅹぶ,Ⅹ0-ち)なる分解だけでは,強べ ク = レを構成し

得ず,叉時間微分 もテンソル!.･こならないので,前者妃 は ncrma′1- f主ameを

採用 し,後者には更に nc)rma1- cccrdinatesを採用 すれば,望むとお り

に変更で きることを主娠 してい る｡ このことについては,後続の論文で詳 しく

ふれたい｡

さて,空間構造が決定され るためには,計量 と接続が決定されねばな らない

が,前者は (5.5)に基づき,

ダ スK-A}JA三SJi (5･4ト

で義人されるとするO 但 し (i)- 空間の計量を ∂ji(グロネッカ｢ ･デルタ)

とした｡ 又,

A;All- 816 , A言A三 - SJi (･5･5)

が成立つ とする｡ 接続はベク トルの平行移動の概念から,任意のベク トル ⅩK

の共変微 分を

DXK 三dXぷ + rpXI X18Ⅹ P +llKx1-dt

と定義することl/r-より導入されるO 但LTpElと TIKは韓続係数で･
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FpXl- A ?A pkA}jrk;.･ A 鵠 Aス;

乙 ∂
∂ -
〟 ∂Ⅹ〟,

･}E-A;AiTJ7+ A言DtA; ; Dt -∂七 ･x胸 ∂〃

(5.7)

なる変換をするO ここで も文献 1)の如 く, (i)- 空間を Euclia空間 とみ
a a

な してや ってrk j -0かつ T･-0とお くことにするとノ
乙

･pxス- A言 ∂ pAI

FIK -A;D七ALl

1

1｢

ノ

(5.8)

と決定され る｡ このことは遠隔平行性空間になって曲率 テンソルは消失 してし

まうことを意味 するが,一般相対性理論では重力場のポテンシャルを計畳で把

達 し,しか もリ-マン空間を用いているか ら曲率 テン,ソルしか登場せず,従 っ

て曲率が計塵 と結びっいて,曲率が消失 するとは考えない ｡ 我 々の場合は,慣

性項は無視 するか ら,その立場からみると,曲率消失は条件 として採用 され,

その RiemaJnn-ChristCf.fel曲率 テンソルにかわるべ きものとして,撰率

に基づ くリーマン的な,rIJeVi-Civitaの曲率 テンソルが想定され ることを
1)

耽にのべておいた｡ これに関 しては,前に ものべた如 く,孤立鎖各要素の運

動方程式は,外力 FEが作用 してい る時,

Ⅹ鞭 +TpEIX冊 Ⅹ(栂 + TIEx肌 - FE ( 5･9)

とかけ,これには正に二次の oraerの ｢追｣の幾何学 として扱わぬばならな

いことを示 し,それを ccmpac七な系として扱 うためには,線素 8XKの他に
5)

∂xw x を と り入 れ な け れ ば ならない が,慣性項無視の条件の下では,ここでの

べると同様の扱いがで きる｡厳密に扱 うことは後 にゆず りたい｡

一方, (5.6)を

DX応 - (▽〃xK)∂Ⅹ〟+ (▽ⅩK)鍋

と共変微分商で表わすと,各 々,

▽pxだ ≡ ∂〃ⅩK+T/uKl･Ⅹ ス,

▽ Ⅹ ぷ ≡ DtXK+ FIKx}
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で定義 され, これ らに基づ くテンソル量は次の ごとく定義 され る｡

2〔▽〝▽pコXK- R高 ぶⅩ1- 2Sy'ぷ}▽lX方

2lv･〃▽〕Ⅹ応 -p最xx仁 2Qムl▽ AX方

2〔▽ ▽コⅩ6-0

R最 K; 2(｡【y猫 + ,〔yE回 ,p]aAM hapraK̂ ),

p詳 ≡ Dt'pXl -∂〟,IK+TyKFJ1-,pEyI.lV+良raTyKl,

応

S 最 K≡ ,〔yp〕+ 輸 ,I

I:;,.̂'≡ r;A-｣ (b芸

qii
i
iiiiii
ヨ臼

(5.12)

(5.15)

但 し,

1),5)
と定義される｡ 〔

ノ

〕ほ 交代記号であるo叉･非ホ ロノーム対象 £濃 と

iTi苦は ,それぞれ,A

∂ 〔p al〕 Ⅹぷ-= 一 端 ∂リ..X K

( Dt∂ } - ∂スDt.)ⅩK 三 一il･lU ∂リⅩK

r
-
-i
-r
1--
一ノ

(5.14)

'で定義 されるO I(5･8)からは PLy〟1 - 0かつ P/宗'ぷ - Oで曲率は消失してし
'I●L'

K

机 ､,この場合 st)LK-Oで もあるが,空間的散逸酎 まn扉 が代表すると考

え るo この fipKlに基づいて Levi-Civitaの曲率が出現するこttや ついて1)
は, Weissent)erg効果の出現に関して威 にのべておいたO 我 々がここで閉

経 とするのは Q,了 で あるOこれは変形の暗闇的変化のテンソ ル形で あるが,

･E申 まその時闇的散逸性を代表 し, (5･14)の定義ily Dt 操 作を代入すれば,

g五言- u芸 + 2x(両 砿 + ∂,i.X冊

但 し (∂t∂1-∂}∂t)Ⅹ方≡ r w召∂px応

と計算されるO 文献 1)では簡単のために
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I
qiK-Aで∂tAl (5.16)

に帰着 させ,他の成分は,我々の観測の平均化操作 によって消失させられると

考えたが,こ七では文献 4)? normal- cc･orainateSへの移行を考える｡

そ うすると,そこでの時間微分はいわゆ･る Lie-徴%6)にならねばならないか

ら,たとえば計量の時間微分にして も,

塞

atglK芸 atglx+ Ⅹ冊 ∂p‰ - gpE(∂lX(仙 )-ダIp(axx(np)

(5･17)

を採用 しなければならないが,一方我々は,計量については (5.ll)より

▽〟,glだ- ∂〃gl6 -Tpylダ… -rJEグ1レ- 0

▽ 5ス ぶ - DtダI E - I.lyダ… - r:gly- 0

l
r

I･tf･-･･ノ

(5.18)

が成立つ ことを知 ってい るから, (5･18)2 と (5･17)を比較 することにより･

時間微分 としてほ▽ を用いればよく,かつ最 も簡単には,

TIX- (-filX)三 一 ∂lX(巾

あるいは W打 2x(仙 砿 - o

(5.19)

なる条件を課すことによ りnCrma1- cc)Ordinatesへ移行することができ

るO最 も簡単 に (15･19),を W芸-Oか つ 古も;i-0と仮定してしまうと･今

まで我々がレオ ロジー的変形を表わすた めの基本量として裸用してきた (glx,

誼芸),ql'ぷ)が (lg加 ,fl Kl )の二種類に 帰着せられ･時間的変化のみを抽出

して くることになるO
米)

文献 4)での A.Wundlheiler の expansiontenSCr (Dehnung-

tenSOT)というのは (5118)2のColx≡ D七･gスKに相当していることがわ

か り,更に (5･18)2式 は,計量の時間的変化として,文献 7)の鎖の数分布

函数の時間的変化の方程式と同等であり,計量対鼻布函数の対応づけから,級

塞) placeMatematyczno-fizyczne,Warszawa,4旦-2 (1.955),

97-142.の p,opy をゆず ってほしい｡
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の論 文で考えられ るごとき,統計力学的考察 との対応が可能 となる｡

§4 レオロジー方程式の導出

以上めべた如●く,レオロジー的変形を表わすた めの基本量 としては,本質的

V-は･時間的変化 に着 目した (ダ}応,現 )を採用すればよいことにな-たが ,

レオ ロジー的物性 を規定 するためには, あくまで も,応力ー変形 一時間関係式,

即 ち レオ ロジー方程式を導出することが必要 となるか ら,我々も力学的立場か

らそれ を求めることにせるO

まず,エネルギー函数 を単位体積 ･時間当 り

W-W(才スK,li芸)
とお くこ とに し ,着 目している領域 Ⅴ,時間間隔 Ⅰに対 しては,

8′wa芸at-floぶl銅 ス応+∑;l∂£境コi凱 七- 0
Vx工 Ⅴ×工

なるエネ′レギー変分原理を商用 する｡ 但 し,それぞれの応 力成分は

K} ∂W

~a.gス応

二
亘≡′

r<●
応

∑

1

-＼′｣

(4.1)

(4.2)

(4.5)

で定義する｡ と ころで･ glKは (5 ･ 4)で,fl 芸 は ,今の場合 (5･19)で与え

られ るもの とし,変蒋 A;を

A;(Ⅹ,ち)-8二･十 a言(Ⅹ,七) l (4･4)

で表わすことに し,しか も (a;)に関しては二次以上の量 を省略 することに

すると, (5･4)I(5･19)及び (5･8)? _より

･glK- S AR +2甑 ,:I(;霊 牝 ,

f}Rl- ∂ ta).K+Ⅹ(1悔 pa ; x ‥ a} -= a18で
･応
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あるいは

且･ユl応≡ fflSyK - Dtαlぷ (≡ alぷ)

とかけるから･,それ ぞれの変分をとり, (4.2)に代入 し,部分積分を行 ってi

自由境界条件が満足されているとするならば,場の方程式,即ちVオロジー方

程式 として,

8Ⅹ川p :∑Kl (apalK)- 0 ; ∑Eス三 ∑ニ}8y応,

8α l応 :20応スー ∂t∑HL (∂〟∑ぷス)x(1)p-∑応1(ap#)p)- o

(4.6)
を得 る｡ 今

7Kス三 2oK1- ∑KA (∂px(佃 ) (4.7)

ー

ノ

とお き･応力-変形-時間粥係式 として (4･6)2に着 目することにすれば

評 - Dt∑Kス≡ (皇ぷス) (.･8)

とかけるか ら, これが我 々の観測にかかる方程式 といえる｡ 7 61 は一般には非

対称であ り,純変形 (α?)か ら派生する応力は,時間的変化を老齢 こ入れるこ

とに よって非対称にな り,それが交叉応力効果の本質的原因をなし,非線型化

を現出させるといえる ｡

さて, (孔5)か ら W の形を

1

-二三 L-='二~:ン.i-:..:_.: -- 仁 ∴ ㍉･::-I-.:了 -i :-:-'-≡;-::il:.=i!:_._-2
(4.9)

な鳥′二次形式 と仮定すると, ccnstitutiv.e eq_uatic'nsとして

OKj- EEIpリダリP + FK如 勘 〟

∑応}- F 細 川gyp+G応 小 魚レ〃
(4.10)

を得 るo 但 し E F G は一般的な物質係数である. 'L･(4.8)においてI I

(4.10)との組合わせか ら.評 に着召 し,そ れを変形の時間的変化で表わそう

とするならば,三次元の一般化 Ⅴ｡igt模型 を得,連に 恵方lに着 目一･して同様
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に考えていけは三次元の一般化 Maxwell模型 を得 ることになるが,後の論文

で扱 う網 目構造粘弾性では,通常, もっぱら一般化 Maxwell模型を扱 1'てい

7),8)我 々 として も,その線で考えてい くo (4･10)2 か ら 皇Klを計算 しるか ら,

(4･10).,か ら (4･7)の 評 を 計算 し,両者 が (418)で結ばれてい ると考え

てい く｡ (4.5)を 考慮に入れ ると,.

去K 1 - 立方ス〝 ygyp+( F ぷ IjLy+ d EIp y)玩 . G尼 如 &.up (4･..)

及び

二で‥≡ -I-･:-:-‥ヱ-i-i:三一㌢ ｡-:-二 l;･1_〟_三

但 し eKスjLy≡2E応Ipy - FX如 (∂αⅩ榊 )

3 ㍍IL" ≡ 2FK小 一 GK恒 (∂dX(栂 )

r
-
-
-
-
J

L-
｣

(4.12)

●●
とかける｡ (4･11)の 虚 の慣性項 を省略 し,それ と (4.12)を等置すれば,物

質係数の開係 として,

､J･.̂'頼 ジー= :-L')t･uシ

･方ApLJ
3広軌 - FKIpy十 GT

､-

L
rI1---ノ

(4.15)

な どが得 られ る｡又, ( 4･11), (4･12)よ り ( 4･10) 2 を考慮 する と,

主で:- - 十 ‥㌦ ,‥- -r:-:∴㍉ :

≡ OE･毎 ∑aP+(8両 8-.O H･i aβFαPre)-g8γ

(4.14)

1

喜

.～

..i書

.i

..tJ

とかける. 右辺第-項か らめ寄与は,本質的に Maxwe11-模型 を現 出させ る

ところの成分で あって,この中に亘 わゆる相対的変形8b)均 の寄与｣も含 まれて

いる といえるO 第二項 は,-主 として非線型な時間的散逸成 分を代表 し,かつ圧

力方程式を含むといえる｡ (4.14)紘,別な風に も書 き直せ,向 じ ぐ, (4カ う,

(4･12),(4･10)2 より,
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圭 K1-8 6如 gyp + 3応恒 ;yp

≡ 詔 iap∑αβ +KK}T3;8γ

但 し 詔 毎 ≡e ′EIpyFyp｡β ‥Fyp｡βは FβaiW の逆 テンソル

KK}r8≡ 36lr8- ex 如 Ga･eTsFリPaP
(4.15)

とかける｡ これは正に一般化 Ma′Ⅹwell一模型の応力ー変形 一時間関係式を与

えるもので あ り, (4.15)を通常の扱い方 と比較すると,A は平均 的非ホ●●

ロノーム性 の物質係数であ り,文献 7)では鎖切断係数 とよんでお り｡K

は平均的弾性係数に相当 することがわか るO

これで (4.10)から (4.15)への移行に より,各 々の物質係数及び観測にか

かる形での応力-変形 一時間関係が求め られ ることにな-った ｡ これ らを具体的

に考えてい くために,ここで一つの試み として, (5･18)2の関係式q即 ち,

･gスE- rlリIg… + Txリgly

に着 冒し,更に簡単のために,文献 8)の如 く,

∑吊 )≡ p(I,) ダKl

あるいは ∑(}ぷ)三 桁 ) グIK :

(4.16)

(4.17)

とお くことにすれば, (4･17)2, (4･5)5 よ り,

● ● ●

∑(AK) - 掴 oqスK + A(i)伊スK
O

一難 伽 ｡ 肪 恒 )+ 肪 'リ (4.18)
●

一 浩 ∑√帰 一 ;(iy∑回 だ)+;(;〃∑ 頼

(但 し ( )は対称成分 をとることを意味 する｡ )

とおけ,rlKぁるいは 行 の 中に含 まれる相対的変形 を抽出すれば文献 8ト

の応カー変形 -時間関係式に移行で き,そのためには,外部変形G と相対的′変
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形 Fにより

aiG-PlJ+ γ}
.K

(4.19)

の如 く分解 して考えていけばよい O その琴物理的条件からは㌢あるいは すがβ

と結びつけられリ た とえば比例定理だと,

;;6--γ(七日 861二 α1.X) (4･20)

8)~
などとお くことがで き,ノβが与えられれば, (4･19), (4･20)か ら γ(七)を

介して 止が承められ (4.17)か ら 富 が求められ ることとなるO但 し通常は
●
冨- Dの定常状静 を考えることか多い｡_叉, r(七)は体積変形 を代表 し,荏

って圧力方程式に関係 して くるが,文献 8)では PC)nStant とおいているO

この ような考え方に基づ き,具体的に高分子物性 ,就中,粘弾性を論 じてい こ

うと思 うが, この論文では,ひ とまず, このあた りで打ちきり,それ らについ

ては,次の論文にゆず りたい,J

§､5 その他 .

レオロジーの特徴 をその時間依存性 に集約 し,Vオノーム幾何学で考察 する

わけで,我々が着 目するのは_非ニュー トン流動や交叉応力効果などの非線型現

象であ り,前者は物質係数の時間 (速度勾配)依存性 として,後者 は,二次元

か ら三次元への不適合的 くりこみ として把握する如 き統一的立場で解釈 してい

こうとする｡ 具体的には,網 目構造 と孤立鎖各要素に着 目するが,その他に も

表現のちがいのみで同じ考え方ができるものが V オロジーの中にも多数存在 す

ると思われるので,順 次調べてい きたい と思 ってい るO
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