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不規則系の統計物理学 (Ⅴ)

京大基研 紘 田 博 嗣

(続き)

以上は空間のある点で初期条件を与えた波動関数 はその点か ら十分滞れた点

で不規則性のため指数関数的に板巾が距離 と共に増大すると考えられることを

述べた O これ と波動関数の局在性 と,のつ なが りを見るために,我々はよ り深い

検討 を ｢re.nacTJTine･SLqと波動関数の関係｣に対 して行な うことにしよ う｡

･軍扱 う model は (12.1)で与えられ るもの とす る.

- T)nu n+ url+1 +lln-1= 0

(そして Jr,nun+1キ ロなるnがあるとするO)

(12･1)

この場合に ｡ 2･1)が tftI: u 土工寸 = 0とい う riCn-trivi担 LqClut-ionを
もつ必要十分条件を求めてみよう｡

今 ,uoキ ロ,･u_1キ 0としようO

n> 0では J

(uunn.1巨 ,o)甘 (:a'U:二 三…A:LraaonSfer,

そ して

T(n,8)

であるO

bn- 1, -1

1 0

･ (AAnn_. ::

腔 -.1H b.0 -0 1ト .2･9)
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榎田博嗣

Ao= 1,Al= bo , ヨO= O,Bl=- 1 ; An+ 1=bnAn- An-1,

Bn 十1= bnBn- Bn-1が成立 し, n ≧ 2では

㌔+
1

bn-1

一 方 uN= ANuO+BNu_1で あ り,

eim u 十汀 =O
N-→±cc ⊥こ

よ り, gin BN=0 とはならない｡

何故なら, もし eim 王ヨN= 0なら (12･9)より
N~すCC

AnBn-ll- An-1f3n = 1

をみたすために, yPimJ An(y)I= '∞

(i/- 1, 2,-･)が存在することにな り

従 って,適当な数 C(>o)に対 して

(m(y日 が存在 し,これを用いて u を

um(y)= ちm(y)(
Am(y)

ち m(y)

(12.10)

(12.ll)

となるような 〈n‡の部分列 in両 〉

(12.10)に矛盾するからである｡

IBmtソロ> C> oなる無限部分列

u｡･ u-1巨 ように表わすo yeimu th (〟,- 0 よ り,

上式の ( )は zero に 七end_する｡

uo･u-.が与えられているのだか ら 芸 - 豊 艶 が存在 し･必要条件A
としては u-1=一言uoが成立することになるoこれ よ り,

u bT -BN ( ii"N - ij uoを 得 る o

一方,determinant formula (12.ll)よ り
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不規則系の統計物理学 (Ⅴ)

An An-1 1

Bn Bn-1 Bn王∋n11

mtリト 1

uN - - BN _Pi竺 ∑ (
〟-CCn=-N､BnBn+1

m(i,ト 1

2iTn elm ]〕N ∑
N-→ぺ泊 り一〇〇 n-N BnBn+1

)uo

(12.ll)

つ ま り

となる｡

これを連に考えて,n< 0に対 して,

(.uu:-.冒 ～;n: '紺 uu;1)

この場合 は

～m(yト 1

lyim Pin BN ∑
N一一CQlリー一一 Oe n-N

A
fB

逆に eim

′ヽ_./
~B
′■-′

A

An(y)

芦二品 Bn佃

～ ′～/
Bn]∋n+1

嶺 ･必 要 条 件

- 豊 が存在 した とし 再 o

uN- BN (; 一芸)u.,これ より

2im uN = O
N→ cx3

もL uD= 0 なら必要十分条件は eimBN-
N→ oo

従 って,求めるべ き必要十分条件は

′ヽ■一･/

eimBN= eim BN =O
N瑚 〇 N→ _cx3

(12.12)

A
u- 1 = 一言 uo とおけば,

′ー′

elm ]ヨN= ロ で ある｡
N→ 一〇〇

′ー′ ′ー′ . ′■ー ～
または A/a , ち/ Aが存在 して A/a- B/A,さらに (12.ll),(12.12)
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松田博嗣

が成立す る こ とで あ る｡以 下 ,実際 の系で,この条件が満足されるか否かを検

討 しようO まず Bn の性 質 を 調べ るoBTl+1= bnBn-Bn-1が成立している

か ら zn- 莞 二 で zn を 定義 すれば,上の漸化式は zr1..- bn- 去 とな

り zlが与 え られ る と zl,Z2,･･,･,Zn･･･がきま潤 ･iD'･n)の分布が与えられる

と tPun)はマ ル コフ数 列 を な し,､遷移確率 p(zn,?Jn+1)がきまることになる o

そ して eT,
弐F n茎12 nlzn･O

一方,大数の法則によると, もし,Ⅹ1の分布 p(･)が staticnaTy a･bsc･111te

pro†)ability a_istributicnで,ある空間の点集合 Ⅹに属す る E(∈Ⅹ)の

関数 fが あるとする｡そ して fltf)<C-｡

ここで

elm
il→ひ〇

可 Iで(Xl)日 -flf(糾 p(且E)<pJならは
Ⅹ

吉ms.f(hL,は確率 .で存在す るoここで Ⅹ1;Ⅹ,, ,Ⅹn,･･･ほ

マル コフ過程の確率変数｡ もし,

1 n

Pin -∑ f(Ⅹm)'=
n-∝ 〉 n IrF l

-の ergOd_ic setが あるならは

/-f(f)p(a.f) (- α)が確率 1で存在す る&

Ⅹ

これを zn . . -bn- : に用いよ うo (12･15)
n

つ ま り zn一冬･-- Ⅹn,Pn-- ･fとす るo従 ってもL n> Nで く enzn二>≧

a> oならば 博ri巨 >ceαn for alln(> N)｡

そ して

I/

elm ･eim ]∋N ∑
N-- リー- Ll n三N Bn王∋n+1

0, これが確率 1で成立する｡

HarmonicoSCillatorを例に とって考えてみるow= 0の近 くで考えると

mnw2

bn= 2~T - 2 C｡s An

(mn,スnが rand-om variableで ある｡)

て12.14)

ここで An〒 丁 十 Ⅹrl, くⅩn> - 口で Ⅹnを新たに, ra血 cm -variable㌔
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不規則系の統計物理学 (Ⅴ)

と して導 入す るOただ し 0< l《 1 とす る ｡

ccs(Pn+ 吊

COS 甲n
に昇りPn を 定義 しよ うO

(0･≦ 甲nくね)

甲n の分布密度 を pn(Pn) とす る と

ー

一N
如
帖≡

α nどりく
∑
炉

2

∵

tr.i.Jl.L

l

lN
alm
帖

ニ

iz nI

(12･15)

冗

J.Ienic｡S(甲+1)トenlcosp‖ pn(蝉 や
0

7r N

- NPeH 招 nlc｡S両n曇2ton(pJlト pn(p,idp

今 Pimpn(顔- p(画
n~ヰCO i

が 存在 す る とす る (エ JVゴー ド仮 定 ) と, 附 くg l 故

_ 7r

･ ニ ー If'紬 cos机 p ,(p,一言 p p (頼 甲 +0(-)5 )0

(12.15)～ (12.15)よ り

甲n+1= 5(･pn,Ⅹn) , Ar,= スⅩri

とか け る｡ 実際

(1~2.16)

(12.17)

sinj h anPrl十1- tan(甲n+ち))- 2(cos-A- C｡Sスn)

(12.18)

さて Ⅹn の分布密度関数を f(Ⅹn) とす る と, (12116), (12･17)よ り

p(p)-ffp(p')f(x)a(中-5(p',Ⅹ))a_Ⅹ叫 ′

-fp(打 甲,Ⅹ))摘 記 ′dx

これ より p(画 を求 め るた め に

や - 5(,?,,Ⅹ)- 甲 ′+ 招 1(9,,X)+ 12Ig2(9,,Ⅹ)+0(75)

p(p)- p.(p)+ }p.(9日 l p2(p)+ 0イ㌘ )
-2
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松田博嗣

とおいて (12.19)を逐 次解 くと

α
72-く くⅩ2-1)2> 十 〇(言5)8
亘 (m-<m> )2>/ 8 K くm>Tw2 . ｡(W2) (12.2.)

ノ､/
とな り, A/;-B/Eを除いては前述の必牽十分条件をみたすことになるO

質量が不規則に分布 した一次元振動 子系では変位 unは (12･1)の形の式をみ

たすが,以上の ことよ りeim
n->±oo

lun トく -であるような解は,少 くとも十分Q)が小

さい ときは確率 1で nPlitmuun-0となることが解 ｡,Oに収支する仕方は
(12.20)に よって与えられ ることが判 った｡この ことは不規則系における波

動軒数局在化の Mc'七七の予想を寮書 きしてい る.

ただ し以上の議論は無限系についてなされた もので,果 してこのことが十分

大 きいが有限の系の固有関数r:対 して成立す るか どうかは証明 され ていない.

計算磯実験の結果は上の結果を有限系に持込んで よさそ うであるこ とを示唆 し

ているが,この問題は 2次元以上での局在の問題 と共に まだ理論的に未解決の

部 に属 している｡

§15｡近 似 法

1) Green関数の展開近似法

〔T.MatsubaraAT.Kaneycshi,

prog. Thecr.Phys.互生(′66),695〕

ここでは例 えば Ge- As のような半導 体の不純物伝導を議論 しよう｡これ

には IVlatSubara-Tc'yc占aw白 moaelがあ り,系の ''Ha.miltonianは

H - ∑ ∑ vm n .amXan(m〉(n〉

干こで く )は 叫 urity Site sumで-&るo叉,Vmn-は

vmn= Ⅴ(Rm-Rn)

≡∑exp(ik ･(Rm-Rm))Vkk
-262-
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不規則系の統計物理学 (Ⅴ)

(Rmは格子点の 位置ベ ク トル )

ここで次の変換を a憲 に施す.

AkX三一∑ expい k･Rm)amX
imi

これに よ り

d - 雷 vkA㌔ Ak

(15.5)

(15.4)

〔Ak,A若,.].- 芝 ∑ expト ik ･Rn + ik:ノ･Rm) 〔an,ann.fnHm〉

- ∑exp 〔i(k′-汰)･Rn〕
n

≡ 〟(kf-汰)

叉 ,

〔Ak,Ak ′〕+- 〔 A k#,Ak#′〕+- 0

ここで次の Gre･en関数 を入れ るo

l 米

Gkk′(Z)≡ く A k訂正 Ak′>

ここで次の Green 的数の効用を考えよう｡

1 米

Gi･nn(E)= 租 m 言二言 an ->

:-･'=:-∑ -･/i/:,∴ LJ/.̀,
〟

u血 tary変換によ り

∴ 二

これを用いると,

m - ･Y,BiLbiLm,〟
濃 bp′n- 8pp′

Gmn(E)='Z
〝'

-lll

bpm濃

F- E

･ 誉 濃 bpn′- 8nn′
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松田博嗣

〟 i

Gmn(E)≡す γPliom+iGmn (E+iγ)iGmn(F-ir))を踊 する｡

(E-e+ill)

R
U

Z
､
抑

hU抑
LUrjQ〃

紘
γ

･-
一2ニ

m〃
P∑

β
m
十

･ュ
0

g
1γ

ニ
莱

b/in

e+i(F+γ)-FJp

l

8- i(r+r)-Fp

I'+ r

(E一昔p)2+(打 γ)2

e Jl- oの ときは

G㌶n(F･)- 汀慧bpm濃 ∂｡6-Lnjp)

o Jlキ 0の ときは

く二＼⊃

Gmn(E･明 -吉f Gmn(8,)

〝 〝

llLIl' 打V-- 1fIli ( E - 8 ′) 2+I 1 2

つ君り coarse-grained.Green関数 とみれ る.状箇密度は_‥､.

D(E)-●∑ 8(a-Ep)で与 えられ るか ら,前式 よ り
〟

D (a) -⊥∑G芸n (i)0
76 ,:..

Ma,tSut)ara-Toyczawa･(M-T)mo且elでの電流は

●
3 = eX

米
-;e〔d･∑ Rmamam〕〈m〉

- 慧 {悪日 慧} rmna漂an

ここに

rmn= (Rm-Rn)Vmn

従 っで Kuもo formulaJを用いて, Static ccnquctivity terlSOrは
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不規則系の統計物寧学 (Ⅴ)

o(S)=j㌔ tfPale-St< 3ト 伽 )3(t)ラ
0 0

- 2(%2)/ dEE (a,ら)(一誌)

S範βくく 1ならば

g(E,8)

芝
が∑

n
∑
mニ

〟

nE,rmnGnm′ (F+抽 )rm,n′ Gnn′m(E)

そ して

O- ,Cim u(S) ; s上a-Cicconductivity
S-+0+

以上のような効用がGreen関数にあることを注意し(15･6)のGkk′(納こ対する考察を行なうO

･(15･6)を Ghh′(Z)とし, これに (15･4)を代入 し, zdlの巾で展開す ると

1

G,ha′(zl書 く ･鯨 言 方Ah#,>

1

--<AhA蔚> +Z
栄

三-2雷vk<AhAkAkAh誉- I･･･

⊥p(h'-h)十[2 蓄p(h′-k)VkP(汰-h)Z

+⊥ ∑
:;5比1

∑ p(h′｣り Ⅴ比.P(kl-鑑2)Vk2P(奴2-a)+-
k2 (15.7)

ここで pは implユrity configlユrationに よる｡ jmpurityは全 く

randlDmとして, ensembleaverageする｡

< p(距 AV=<(莞i eXP (ip o毘n)>AV

= < ∑ En exp (ip･Rn)>AV･
n

E,_i- i

1 n-impllrlty

0 n幸､ 〝

-265､-
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婆

< En> AV - C : C は ccncentration

< fnEn,>AV - C2 if n* n,

p- 逆 格子 ベ ク ト/レ

pキ 〝

とす ると

(15.8)

叉 ,

< p(･pl)p(p2)>AV

= く ∑ exp(i(pl+p2)･親n)>AV
(ni

+ < ∑ ∑ exp(i(pl･ftn+p2･･Rm )) > AV
(n*m)

= N c 8 , ..･p2Tmも く草nEmexp i(pl'Rn ' p2 U員 m )>AV一

〝 + く∑∑-∑>AV
ITl∩ rl

､J

･ + C2iN28p18p2-N∂pl+ .苧2) (15･9)

次に C11mmlユ1a,nt展開を用い ることにす る｡まず moment は

C(E)- < eflX十 ･･+EMXM> - ∑

〟(m)-く ⅩTl･･･ⅩmMM>

Cogc(I)-∑ ′

t

ETli冨2 - 漂

ml!･-mM!

m〇ment

f71- 漕 m. mM
く Ⅹ 1 ･.･Ⅹ M > c

I

clmmlユユanも

ml亨 ･-mM!

〟(孤)

(15.10a)

(15.101))

(cf.求.Kllt)O,J.Phys.Soc.Japan.17(1962),1100)

cu_mmlユ1antとmc､mentとの間の関係は,例えは
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不規則系の統計物理学 (Ⅴ)

くP(Pl)p(p･2)p(p5)ク エ <P(pl)>C<P(P2)>C<P(p5)>C

+ <p(p(pl)>C<P(p2)p(p5)>C

+ <p(p2)>C <P(Pl)p(P5)>C

+ <p(p5)>C <P(･Pl)p(p2う>C+<p(pl)p(p2)p(p5)>C/

一般 にもま す̀

5i;･つ

<p(pl)･･･P(Ps)>C-nE.･.･nEs<Enl-Ens♪ e扇 iJ望1pJ･Rnj〕

-雪<ES>c N8p.･,2+･･･+ps (.5･11)

<ES>Cを求めるために,次の generating function を入れるo

く>〇
r'L1

g(Ⅹ,C) 三 ∑ く t･S>cxソS!ら-1

- く exp(fx)- 1>C

- 1cg<exp(Ex)･>AV

- ユog (ceX+1-C)

くfS>C ≡ ps(C)を定義すると ,

∂ダ(Ⅹ,C)
∂Ⅹ

(X⊃

-∑S=0ps+1(C)ⅩLq/S!
ceX

(卜 C)+ eeX

これ によ り Ps(C)は求まるo
次に (15.7)の展開の各項を d_iagr8,mで表わ す 事 を 考えよう.

1. electrcn line (- )

その上に n個 の Ⅴ申rtex をつけ るo
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松田博嗣

2. vertexか ら interacticn 1_:Lne (･･････) を引いて,あらゆる仕方

で結び X をつけ る｡ ×の数 は高々n

不 不 ¥
l I t
l J .1

叉は

/合 ､ ､.

__=∴_一.___･丁,==______妄∴___:_∴｢.五二二.I__:ユニも ー _

等

×
-
-
-
-

5. 下の波数保存則をみたす ように各 lineに波数 を割 当てる｡

(Greerl関数の展開で出ても､る｡)
′̀ノ′′

/ p-鹿′- 汰/

pl/ ' Ti-≡::: :::: ::二: S : 因子 Np c(C" p l+p 2･ ･･･+ps

′′t､

5･-運動量 hを もつ electrcn lineには因子 Vhをかけてあらゆる hにつ

いての和を とる｡

6･ n-th orCLera-iagramに は Z~nをかけるO

(vertex の数 が n個 )

以上の規則に よ り く 'Gk比′(Z)>AVが求 まるO そ して

< Gkk′(Z)>AV ∝ 6監鑑′

diagra′mを整理す るために,これを properと inpro‡)erとに分 けるo

(proper:一本の electrC,n lineを切 って独立な二つの d_iagramに分

け られない もの) 雫

self-energy d は全ての proper diagramを集めた もので ある ｡

-268--
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X
･

･･-･-
･卓上≡α

e rencrmaliz白d_p〇七ential

Ⅴ鑑米 ≡一軒 7_･=J +

Vk

不規則系の統計物理学 (Ⅴ)

よ + 息 十･･･+ごま 十･･･

+i L .

1-αⅤ奴

self erlergyは.閉 じた形には求められないが ,その うちある型 の項 は比較的

簡単にその.和が求 められ る｡

let ○摘er self-energyを α川 とす ると

I:I

.･..I.皿

∴
..
.鳳

x｣

三
一-一
′t

α

×

･.↑ ミニ､､.
,′'; ＼ ､､､

-ふ況表地長幼L

- Nlpl(C)Z~1+p,(C-Z-2v米 +p5(C)Z-5v米2十･-〕
太･

Ⅴ米 -雷Ⅴ近

a川 は (15･15)を用いて閉 じた形で求 まることになる｡

最終的には

｡(1)= Nz-1/㌔ t e一七
0

これ よ り Green関数がわかる｡

･何故なら,

< Gkk′12カフAV

卜 ,
Lk 比

e exp (Ⅴ米Z~1t)

1-C+ cexp(V#Z-1-i)

ガ
イ
～

1-

J､一-1I

-2dダニ



松田博嗣

α∂比k′

1-aV鑑

従 って α がわかれば G奴 が求 まることになるn

l次のみで計算･した結果では.スペク トルに微細構造 は現れず,数値実験 との

一致 はよ くない｡従 って高次の self-energy を求める必要が ある｡一方,

I).W.Taylcrは不規則格子の振動 スペク tJVを求めるために グ1)-ン関数の

近似計算を唾標空間で行なったが,〔phys.Rev.｣且む (1967),1017〕,

この際の近似 と,こうした d_iagrcrjrriに よる近似 との関連が調べ られたO

〔Matsubara and_YorleZaWた,Pro轄.Thecr . Phys,まヱ (1967),

1546〕o

Taylorの結果の計算機実験 との比較をみると,(= 5次元では 1次元 より

近似がよい,(ii)スペグ トJVに対する近似が よくない ときで も,.coa･rse一

群､ained_スペ ク TJt'については比較的 よいようであるOしか し何故そ うなの

か,どのよ うな場合にどの程度近似が よいのかに対する明快なアプ リオ リの理

論がないのが現状である｡

2) Methc,a cfensemt･le殊Verage Ofperiodic systems 〟
この近似法の基礎的な考え方は ｢場所 nか ら遠 く離れた点の鎮様 は Gnrl('E)

(工mE_>0)の値に余 り影響を与えないだろう｣とする点にあ り,実際

Gn"n(E)に影響を与え得 るための有効距離が一次元で存在す ることが証明され

てし､.るので 〔MatSuda･Prog･Theor ･ Phys･Suppl･No･56 (1966)I

97〕,こ うした性質が次元に拘 らず一般に成立するもの と仮定 して,それに

基いた近似を行なお うとするもので ある｡

具体的な問題 として

(an-Ek) ck,n+Pn+ck,n+1+Pnck,n-1- 0

を充たす系を考えよう｡この場合

ckPn Ck,Xn,

近 E ~ Ek
Gnn′(E) = ∑
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に対 して次の ような性質を もつ有効拒簡 P-P(FJ)が存在することが証明され

る｡

川 持nn′(E)いくJF MinfIGnn(E)I,悔 ′n′(E)Ila

(ii) Hn-n′l<P)では

Gnn′(E)の値は iaJ･,

士
ノ
♂.｣｣J
十I･Jるが,その値の (｡J,♂

て減 少す る｡

一軒 n′V2-2

In-n′lj> 1

=mE> 0

)(lj-ni>P, Ij-n′仁>一e)に依存す

の変化による誤差は Pと共に e-I/p-に比例 し

(iii),膏≦ po≡ Max t1+ (βn/I.)2 1
n

F ≡ 工m甘> 0

か くて coarse-grain組 statea-en_pityは

1
D(a) ニー∑Gnn"(E)

･7rll

-～ 〝軍 fe(Op)G〝(Oe,a)

(A′三二,P(a))

ここで 02は e苛 目の近接位置までの環境を表わす pa･rameterで fe(qe)

はその分布函数である｡

従 って C〇arse一gr･a･inea stateaensityを求めるためには~G〝(Oe,Fl)

(eー>> e(E))が判ればよい｡一方周期系の statea_erlSityは原理的に求

め方が確立 しているので,僅々の周期系の集団を考え,そこにおけ る fp(oc)

が考察す る非周期系のそれ と一致するよ う各周期系の staJe(iensityに重

率をかけて集団平均を取ることに より,非周期系の co日.rSe一grained.

statea_ensityを求めることが出来るo

計算に用い る周期系の unit cellを大 きくすればする程 =m正三を′トさく顧

って も近似は よくなる｡しか し計算時間は当然長 くなる｡一次元振動鎖 の場合

1ユnitcellが高 々 8コの原子を含む として も微細構造を もつ ような coarse

-grained.スペ ク トルが得 られ ,この方法が有効である'ことが示 された｡
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しか し一般次元の場合にづいての有効性,2-2(瓦)の存在だけでな くその

値を理論的に求めることなど,種々問題点を残 している｡
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