
レオロLy-の幾何学的研究 - 正

一 網 目構 造 粘 ､弾 性 論 -

東大工 池 田 恵

(5月29日受理 )

▲'
-
′
へ4
.-

§1｡ 序

我 々が既にのべてきた ところの幾何学的方法論に基づいTl?,2)その具体的展

開として,この論文では網 目構造粘弾性論を扱いたい｡我 々の幾何学的方法論
5)

は, 乱Cartanの動標橋の方法を用 いて,各点にその点での接触ユーク リッド

空間の標横 を付随 させ,変形に よって如何なる変化を来たすかをみ ようとす る

ものであるから,ことばをかえていえは,内部変形を考慮に入れ るとい うこと
4),5)

である｡この考え方が ,実に,統計力学的考察 で着 目 されている ところの外

部変形 (cbservat)lea_eformations)と内部変形 (innerd_eformati-

ons)との相対的変形の派生に相 当していることは明 らかである｡ しか も,そ

れらの扱いでは,統一的に表現することがで きていな く,物理的条件の中に,

あい まいに解消させて しまって表面には出していない O我 々はこの問題を,輿

型的 な網 目構造 3E=デル1二着 目して考えていきたい o

§2.網 目構造 モデルの本質

網 目構造 モデルの幾何学化については,既 に文献 1)で のべた ところである

が,要す るに,高分子のか ら変 りの結合点を点 とみな し,網 目の構成 された状

鱒を想定 して,その網 目方向に三次元の標横 を付随させ,隣接 させ る結合点間

での棲構 の くいちがいを論 じ,それを網 目の変形の様相 と対応 させて考えるわ

けであるQ そ して,その くいちがいが,結合点間 ベク トJVの大きさ及び時間間

隔に比例すると考えるところに,rrleOn?mic性 が出現する｡

変形前後の状鯵空間を ,それぞれ (り 一及び (扇-空間 とし,それぞれの標

横を leii 及び iex) とお くと,変形は

魯 -Aニ(Ⅹ,七)昏iK
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で表わ され, 2点間での標構の くいちがいは

de応-鳥 e}8ⅩP ･FE}eldt

但 し 8㌔ ≡ dIX,〟 - Ⅹ(1)Kd,ち

d.xX
x川 K ≡ -

dit

で与 えられることとなる｡このことは共変微分

Deぷ ≡ aeK- Fplx⑳ス ∂Ⅹ 〝- か ス at

(2.2)

(2.5)

が消失するこ.と,即ち DeK= 0を意味 し, このベク TJvが平行移動 されて遠

隔平行性空間を与 えることになるが,これは標横の とり方の規窪か らの帰結で
1),2)

あ り,又,接続係数 瑞 と FIK の決定の仕方を規定する ものであるO(2･2'

から共変微分商 として,

▽pex … ∂pe広一 鳥 8人 (-0)

▽ e£ ≡ Dt 学ぶ - F応Iel (-0)

但 し Dt - ∂t + A(1)p∂〟

(2.4)

が定義 され ,か くして (2.1), (2.5)あるいは (2.4)か ら rhecぎnCmic

geOPl'letryが構成 されることとな り,文献 1),2)の議論に移行す ることやミ

で きる｡そ こで,そのような基太的概念に対 して ,ここでは具 体的な物理的意

味付けを図るために,我 々の立場かこらみた統計力学的考察の代表例 としての文

献 4),5)との比較検討を試みた払､｡

§ 5 ｡ 網 目の変形について

(2.1)の変形は網 目の変形だが,これ 自体は mi.cr｡な段階での把連であ り,

外部変形 として外力さら与えられ る琴形 を (B冨)とお くと, (Aで) との差が即ち

相対的変形で あるOそれを (Con) とお くと,

A写- 3言 C芸
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の如 くに分解できるが,この規定の仕方は最 も一般的な ものであ り,相対的変

形の与え方に よって種 々のモデ/レが考えられる｡例えば,いわゆる比例定理を

仮定すれば

Aで- ∂J(x,ち)Bで ;cKq≡ a(Ⅹ,七)8芸

あるいは,文献 2)でのべた如 く,

占芸ニーC(･J (6…- AKo)

(但 し (･)徳 (2.4)の D+に よる微分し

1

-｢

ノ

(5.2)

(5.5)

などと表わすことがで きるR しか し,文献 4), 5)との比較検討を行な う上で

は, (5.1)よりも

AE-a?+ C? (5.4)

とお くことが望 ましいO従 って,統計力学的考察 との対応での key-prJintS

紘,とりもなおきず,一般的変形論から (5･4)に基づいて (Bで)によるもの

と (C筈)に よるもの とに分解 し,特に (C筈)によるものを儀 当な物理的条件の

下で (璽 )と結びつけて rAで)を一驚的に決定せ んとすることで あり,併せて

応力-変形 一時間関係へ代入して,一般化 Maxwell一三l:氾d_C･1へ帰着 させるこ

とであるoその瞭着目され るのは 才IE あるいは 111K なる畳であることはい う

●

空で もないo

§4｡Vオロジー方程式 - (1):文献 5) との対応

ここでの基本量は文献 2)と同 じく (伊頼 拍言)と仮定し,そ れらは

三豊 吊 (4･.)

で与え.bれ るとする｡又,応力ー変形一時間関係式を文献 2)より文献 5)に

あ うべ く,
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oIK(i)= 拍 9)LE(七) (4.2)

とおいてお く. さて,そこで (4･1)1から実際に (5･4)を考慮 して ダ}応を計

喪 してみ ると,

宮山 - b ス K + 2d･(l応) + CスK
(4.5)

とかける｡但 し,

blE 三 B蟻 8jL.;a,.K≡ Bicニ6ji; CIE ≡ CJl C三 8j i (4･4)

で, b加 は外部変形に よる計量 , CスKは純粋に相対的変形のみの計量 ,且よだ

は両者の混合成分 といえるが,以下,特徴的に外部変形 と全相対的変形への分

解 とい うことを図 るために, (4.5)を

才IM = bスK +γ(}ぷ) ; rスぷ≡ 2d-1ぷ + C IK

とお くことにするoそ うすると (4 ･1) 2 よ り,

;･:〟 :
FIK-ら;ぷ + γA

但 し もlK三 吉でも i

o ●K≡ (ち:+Cデ) さま+ Cア 右左γ). = =zIT t･)こl十 .i

(4.5)

(4.6)

とかけ るOこの ようにすると, (A)- (.!3,6)分解が遂行 されて,すべての

畳が (1)Aだ了 スぷ)分解に帰着 され,文献 5)-での外部変形対内部変形の対立

が explleltに表わされて くる｡

そ こで, (4.2)をイ反窟 したか ら,これを時間微分する と,

oIK(i)= i(i)glK(iJ+ }用 伊IX(ち )

●

となるが, ダ加 については,▽ 才人E= 0よ り

をl応- Tスyg… +Ffgスy

なる関係があるか ら,これを代入 し,かつ (4.6)を代入すると,
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;lx(t,- 認 OIE(i,･ (姉 川 + ら;yoly)
●

ナ (γ}･yo… + ;;リo仙 ) (4.9)

とかけ,､これ は正に一般化 Maxwe11-m〇del の方程式になってお り,右辺

節-項は体積変化を,第二項は外部変形に よる弾性項 を,第三項は相対的変形

か らの寄与 を表わ し,文献 5)では

o}V ;K･リ≡- - x (a)応一 冊 8人K)

なる形を仮定 していることにな り,従 って,

i..-_.: I-≒ 7,:..: 一 十 ‥.て -:.=1I.._.･シ ー

- 2G (a)6-)(i)∂スK)

(4.10)

(4.ll)

に帰着するが ,このことは相対的変形に対 してある種の物理的条件をお くこと

に他 な らず,実際 (4,10､)紘,

;エリ-= 一 応(8Ky-3スy8スK) (4･.2)

なる仮定 と同値で あ り,相対的変形の時間的変化 は純変形に比例するとい うこ

とを裏付ける条件 となっている,ここの Kな る係数は文献 5)では con8tant

として扱われているが,それを時間の函数 と拡張 することもで きる｡

(Bデ)が与 えられた時,(4･12)か ら (C?)を求め ,それか ら 軌 応)が求

められ , (4･2)か ら応 力 (OIK)が求められ るo実例で は定常状態を扱い,●

(4･11)において oIE= 0とおいてや っ.T ,パ ラメータ Hと 1佃 を介 して

016(ち)を一意的に求 め ようとしてい るOその結果を単純すべ りや単純伸張など

に摘用 してや って交叉応力効果な どの粘弾性物性 を論 じている.A(tlなるjiラ

メータは,文献 5)では鎖の結合点の生成 ･消滅 に関係 した一種の物質係数で ,

すべての非ホ ロノーム性 を代表 しているといえる ｡叉 , (4.10), (4･12)の

Kなるパ ラメータ も,時間の函数 としてや ると }(七)と同 じ意味合いを.もって

くる｡文献 5)では,鎖 の分布函数について ,実際の網眉の変形 との対応が考

-257-



池田 恵 '-

えられてな く,かつ,極端に 印aCrOな段階での仮定を とり入れて議論を進め

てい るが,我 々としては,これ より mlcroな段階での仮定を とり入れて議論

を進めているが,我 々としては,これ よ りmicro串 網ゝ 目の変形か らくる空

間構 造の規定を考えていきた㌧､.そのために,次節で潔献 4)との対応を調べ
∫

たい O .又,文献 5)で扱われている fiouse一m｡d_el十二ついての議論は次の論

文 (孤立鎖粘弾性論)に含 ませたい,I

§5｡ レオ ロジー方程式 - (2):文献 4)との対応

まず, (4.8)は,文献 4)での鎖の数分布函数の時間的変化の方程 式そのも

ので あることがわか り, (4.8)を

･T,glKか Ⅹ(卑 ∂〟才IK+,了 ダ… + FGリgly k .)

とか きなおせは , 才スKを分布函数 とみなすことに よ り文献 4)の ものと一致 し

て くる事になる｡ (4.8)に (4.6)を代入す ることに より,

g･AK - (も'lリ 5･… 十もエ ンゲ ル ) + (;l･V 才 … +瑞 ;; 〟) (512)

●

と計算されるが.,これを文献 4)の方程式 と比較 すると,相対的変形 に依存 し

た項 が散逸性を代表するとして,

●

;;リgyX -" l･リTとy-- GILK(Ⅹ･七) 一 拍 招 }応(Ⅹ,t) (5･5)

と等置できるO但 し Gl応(Ⅹ,七)は物理的には単位時間当 りの鎖再成確率に相

当 し,全墜系の計量的変化を与 えるものであ り,β(xlは単位時間当 りの鎖切断

確率に相当 し,全体 としては変形即ち計量に比例 した形で導入 されている｡た

とえば (4.12)を仮定 した とす ると, (5.5)は

- 2K (,gAk - 8AK)三 GIK - P 伊IX (5.4)

に帰着するか ら,文献 5)の立場は文献 4)の立場の樽殊な ものとい えるOこt

れらの条件は, iニスの形を規定するものだ か ら,物理的条件に よらねばならな

い｡ (5.5)か ら直接には,
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;ユ応≡与 (Gl'6- β8芸':Gユx三 GJ- 3川

あるいは

:-:.I:二 三 を .:-.:._<一 一三--;._,-I- ‥ ;-,:., ≡ 'T.;_l二:i._,

1

-
｢

ノ

(5.5)

とおけばよいことがわか り,結局相対的変形の時間的変化を如何に物理的に解

釈 してい くかの実例を与えていることになる｡

さて統計力学的考察では,応力の時間的変化浸分布函数のそれに,ある平均

操作が加えられた形 として与えられ,本質的には分布函数の時間的変化に比例

した形で与えられ る｡それで,我 々の場合に も最 も簡単な形 として (4.2)とお

いたわけだが,ここでは より一般的に,

oK}(七)- E:Kl･uy(t叛 p(七) (516)

とお き,E を一種の物質係数 とし平均化作用素 とみなしてや る.そ うする

と,この時間微分に (5.2)を代入してや ると,

;61- 沌 KIpuEリPSγ)0γ8

但 し

(

Iii,;α(EKスFLyE｡〟∂γ)+もLα(EKljLyEリ｡6γ)巨 r8

+ (;栄)Kl,

(;#)Kス≡ ii乙a(Eぷ如 EapS,)十㌔α(EXIpyFLya6,))0γ∂

Eリ p l 〆 まEX加 の 連 テ ン ソル

EiiZ1
7
り

5向_川r

5i
iiii
iiiiiiiii
ii
:

とかけ,文献 4)の式 と本質的に一致 し, (;栄)だスがそ こでの鎖の切断 ･再

成に依存 した散逸的応力である｡右辺第 一項は物質係数の時間依存性か らの寄

与で本質的に非線型性 を代表 し,統計力学的には Ga1158分布か らのずれに依
●

存 し,第二項 は外部変形に依存 した弾性項である｡今 富訂 1- 0 なることを

仮定する.このことは Gauss分布を仮定し,形態的非線型性の消失を仮定す

るもので あるが,我 々の場合には簡単のために isetro‡)ie性 で代表 させ,
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EKIpy - EがスダPy+E伊HP ダIy
1 2

(E E は定数 )
11 2

とお くことにする｡

'Kl♂

EiiZ!
75

.
′l

(2も げ十

E

2
ー八方穿

け

R

u

eQrbEiiZAU㍗
●pv

は

苫
-

IE
2

2

･ 12盲 O も(川 +2もぐ58
1

+(;莱)Hl

とかける｡今,圧力項 として
E

● ● 1｡
p ft1-- 2bo+ 2言b(r∂)Ore

2

ox)8才

(5･8)

(5･9)

(5.10)

と お き , 伊 G lについて は , (x})なる成分は, (;栄)ぶAに まとめられて しま

って い る と 考えてやる と , (5.9)は特徴的に ,

･h- i -主用 86ス + 23(t,b'G町 2(言 oSi･ ofy,b(- )

+ (;栄)Kス (5.ll)

とかけ る｡これを文献 4)と比巌すべ く,各項 をその量の時間依存華 について

の ord･erに よって展開 してやって,例えば,

P (七)- P + P(t) + 1

h ････ ‡ (5･12)

(o) 川

oKl(t)- qぷ1+ 6㍍

(o) (1)

の如 く下指標で次数を表わ し,かつ一次の項 まで とって (5.ll)を展開すると,
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o次の項 は時間に依存 しないか ら,

評 l=f,(ち)86}+ 2;(t川 (G})
川 (11 川 回

E

･ 2(音(冒,Sly･ o晶 (Ky'･ ((i,米了 l(o) (1)
(5.15)

と表わされるOこれ らは (4･5),(4･4)での分解において (Bf),(C㌘)につ

いての二次以上の微少量を省略するとい う線型化操作に よって得 られ る賂巣 と

一致するといえる｡一方,文献 4)での もう一つ の特徴的な平均化は (5.5)に

おける鏡切断確率 P(_x)に よるもので,いわゆる β-subnetworkを構 成する

ための ものであるoこれは (5･15)か ら時間によらないパラメータ ,8(x)を 用

いて,再び各畳をその依存度の ord_erで展開 し (5rll)か ら (5.15)を得た

と同 じ操作を行なえば よいOた とえは,

回 (1)
p(七,β)-P(t)+ 早(t,♂)+ -
川 川 川

(o) (1)
a(i)+ o(t,β)+ ･･･

(1) 川 川
aK(}t,β)

｢
-

I)1･･-

ノ

(5.14､)

の如 く展開 して,今度は上指標でその次数を表わすことにし, (5.15)を書 き

直す と,同 じく一次の項 までしか とらないことに して,

●
(o)応ス
q
(1)

○ ● ● ●

-('号,'6㌦ 2((買 冨 (棉 + '(書棚 K レ)･ ( '(? :栄 ) K l

＼ノ
FJu
ノヽハLe

/し
川

p
㈲

･
叫
p
いり

H相川U
in

+
)ヽJnぷ

一′L
o
P
o

･
川

p
川

hⅦ一しu2+
-ArルAu

･
川
.I/
I./

ニ
ー∧Sル

l

lI
.

■
ー
一u
1

-I.1

(

EiiF
リガ′_ヽ

,.=
p
:

HH相川U

nuHr
Hy
.ヽA

●

l

ヽ
l

(U

ぷn
U

+

●

辛 (i(F," )Kl

I (;)･ u

川 ス (_0) (GV)
b 1

川

(5.15)､

なる二つの式を得 るが, (5･12)Llは恒等式 とみなす ｡=(_声･15)2は本質的 に

文郵 4)の p-subnetworkの応力 ー 変形 一 時間.関係に等 しい ものであ

ーを41-
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る｡但 し

2(紺 8}y

い ).
+ ♂

(o了

(りI

y)≡ (3)･y

とおいた｡今 , (5.15)2 において,

(i- 0,1)

(:三;栄)EAが ,

(5.16)

(4.12)あるいは (5.5)

を介 して適当に計算 された結果 として,ぷ!GIKなどのパ ラメータが全体系の

計量に直接的に寄与することを考え併せてや って,

● ○ ●

(i(i',x) El+2 ('(i,'H忘,'(棉 + '(岩,i(iu',(x}' ) -- o (51.7)

が成立つ とする｡ このことは (4･2)において 1(七日がすべての非ホロ/-ム性●

を代表すると考えていることとも関係す る托 して更に･;･･(;)(K畑 二関す る項は

(i)(Ey)
KE

川

に関する項 とは Pの一次の C)r且erのみちが うだけだから,それを

explicitに
●

器 y(p, '(3',(ぶり)≡'(料

(1,)だリ
0

川
刷

とおいてやることにすると,結局 (5.15)紘 ,

● ●

(i)(Kl)+(A)(1㌦ 応1

日) 回 目)

但 し

リ
●

､-lr

～....ー

1

.I

持
.〃
ー0
1

0

符
o

′/
-
∫
-
1

＼

'八
r.<
_

EHHJu
':

nU
rル
∩)

/､ノ
ハ

β

●

nU
SenU

′ー-11

7･･J
≡､ノ

ハ

(5.18)

(5.19)

とかけるか ら,これは正に純粋 の MaxWell一mod.el形式にな ってい, 〟 はy
圧縮率 ,甲.よは粘性率を意味することとなる｡パラメータPの形に依存 した

物質係数-の拡張は,よ.り高次の項を とり入れ ることに よって得 られ ることは

明らかであ声｡末だ βへの依存性が判然 としていないか ら (5･18)の意味付け
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が明確でないが (5.18)はみ か けの粘 性率を与えていると考 えられ ,その場合

(olI/

には (Z)･

(1)〟
lではな くて (3,･1 - '(結 )g'J:yな る P に 依 存 し た粘性率が認囲

諭 されて くる｡

この ような時間及びパ ラメ ー タPに 対する操作は一般的 に は ¢ (Ⅹ,七)なる

形の函 数を用いた一種の平均 化 換作

詔 ス - ¢rX,t)q応1 (5.20)

杏 (5.ll)に施 す ことと同値であ り, ¢(Ⅹ,ち)紘 ,ある薄 目した暖間を時 間

の原点に選び,その時の応力を oK人とすると,それか ら時間がたっにつれて

我 々の観測す る応力が ¢(Ⅹ,ち)の割合で変化す ることを意味 し,しか も文献

4)の如 く,網 目を構成する鎖が応 力を加えることに よってある割合で切断 さ

れ,その うちのある割合の ものが再成 されるとい うふ うに考えるな らば,

¢(Ⅹ,t)は単調減少函数で あるOその形は応 力 Oだ人の大 きさに比例 して減少

し, 七一- では緩和 して しま うか ら ¢エ ロ故 に,一般的に e-atの形を もつ

ことがわかる｡これが (5.ll)か ら (5.15)を経 て (5.15)あるいは (5.19)

への移行をひ-とまとめに した考え方であ り,幾何 学的には共形按簡魂何学を与

える もので あり,そちらからの議論か ら我 々の問題に対する方針を得 る ことも

で きるが,長 くなるので ,この あた りで終 りたい と思 う｡

§占.結 語

結局 ,文献 4),5)は ,我 々の一般的変形論 ,非線型粘弾性論から特殊な

縮退を考えることによって得 られ るところで あ り,網 目構造粘弾性 ,就 中,一

般化 Maxwe11-mOac-1の議論は,完全に我 々の ものわ中に含 まれ ることが

わか った｡又,通常の統計力学的考察でのスペク トル解析への移行の問題は,

固有時間分布を考えるわけだか ら,物質係数 の時間尺度変換に帰着 させ,られ る

こととなるOこの時は固有 mod_e分解が行なわれ るべ く表現の仕 方を考え,

文献 5)の如 く Rouse-mod.elの各要素に着 目した扱いな どを試みなければ

ならない ｡この論文では統計力学的考察 との対応づけに気を とられす ぎ,物理

的意味の判然 としない条件が多 く出て きたが .これらについての考察 も将来 の
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課題 としたい｡
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