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設問 ;何故にブラウン運動論を?

〔Ans･1〕 ブラウン運動論にかけるE-s過程 とS.ChrBdinger方程式との間

に,D-i/2m,の対応関係の もとで完全を対応が成立し,かつ前者には E-s

過程のsub-1evelに,0-U過程が存在し,従 って,波動方程式の stか･1evel

が対応論的に見出せるかもしれないo 太Vジーズ (I)参照o 1

〔Ans.2) 量子力学自体の内に 牧拡散の運動エネル ギー'を要求する因子が

ある｡太Vリーズ (Ⅱ)で少し顔を出した問題 と達関する｡ 一般的な形で指摘

すると,次の棟 になり公知の事柄に属する｡

<E> 芸 ′PfIPdT

-/†-(も2/2m)甲△甲+UP2idT
を問題にしようo Pは realとしてお くO

U i:

9)△¢=div(?▽P)-(▽P)2 (1･a)

であり,全空間の体積積分で右辺第 1項はGauss の定理によ り無限遠の閉 じ

た曲面にわたる表面積分となり,甲が無限遠で消えることにより,結局

/div (甲▽?)dT=0, (1･b)

従 って (1)紘,次式となる｡

<E> -/Iも2/2m)(▽P)2+UP2号dT ･ (2)

この右辺第 1項は確かに運動エネルギーの期待値に由来するが,しかし, こ

れ自体としては何者であろ うか ? 一般に固有値について

En > 鞭 in (=Uの最小値) (i)

であり,理由は運動エネルギーの期待値が<K>>0であるか らであるo
hま変分原理 と-のかね合レ＼て,基底状態 (n-0)を考えてみると,

<E>-最小 (4･a)

を主条件とし,規格化条件を補助条件とするとき, Lagrange乗数として固有

値 EO∴ 対応する甲としてPoが求ま考｡すなわち,∂<E>-Oよわ,fqPdT
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- 1のもとで

∂召 (b 2/ 2m) (▽P)2}dT+∂′UP2dT-0 (4･b)

系はその基底状態において<U>rrlin に向 って集ろうとするが,その傾向をさ

またげる方向に拡散が起 り･両者のかね合いの上に902の定常分布が成立する

こととなろうoポテンVヤルの深みを求める傾向が力学的とすると,確率密度

の局在化をさまたげる膿密度部分か ら稀薄密度部分-の拡散が,ブラウン運動

論的傾同であろ うO 後者の因子は.運動エネルギーの項に由来するが,そのも

のではないO (21の右辺第 1項.

/(も2/2m)(W/?)2甲2 dT
-f沌2/2m)(▽6mg)2甲 dT

におバハてこ

Gnp -A/も
≡≡己

▽R -mu
(5)

･-う←

によって拡廠速度 u菅導入すると,上述の変分 (4･b)紘,fP2dT - 1のも

とで

∂ffLiTV2)u2 甲2 ldT +∂′UP2 d7 -0 (6)

となり,正に拡散流の平均運動エネルギーがUminを求める傾向と均合うもの

と考え られる｡密鮭が局所に集中しす ぎてまずい理由は q自己エネルギー"が

高くなりす ぎて定常たりえなくなるものと考えてよいであろうO

ここで⊥一般に,(5)のもとで

(も2/2m)fdiv (P▽P)dT
-(も/2)fdiv(盲9,2 ) d7-0, (7)

であることが注意されるO これはp=92の問頻となる空間域Bにおいて積分

値fBPdTが有限に止まるべきことの為に要請されるPへの条件,Bの外域で

零となることによるが,Bの界面Zから拡散してい《流れ密匿 u Pの全量
→

fETGp･言 ds,(dsは∑上の面積素片･nはg上の外向き法線方向の単位ベク ト→

〟),すなわちfBdivupd丁を消してしまうこと･あーるいは局所的に･
+

∂ル′∂t--div (up )エロ, (8)

の強い連続の式の成立を意味する. これが定常状態の成.立を支えているとみら
【=Eコ

れるが, もともと連続の式は甲の位相因子Sからの力学的速度 Ⅴ-▽S/mの密
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箆とO)尚に成立 していた0)であり,こ･れも(8)から ,

∂p/∂t--div (マp)- o
E =≡コ

となるOこの意味で ,定常状態では uとVとの区別が必要でなく,とくに97を
->

実数とL,たことにより,位梅Sが表面にでることは夜い｡従って.Vもまた表面
→

にでることはない｡ ue)導入が不可避であるといって過言では夜かろうo

設問 ー;定常激動方程式

-(も2/2m)△9+UP-Eq, (10)
の成,TLは,托ami7ton-Jacobi 式 との関連のもとで,どのように考え られる

のであろ うか ?

対応するfi-Jの式は作用積分 Sに対する

∂S/∂t+(1/2m)(▽S)2+U-0

であるが,簡約された作用積分をRとして

RS==-LCEnt:R' i

ととり.,(ii)に代入し次式がえられる｡

(も之/2m)(▽9,)2-(E-U)9,2-0

これの垂間積分をとり,その値を極値とする無条件変分 ノ

Bf†(お/2m)CT7甲)2-(E-U)甲2号平-0
により,固有値方程式 として

-(辱/2m)△P+UP-EP

(ll)

(11･a)

(11･b)

(11･C)

が生ずるO (ll･a)Pによ って導入されたRすなわち波動関数p- exp嘩/も)

がI'5)と同等であり,エネルギー保存則が成立する運動,盟 (p,q)-E- 一定,

に対しては,

▽S-mマ-▽R-m盲
従 って,マ-盲であるo

(1∴1･a)に代 ゎ,時間のみの関数

言(t)ニーEt(-real)
を純虚数部分にとり,

i.=▼コ
もenや-栄+iS(t)

によって波動関数甲を導入することに-よれ
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EP-哩 - ih∂wot (12) .-A

が成立することとなる｡ こU)とき,(12･a)を虚数部分･にとることに対して古典論

内部ほおける正当化はできない (波功光学との対応なしにはノ)｡ただし,後節lW〕参照｡

設問',時間に依存する波動方程式闇に対し,R ,Sともに実数として,

もflnp-A+iS (15)

とおいてえ られる次式の組から,特殊な場合として諸々の運動状態が現われる｡

∂S/∂t--(1/2m)(▽S)2-冒+(1/2m)(V髭)2

+(ち/2m)△R, (15･a)

∂R/∂tニー (1/m)▽S･▽東-(ち/2m)△S (1･5･b)

どの ような条件下に どのような運動状態が現われるのであろうか ?

LlI)

∂艶/∂tニー (▽S/m).▽R
●

=-Q(t)･▽R ,
∂▽S/∂t-mQft)- 0 1 (14)

で下では, (15･b)から△ S-mdivQ机- Oが成立し,換言すれば,

良- R(q-Q(t))~
● →
Q(t)=Ⅴ=▽S/m

の場合である｡作用関数Sの簡約化がで きて
4 J～

S-mQtt)･q+S(t) ,
En
S勘は時間のみの任意関数, (15･a)か ら
～ ●
dS(t)/dtニーmQ2/2-U+(1/2m) (▽R)2

+(も/2m)△R,

芸ce≡言 …(;2m' 2 : )

とし,
i::lウ
dS佃/dt ニーE

により86Jは次式 となるo
→

E-KcA + U -(m/2)u2-(h/2)divu

ここで
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(18)

による実数の確率振幅Aに戻 ってお くと(17)は次のように なり,

EA-lKce +U- (も2/2m)△iA, (19)
●

Eを固有嘩とし, Aに対する固有値方程式であり, とくに ▽S-mQ-Oの静

止系に対しては通常の定常波動方潜式 l

‡- (も2/2m)△+t月 A-EA (20)

が成立するoAに対して一価 ･連凝 ･有限性である ことを容話しておこうO量

子力学的運動エネルギー演算子は,この意味で もSに由来するのではをく, 求

に 由来する (あるhは量子ポテンシャルに由来する) ことが知れるO

童子力学的エネル ギーの期待値

<出〉 - iL f 軒 ∂甲/∂t dT

蟹求 め ると,
【i=!ウ

<朗> - - ′A2 (dS/dt) dT
●

-mQ2/2-<mu2/2〉十〈U>,

(21)

(21｡a)

こ こ に
=≡ヨ

ー(秦/2)<divu>-0,
古輿的超勤エネルギーと拡散流の平均運動エネルギーとは<fi>托対して逆方

向に寄与す孝,jry.になっているが･首- 一路▽把よ り運動畢演算子を導入す る

と,

-< m u2/2>-(1/2m) < ず >

量子力学的運動エネルギーであることがわかるO＼

〔‡〕

▽S-ミ▽R;△S-△R

の場合,まず (15･a)か ら.Newtonの運動方程式そのもの→
mdv/dtニー▽U,

がえられ,一方 (15･b)からは,

∂R/∂tニー m v 41 --2K

がえられるC ェネJi/ギー保存系

K+U=こE-const､.

に対し,

ノ ー155-
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髭 ニ ー f2Kdt+髭′,

(黒Jは tにはよらない積分定数)

--∫(2駅-E)dt-fEdt十配′

ニー′(K-U)dト ′Edt+R′,

(25･C)

(25-･d)

と変形し,古鞄力学的軌道上の 2定点A,B牽固定し,RJ=RA･R-Rも と書

いて軌道を僅か変えるとい う変分に対 し,

∂(常 B-RA)- 0
を要請-g-るとき, (25･C)は,

∂′2Tdt==0

最小作用の原理

とな り, (25･d)は,fiamiltonの原

∂′ (K-U)dt- 0

(24)

¢4･a)

(24･b)

となり,軌道上の線素をdeとして ,K-(捕/2) (da//dt)2躍注意すれば,
A/妻aupertuis の原理

∂/ABf皇五て巨二田 d2-0 (24･C)

となるO 当然のことであるの示もしれないが (25･a)と共に, (25･b)が

出て ,

-f芸dR -極小

の作用原理がR-もenA に対しての ものであり, (24･a)および (24･C)
が自然に出ることは興味深い｡deBroglie の道を丁度逆にたどったことに

なるので あろ う｡

〔証〕

▽R-m~首エロ; △Rエロ

の場合を考えよう｡

(15･a)は次式となる｡

∂S/∂tニ ー(1/2m) (▽S)2 - U.
また (15･b)紘,

∂崇/∂tニー(も/2rr9△S
/

--(i/2) div首,

となるO まず ('26･b)か ら,

R--(i/2)fdiv苛dt+RJ ,
-156-
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RIは tにはよらない積分定数O従 って,
+

A- const.･exp(-1/2fdivV dt),

であるo 条件 (25)の下で (26･b)から,
→

grad diyV - ロ

(27)

(28)

セあるから, (26･a)紘,両辺の gradをとって再び,-Newt｡nの運動方程式

mdTS/ dtニー▽U (29)

となるOこの 〔丑〕 の場合は,高林氏が最小作滴の原理からの挽まygenS の原

理の誘導 として示され,Peynmaヮ ker･neIを導出された場合に穐怒らをVqf'2'

この場合の重要性は遷移確率 (非古典量)の1/2乗としてのkernelを半古典

的に導出する点,及びそれによってSchr'6dLinger方程式が再生する点にあるO

ここでは最小作用の原理に直接 うったえるこ となく,Feynmankernelを導

いておこうO

いま位相空間の近接した 2時空点

(pD･qO･t)I(p･q･t+∂t)

に対して, (29)は次のようになるo

p-po+ ∂t(dp/dt) q-qo

-po-∂t(▽U)0, (50･a)

これを tで積分して, (50･a)からの町 を代入して次式がえられるo

mq-mqo+ p∂七十(∂t)2/2-∫･(▽U)oI

これからpを求めると,

p-m (q-qo)/∂t-(∂t/2)′(▽U)o'･
p-▽Sであるから

∂S-m (q-qo)2 / 2∂t弓 ∂t/2) (q-qo)(VU)0
-0 (qo)∂t,

これは丁度,系のLagrange関数

L(ち,q)-(rTLV2)も乏-U (q)

による作用関数5-の うち,最小作用の原理

s(q,t+∂t;q口･t)

-(ftt+∂tL(ら∴q)dt･imin-∂S
-1三7-
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を満す ものとな っていることがわかるO

(5ロ)から
→

divV-5/∂t

故, (27)から,

A- const.(∂t)-5/2I

従 って, (51)及び (52)による

K (q･t.+∂t;qo･t)

-Aexpf(i/も)∂S右
が

? (q,t+∂t)-′K(q･t+∂t;qq ･t)

×甲(qo･t)dqo,

を満す kernel (P(qo,t)･甲 (q･tJ∂t) )となるo
li-1!)

▽S-o;△Sエロ

(52)

65)

(54)

65)

の場合には, (15･a)のみが残り,小さな時間間隔∂tに対して,
∂tsニーU∂t+伍 2/2m) 払A/A)∂t,

I
が成立する｡

これは確率碍幅A (q･,t)の時間推進

A _(q,t+∂t)-T･(ダー).A (q･t)

を与える噴算子

T,(∂t)-exp (i∂t土Ŝ )

となる｡微小時間間隔∂tに対し

T (∂t)-1+i∂ts/も

- 1- (i亮 )U∂t

+(ih/2m) (△A/A),4.･.,i,

(56)

(57･a)

(57-b)

(57･C)

となり, (57･a)で

A (q,t+∂t)-A(q,t)+∂t†∂A(q｣,t)/∂t.i, (57･d)

と展開するとき, (57･a)は次式となるo

iも∂A/∂t三二一か/2m)△A+UA.
従って,量子力学的Hamiltonian

-15とi-
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朗ニ ー (も2/2m)△+U

による時間推進演算子 との同等性

exp("'fi∂t/ち)-exp(i∂ts/ち)

が示され,このもとでのみ, (58)と (20)とは同等であるOこの壊合は れ 静

止系 廿であり,位置によるSの変化はないのであるが,景子ポテンVヤル と位

置エネルギー (スカラーポテンVヤル)とにより, Sの時間変化が生じ,♂ts-

-E∂tによって直ちにAに対する波動方程式が生ずるO

以上により,

もenP(q,t)-R(q,t)+iS(｡,t)
としての (15･a&b) の連立偏 微分方程式は,見通しの長い各件の もとで種

々の力学的運動状態をもたらし,夫々の運動状態は足 った軌道運動の トラジェ

ク トリー束を与えていることがわかるo夫々の束鞄条件が見通し良 く設定でき

るという後向きの立場に立 っても依然Brown r運動論による描像は有効である

といえようo Lかしをがらこの段階では末だSchr匂dinger方程式か らの-｢陵

式 (15･a&b) の周囲のどうどうめ ぐりVL止 っているとの批判は甘受してお

かねばならぬ｡
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