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§1. 変分原理に よる基礎式の導出

衆知のように Schrlbdinger方程式

詔 +/atニー(思2/2m)△少+U+

ほ ラグランジアン暫度 として

L-(iR/2)(中米∂% 七-∂vFjatや)

-(竃2/2m)▽中米▽Y,L一冊 来車 /

(1)

(2)

をと.9変分法によって導かれ る. いま, Schr昌dinger場 として,次の形 を と

って変分原理により基礎式を導出しておきたい｡

少 - exp(fi/,1)exp(iS/71)

中米-exIP(A/A)exp巨 iS/,1)

従 ?て ､

p- 中米や- exp(2R/,1)

(5)

(5′)

(2)紘 ,これ らを用いて次式 となるo

L- ip∂R/at - β∂S/8も

ーβ((▽S)㌦m+冒

+(▽R)2/2m+ (i/2m)(▽S･∇p-｢▽五･▽S)チ (4)

･こ.れか ら,場を特性づける q座標 "に対応する量 fi,Sに対する q共役運 動

量 "紘 ,それぞれ ip,-p であるか ら,./＼ミル トニラン密度は次のように書
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ける｡

H - ip ∂R/at - β ∂S/at - L

- p i(vs)2/2m- )

- (ip)2p-1(▽R)2) 2m

+ (ip/2m)〔▽S,▽R〕

ここで,

≡≡コ E
p- VS ;pd- ∇R

牽素人し,

〔▽S,▽fi〕-〔盲,言d〕
･一一･･ゝ

丁 柁 div pd

ととると,次の q正準形式 "の運動方程式が成立する.

∂S/at - - ahT/ap.

- (p2/2m+U)

+ pd2/2m+ (E/2m)div pd,
----1,

-∂p/Oも - ∂/∂言i∂hT/8(▽S))

- diy (dh/a言)
一ゝ

- ｡iv (pP/m)

(6･2)は連続の式であるが ,

- p-lap/at ニ ー ∂enp/at

--斗 一-斗 →

- p~1divrpP/m)- (P/a)▽ pap + diyP/m

- さ? 4 -

(5)

(5･a)

(5･ヒ,)

(t･1,)

(6･2)

(6･2la)
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と書 き直 し,これに (5′)か らの

R- (A/2)enp

を用いて ,次式がえ られる｡

∂R/atニ ー (1/m)(盲･言d)

- (B/2m)dlV盲

(6･1),(d･5)が ,我 々の基亨簸式であるC

また, (5)におけ る fi- ipの関係か ら,

∂R/thy - ∂hT/a(ip)

-- i(Pd?/m)+ (1･/2m)〔完,盲d〕
2

-- i(Pd/m)- i(a/2m)墾vpd,
--････二■

i∂p/at - - dlV(粧塙 d)
_t

- -dlV〔pPd/rrl),

の二式がえられるが ,.これからは,

∂R/at- O,
? _ ..= 一.

イPd/a)+(71/2m)d iy p d - e

∂p/a +u - ロ,

div(p;a,a,'= O) ㌔

(6･2･b)

(6･さ.)

(ア･1)

(7･2)

(8･1)

(8･2)

の関係が成立する特殊な状態がえられるにすぎず (6･5)は導出されないC

(7･1&2)が リアルをらざることは･fi- (-3/2)enpの運動が･本来,罪

力学的な性格のものであることを意味するのであろ うO,(8･1&2)は同じ式巳≡ぎコ ≡:≡妻=
であ れ この状態は (6･5)における p=pq, or▽S-▽fi;丑= 時間に

よらず一定の状態 ,従って,(6･1)か ら∂S/at--冒,ordp/dtニー▽U
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の正に非流水系古典力学の状飴であることを知る.このことか ら▽Sキ▽R が

廿量子力学 "固有の効果 (簡単に量子効果 とよぶ ことにしよう)と何等かのか

かわ り合いがあるものとみ られ よう ｡ (5･b)に集約されている事柄 ,盲一空

間 と言d一空間 との相互移行性 としての (5･b)の物理的意義が問われ るで あ

ろ う ｡

§2.演算子関係

量子力学において /g空間 と q̂空間 との力学的相互移行性 (変換性)紘

〔̂p,芸〕- 一 拍

によって規定されており,これによって演算子鍾係

(9)

p-一 拍 ∂/a告が具体化

/＼

され る｡勿論 ,不庵 定性関係もまたこれによるC ところで,古典趣限 Tl-ヰ D

においてほ,正 し く

芸サ ニ ー 沌▽サ-▽Sサ

ただし ･少-Aexp(iS/T1),

(10)

が成立 し,p-▽Sと q とは無分散に定ま りtt位相空間 " (冒,言)において
一一･ゝ 一一･ゝ

トラジ ェク トリ束 は

p-A2･8(ち-▽S) ( ll)

の分布をとるもの とみなされよう｡省一ヰ Dの条件をはずすとtt,量子ポテンシャ

Jv"- (も2/2m)△A/Aが存在 し･これを考慮に入れて (ll)のAを出- ば

ならないO本来 ,古典力学の中には,固有の確率概念はないのであるか ら,

(11､)･の分布は量子ポテンシャ/レの存在に起因すると考えるべ きであろ うC量

子力学の論理に よると,C一数 宣言 が波群の重心 <･;> ,<q">を与え るも

の と考えるとき,それか らの縞差の間に最低限

(一拍 ∂/8̂q- 芸>)両 q̂)

- ia(昌一くわ)や(̂q)
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の関係が成立 し,aは実数で正で浸ければ怒らをh o これか ら

+("q)-(a/dも)紘 exp ト a(̂q-<';>)2/2五i
/＼

× exp(重くjpl>q/a) (15)

の形に汲動関数が求まるO す夜わち:.,運動量 を定めたことの必然的絵栗 として

位置座橡の方ほ

<(̂q-<̂q>)2>- n/2α (14)

だけの分散が生 じ,ガウス分布ををすこととなるO 畳亨を学の車にはaを決め
∧

る手だてはな く,a一一+ - あるレりまα′-有限 ,TB- Pで 正 しくイ†5)は q
について も 8関数 ∂(̂q-<"q>)と在れ 位相l点 (</;>,<q>)が系の古

/＼

典力学的状態を無分散に定めることとなるc

v'ま (5)で拡散 ボランシャ/レを

f1- - (a/2)(6言 )2,
･(15)

∂言-言-<言>

ととると,拡散の運動量は

･､二

pd- ▽煮 - - α ∂言

であ り,差分商の形になるC そ こで

a- n/ Td

により,拡散時間 Td を導入す るOそ うすると (14)は

<(露)2>/Td- A/2m- D,

(15･a)

(15･b)

日6)
一勺.

これは出発点における対応関係に他をら夜h o

(18)は <(吋)2>輿 < (沌)2動 /Td)エコ と書いて位置及び速度の 2

乗平均愚問の不確衰性関係と考えたのであるが ,量子力学のそれは,(15)と
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は共役に位置 を定めて運動量が分散す る場合 を考えて

<(̂p-<̂p>)2>- 思 a/2

の関係を求め , (14)と (17)との横か ら

<('a-<a>)2>1/2<(̂p-<p̂>)2>y2

- iT/･･2

(17)

(18)

が結論されるO このとき波群のひろが /bを与える不定のパ ラメータa (real,

positive)は消えることに注意 したい｡ この意味で量子力学における不確定

性関係 (18)と,(16)か らの

<(6言)2>1/2孤 <(描)2>y2/Td

- ~てシっL (19)

とは,類似ではあって も本質的な差異がある｡

すなわち ,Qか くれた変数 〝としての a,その次元は 〔質量/時間〕である

が ,これを陽にすることに (19)の積極的意義がありうるし,その意味で(19)

の塾の不確定性が ,従ってゆ らぎの基本的関係が,輸送係数 Dを定義づけてい

るブラウン運動の描像は ,広義にみ ると,時空0)構造に関連 した本質的な問題

を提起 しているように思われ る. (14)と (15･b)とか ら知 られ るように,拡

散子の寿命 としての Td は,その運動範囲の面積に比例 して長 くなるoこのよ

うな時定数は物理的に吟味 してみる価値があるように思われる｡

ところで (5)の もとで (10)紘

<
pサニー 転 ▽サ- (盲一･言d)4

となるか ら,交換関係 (9)紘

〔盲言 〕-i〔首d,竃〕ニー iも

とな り,
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〔言言 〕エ ロ ; 〔も~言 〕- 忠 ,

ブラウン運動論 と量子力学 (V)

(2日･b)

が成立するO盲-▽Sの演算子化はできないが,pd-▽Rは言と非可換で,

この為に 言 に関して分散が生 じ演算子としては (ェ'Vミット性 を問わぬ ことと

して)

ー
pd-ち▽

のように具体化され るC これは A- Py2- exp(a/Bh 二階用 して

一･･一･･･ヽ･
pdA - 笥▽ A

あるいは

pd-賓▽enA-(7i/2)▽enp

≡≡喜コ

め定義式が再生す る｡

しかしなが ら連続の式

∂p/8七十 div (P▽S/m)エロ
≡≡±≦:ウ

を考慮す るとき,速度は P/mであるか ら,

p̂-- (i7i/2p)(+ 栄▽サー▽中米4)

-t
=∇S=p

(20･C)

(20.a)

I-I+
を力学的運動量 として とるべきことがわかるoここには pdは現れず, (21)

-_ゝ
は pが量子力学的演算子としての復権を主張 しており,前節 (5･b)の･関係 は

盲が盲dを言 の開数 とみ夜して作用′してい るもの と理解できるO (6･1あ 2)

あるいは (6･1A,5)の基艇式において量子効果は (21)の意味におけ る

(5･b)唯一点に集約されているといえよう ｡
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