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年賀大 ･理工 ･化学 竹 山 尚 賢

r5月ノ1･7日受理 1

量子力学は相互に同格で移行可能夜2つの括像 - sc,br占dingerpicture

とH-eisenbergpticture - とによって支え られてvlる｡ ll
前者の波動方程式からの連立偏微分方硬式から後者の `̀行列力学" に移行

する路を "定常状静''につvlて振 り.固有値間静を考察する｡

§1 V,もづる方式の鞄有償間麺

われわれの基礎式は,次の導立式であるO

∂S/∂七- 一･p2/2m-U+pd2/2m+ (h/2m)divSd, (1･a)

-一事--I
∂且/∂t - 一 日/mHp･pd)-(il/2皿)div言

ただし,

盲 -▽S, 完d-▽R

考えている系の量子力学的ハミ7レナニ7ン按,次式である｡

H - p̂2/2m+冒

(1･b)

(1･o)

この系の最低の定常状態をr'- 1とし,そのエネ′レギー値を 耳1 とするo定

常状態を a)冒-▽S-0I(静止系),及び も)S･ニ ー Frltの 2条件で特性
づける｡これにより,(1･b)が消え, ∩ .a)のみが次の形で残される｡

El≡ 2mE･,- 2mLT- d2･-hdivpd

=ニゝ

ハ ミ′レトニアンを次のように書き直す ｡

≡2mrH一茂1+Ell
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- 毛2+ ,d2十 もdiv pd+ 8,

-_ー~>

I

- (I;-iSd)(;･ iid)･ 8.,

たれ , 〔';言 d〕ニ ー ihdivpd .
二三=

(5)

状鮎r成 一筋化する為に定常状静nの規格化固有ベクト'V塩 とし･定義か

ら,

盲d,n- 邑 ▽ Ph+n

を導入するo固有億軌藤

･-I;:/,I-:I :-=1-I:':
は,

en- 2mU- pdヲn -もdivも ,n

と同等であり,(三)と同様,ハ ミJVトニアンを

専-(斬 enH en

- (宗一 ipd,nH /pt + ipa,a) 十En
ー _ .′＼ 一･J■

-nn#Hn + En ≡ 専n
と書 くことカ亨できるo 従って

･'宅.t､jニ :-一丁:
を解 くことは (5)に対する

ケ ~!
- 6少
- (Hp#Hn + 8n丹

を解′くことと同等である｡ ただし,

< _..▲

∬n= p+ ipa,a

いもづる方式の論坤は,次のtように示されるO
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(4･a)

(4･b)

(5)

(6)

(7)
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vlま,a- 1に対して,ハ ミタレトニアンが

擦-H.#nlI 81-% 1
と怒った とするO (71か ら,I)- 1に対し,

中米Hl米Hlや - 8 -eI2 0

従って Elは最低の薗有髄である｡ 当然のことであるが,

e- elの場合 や氷Hl米111す エ ロ

と在るO次に n- 2に対して (71か ら

脅2- BJ2#-H2' 82

r9)

(lr!)

rlO･a)

H FE:

であるが,-陛越は (9),(11ト ･･- と個別的に解 くというので全 く意味がを く,

この院に残される lfllfl米の役割で 孝,る,0

-鮫に 〔Hn,H禁〕キDであれ 交換隣係として次式が成立するo

〔Hn,Hn#〕- - 2も div言d,a

ところで n- 2までを考えたとき,2次代数方程式

(′卜 だ1日 8-82)= D

の根 として寵有髄が求まる O 従って,

中米[11米lTl少 - 8-61

に続v1て

中米Ill,VH2"B211,や - (8,1 1日 工 8,->- 0･

とをるように構成することを考える .

旧 の左辺 - す栄Hl米(尊 2-82川,¢
- 少 米ljA.栄 (顛 2D.一 m162)サ

こ こで

ヤ2Hl= Hl奪
- Hl(ltl#Hl+el)- (DIIIl米+ 81)Hl
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す夜わち

脅 2- 〟11Il米' El
(15)

が成立することが,(ヒ)と在るために必要である｡ (代数的に閉じた体を夜

す為の条件であろうか? 十分かどうかはわか らをvlが,固有値閑静転,代数

的には閉じた系におけるn.次代数方替式の間藤である.L従ってその要素として

の鞄有髄 Eは,EEL en~1 1の闇の 1次の匪係を満す . )I I I

(15)により, rb′)は次のようにをるO

(ヒ′) - 中米D." H. (卑 一g2)サ

- 了 ･:J･･::'r-:-昌 ･1-i･::--:-2ti-:･･
= (トーel日 6-C2)= (b)

まとめると,

勿-脅 1 - nl*nl+ 81,
%2 - IIlnl米. 81

- IL}2#〟2 + 62

と在り,状態 1か ら状静2-の励起エネ)Vギーが

82 - 8,-J-1, Il.'1-ノ号 〟 2

(14)

(15)

で与えられることと覆るo 換言すると･Elを基準 として定常状態 2の "ハミ

7レトニアン''% 2が生じ,そこでは基準状酎 と同様に因数分解が保証されるO

陽に示す と,

6.- 2mU - p三,.- も div～p'd,. ,

M.R.A - /i2+,三,.一五 div言d,.

従って演算子の関係として,

一桁 二 言2+ 2mU - 2h div fd,.

-勿 1+〔Hl,nl"〕
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- 芸 2 ･ p言 ,. -hdiv首d,1 ･ 8 .

- p̂ 2 + ,三,2 +hdivpd,2 ･ 82
-t

あるいは,簡有償腎のBET孫として

ブラウン運動論と量子力学 (Ⅶ)

(15･b)

(15･C)

E2 - 8.- p三,1 - p言,2 - h div(Fd,.+言d,2)

-(fd,1 -言｡',2 - も▽)･(盲｡,.+言d,2) (.5｡dl
米)

が成立し,いずれ も問潜の拡散項が リア/レ夜役割を演ずることがわかるO

栄) (15･a)は量子力学的ハ ミ′レナニアン勿 -2にH托遷 準状鈷1に おける

状態瞥度の拡散的ひろが 少の "ポテンyヤ/レ項 "

･〔Hl,Bl米〕--2もdiv言d,1
--h2 △ pn pl

(ェネ7レギーとしては (1/2m)鰭,また p.- 廟 ,I2)が附加されて,状

鮭 2に対するハ ミ'V･ト-アン 凝 2 と 在っ て V ,るチとを示すO (15･b)で

貰えば , ヤ 2は ･
2mU川 ≡ el+p言,.一 缶 div言d,.

で与えられる基準状酵 1からのポテンシャ)V上で選犠 てする粒子であることを

示している. また ぐ15･b)は 日5･01と釣合って (15ld)を与えてV,るの

であるか,エネ7レギー準位差の中味が拡散の運動エネ'Vギー差と拡散61ポチ

ンシャ /Vとであることを示してvlるO

(14)の一般化 として,次の演算子匪係脅とる O

瑠n-Bn-1疋1 + E這-1,
(n>1)

解=lIn#Hn+e刀
また H d･a)の両辺に右からDn_1 を陣座して次式がえられるO
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解 nn-.=nD一 濃 .Hn-.+ eロー.)

=ljp-.脅n-1
また (16･a)一 日 6･b)から

en+.一 g｡- Jl｡Dn# - nn芸.lj-n+.

これ らによ り固有値間藤が次の形に完鮭する ｡

(16･C)

(16･d)

中米li."n2*-･･･LJ禁Jl n -･･･JI,ly . サ

-中米11."lI2*････;･JIn-"1(鶴 一gn)[1｡-.･-･･･I12j申

- 中米B.#[!2#･-･･･IJTn芝,Hn_.(鶴 _ド ep)JIr_2･････liJ･2B .少
-中米Il㌢H2*･･････Zln空.H｡イ ･････n2II1(専 一eご丹
-少米1㌦Xji2# -･:.･･11nflB･n_.･･････H,jI一,伸 一gn)

- ( い ざ 1-(E- 2 )･t･- (- gn-1 日 - Er )-> D

ここで新 しV､ベク ト/レ

¢n = 117r･.･-i]'2/11や,

¢nR - 中 米jiで i12" ･･････穂

を番 人す るC (17)から

古書¢p.-¢n至.(脅n一扉 ¢p-,
-¢rj'!.¢n_. (6-en)

E- en で ¢ ｡ 竺 1 ㌔_1 > 0である が ,

¢n* ¢｡-¢n竺.ガ若nn¢r_1
- 日8･a)-0

であるから,

一29-
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n禁Hn¢rl_,-(券了 CD})¢n_.
=ロ

あるV'は, 専n Qn-1-er¢rl-.
が成立してv1る｡ また (171から

亘_?-=-ニt:I,:I-- i三一三二､--:- :

であるから,依然 杏 に対し

% Qr_=En転.,
(18･t') と比較して ,

+a=¢〇一1

日8･b)から

Jin ¢n-1= H｡守n= 0 ,

あるV,紘 (/い ip｡,n丹n-ロ
≡≡≡コ

∴fd,｡-も▽g･n少n

(18･t.1

(18･bJ)

(18･C)

日●8･d)

(18･e)

(19)

で夜ければそらをvl｡ われわれの出発点の定挙式そO':もQ'.である . これはこの

方式の self-consisもenoyを保証する.
2)

この形式の固有値閑静は,Schr占dingerによって提唱 され, =r3feld及
Sl

ひ Hullによって確立さか,Greer)によって応用分野が拡げ られた "･匪数分
4)

解法 '' と同等であると思われるQ

§2.例 匙

al 訊和毒教 子 :

H-a2 芸2+b2 左2 ∫

(a,b> 0)

脅-a~2H- 芸2H b/a'2芸2
vT･ま,1次元で考えることとし,

-'
-三C,-

(20)

(20･1)
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pd - - (b/a吊

ととる｡これは q̂--,中一 Oとなる

サCiexpト bq2/2ah)

(20･2)

を予想してのことであJh,単に (2′ロ･1)の因数分解とし東 のでは決 ら夜 vl o

<

ガ -p -i (b/a ) /i

II米-芸 +i (b/8 ) 芸

n#II -% -A(b/a)

Iin米-勿 +h(b/a)

から,

この場合/､ミル トニアン蟹もち上げる励起は

〔H,lI栄〕-2h(t/a) ,
また,

(1/2H lJ米Ji+nLl米)-考

であることがわかるOこれか ら,容易に次の交換駄係がえられるO

〔身 ,㌦〕-2も(b/aH I米 ,

〔労 ,n 〕--2も(t/a)n

(20.5)

(20･4)

(20･5)

(20･6)

(20･7･a)

(20･7･b)

(20･4)で JI米11の観梅化固有ベク T'レなすとし,その最低固有値を零と

する｡

n 米 n少｡- i-% 一五(b/al津 ｡- O (20･8)

身 で い え ば,その最低固有値を h (b/ a)と し,固有ベクトルを す｡とす
るOまた(20･7･alからn米が葉勅起 を 与 え てV'く演算子であることが知れ
るので,

〔-鞍,H米〕サ0-2hrb/a)n米 +to,
+1- II米車o

-31'■
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とすると, (2O･9)は

身 中.=(2も(t/al十 もrb/ali+,

=Elや1,

また や1来す1- 1,oX-nH米車O
-やo畑専 +ら(b/8日や0
- 2も(t/a-, すo#少0- 1,

一般化して,

少n- H米 車ロー1,

% やn-(2山 1)hrh/a.丹n
= enすご

から,

En= (2n+1沌 (t=/a),

En- a2en - (2n+1沌 at･

が勧有エネJレギー値である｡

一方,媒 ㌔ -2Dhrt/a丹 n空.144r__,

- nH 2もb/aln

エネ)VギーHの固有ベク ト7Vとしては,

甲n*pn-a2nサ禁 中T.
-n号(2もat)rJL

と規格化定数が求摩るorl- Dの状静打つvlては

1丹O-(̂p-iba/a-少O

-i(も▽+bq/a)ゃo′

= ロ

から,

一三2-

(20･10･a)

(20･10･ヒ)

(20･1ト al

(20･11･b)

(20･11･o)

(20･11･d)

(20.11･e)

(20･11･f)
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サO- (2打a邑/b)% exp(Jbq2ah) (20･12)

とそれ 以下順次 や1,少2, ,やTを求めていけば よい｡鮭巣はよ く知 ら
れている o

すn-(lI米 戸 車O,
Pn-an 悔 .

bl l電子原子 (I):

身-2mH- rJr2十 P(A+日 も2/r2-2mZe2/r ,
こ直系が球対称であることを考慮し,

サ～ rβexp ト αr-

を憩定して,

pd,j-も▽Pn やJ-aj + tj/r,
ととる ｡

(211の因数分解の方は当然のことであるo

Ijj-pr+i(aJ + bJ/rl
これによって次の熊燐を搾るo

lIヂ11･- p r2+aJ2+2aJヒJ/r+ bJ(b了 h)/r2J J

m･11･米 - pr2+ aJ2+2ajbJ/r十 bJ(t.+ら)/r2J J ⊥r --J ~IIJ ーJ′-I tJ ーJ

〔nJ,jl･J米〕- 2もbJ/r

/･'L･;:ニグ ーこj';･:I-I-::- I-A
- pr2+ ヒ1rb1-もV r2+2albl/I+a12+ El

と書V'て･ (21)と比較 し,未定の al, tlを決めるo

ヒ1(t1-ち)-2(e+1)邑2,

al 七･1--m Z e2

とおvlて ,al,blを産めると, (21･5)で

-55-
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(21･1)

(21･2)

(21･5)

(21･4)

(21･5)
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(21･7)

で夜ければ茂らぬ ｡ (21･6)の解 として, bl± -鍾 , (2+1柏 の 2通 り

がでるが,ハミ)Vトニアンに昇任を与える (21･41が負と覆る解は不適 O よ

って,

t:･1-(P+H ら

を採用し,

a1--正 Ze2/(L}+1柏 ,

(21･7)か ら,

cl- 一 皿2Z2e4/(e+日 2も2

(21･8･al

(21･8･t.1

(21･9)

が求まるO 弁 の最鯛 有償TL_あることはい うまでもかハO
へところrで,状態 j-- (j+ 1) の励起エネIvギーは (16･d)により,

㌔ +.一 ㌔ ･ - HJ Il〕米 - H J芸1H J+1

- aJ2- aJi.. 2raJt了 aJ.1bJ+ll/I

+ itJ(bJ+冒 - bi+1(tJ+1-棉 /r2 (21･10)

･この式の右辺第 三項及び第 4項は行列像 の対角化が成功した場合には革来

消えるはすで,ここではそ うをるように a,t を定めてV,くO

ajtJ=aj+1㌔ +1

b 〕 (b j +A ) - t･)+1 (t･]+1- h)

'ヽ--.～1･t一ノ

(2ト 111

軌者は (21･占)を考慮して

aj+1bi+1-8JbJ- ････.･- alb1- 一正Z e2 , (21･12-

を意味する｡

後者か らは 2通 りの解が生 じ･tj+1- - ㌔ か ら控,∂J+1--aj,

従って (21･",lが消え右ので不適 o そこで,t･J+1- b･+もの歩合をとる【3

bj+.= bJ+ち (21･1日

-54-
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紘 (21･8･a)を考慮すると,一般に

bJ - tl+ (j-1)ち- rc+j)ち,

と怒る. 鮭局 , (21･日日,(21･71から

eJ+1+
a

+.1U

tO

ニイl
c･▲+.｢U
a

-E･1+a

2

9
L

.r7

1

-

_●●■■▼●

=∩

(21･12& 14)から

aj- -mZe2/(p+j)h

と定まり. (21･15)から

E〕 ニ ー (m2Z2e4/も2日 1/(2+昌 一2

あるいは

㌔ - - (mz2e4/2h2)n-2 ,

ただし, r3- 2 十 j

(2 2 0,j> Cの整数 ) ,

が求まる｡

(18･e)か らの

o=nJ+a- (pr+i(a)+ bJ･/rH +j

- 〔pr+i巨 mze2/rP+J沌 + (2+j)i/I)〕サj

により,状鮎 rl.- (2+j)の固有ベク tJレとして

転 O､rE exp 巨 (mZe2/nも2)r)

が求まるo

c) 1電子原子 (丑1 :

blのハ ミ7レトニアンでは角運動量は .量子化された場合

L2- 2(2+1)h2

をとっていたが,ここでは単純に,

-55-
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(21･18)

(21･19)
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#-32- 2k/r･
(k=正 Ze21

ブラウン運動論と景子力学 (覗)

r221

として,逆に b･)の結果を援用して進むことにする｡ _T- (言211/2,言 は 言 に

熊する運動量 ｡角運動量 3J- 〔電×言〕を導入して,容易に

ーー2
p -pr2+ 山2/ r2

は示すことができる. 前節の鷹巣を揮vlて

~~~~さ
IITl= p+ i(riも/r-汰/nh)

ととると,

･In"un-㊨ + k2/n2も2+r･(n一日 h2/r2

Hコガ禁 -脅+k2/㌘2h2･n(山 1沌 2/r2
〔nn,Bn"〕- 2nも2/r2

従って

./～

脅-㊨ .- Bl米1I.-k2/h2- m.#LIl+･E.,

脅 2- nlJIl米+E1- や 1+ 2邑2/r2
- H2*〟2- k2/22h2

-B2#[12 + 82 ,

一触 -1Jn-.,1謹 .･ S｡-.

-脅言..+2rn一日と2/r2

- Hn*Hn- k2/n2h2

- n禁nn+ En

(22･1)

r22･21

(22･5)

r22･41

(22･51

が チ ェ ッ ク さ れる｡ハ ミ7レtニアンの昇位の系列

･･･-･･-･･,脅 n-1･炉 2̀2̀ &)

解 笠 先 Sj ,r2 2rnHTf,r2

-56-
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を考えてみ よう｡ (22･5)から直ちにいえることであるが,次の的係が成立す

る｡

桁 -顔+n(n-'摘 2/r2 (22･7､

〔教 ,L2〕去oであるから･-身 の固有ベク ト噌 L2のそれで もあり･

脅n+rl= (顔 +n ǹ~1-h2'r2津.ri
= En杏

の中に,ム2すご- i(n)+nの私有値

1(n)- p(〇一日 h2 ,

(ご- 1,2,･-･･)

が出てvlるわけで,

Q- n-1, (p- 0,1,2,･･････)

と量子数をとりかえて,

1(n)- 2(A+H h2

(22･e･∂)

(22･弓･b)

となる O (22･6)のハ ミZVtニアンの昇任の系列は,1電子原子の場合･･,I2
の飛びが もた らしていることに孜るO 当然のことで奉ろう.この昇位を与えて

v1る捷燐は,

〔I-i｡,JIr"〕- 2nh}/r2

--2hdiv盲 d,｡ (.:(12))

= -2h△ Pn少n
であるか ら,

△ i/r･車･n- 一口h/r2 (22･9)

これは ポテンシャ ル 粧 すrlを決める Poisso工の式とみられ ようoい う迄

もを く,これ もまた ,

2nQn=ntVn r- co刀S七･r
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∴ ㌔ ～ rn exp 卜 copst･r)

を意味している｡

ブラウン運動論と量子力学 (Ⅶ)
-J..

§5 考 1, 察

今回は,-Schr.;dir'gerの波動方程式から導かれ れBrowか運動論的力描像

が よ?セたつ基静式 日 ･a皮 t)を起点として "定常状静 "に移9,行列力

学よめ熊連を求めて,固有値間鯵を考えたOとり扱った例潜は初歩的をものだ

けであるが,それは今回の目的にもよってV,るoここにもまた,先達がいて

"F･aktorisierungSVerfabrer:"と同等であることがわかった.従って,蘇

看値問題 として新方式であることはいえ覆い o Lかしをがら,相互森閑性は ,

かなり明瞭にできたと思 うO･ザ夜わち行列力学にかける因数分解法の意義は

"拡散の運動量 "の具像 化にあり,そのことを恵艶Lh'い''Lと,成功はおぼつか

を vl｡ (4)の轟人による.(4･ヒ1.紘 ,

7d- も▽tnや , √ ,

2mE- 2mU-pd2-も div pd

J~ナ

は , div盲d-畠(△少/サ)

- h(▽Pnや)2

であるか ら,Schrl:dir7_ger方程式

-(も2/2正)△少+LT少 - E少

そのものである･. この点 Boh芯の豊子ポテンシャ/レによった折では,どうどう

め ぐりにおち込む Oそれを回避できて各状鯵のエネ/レギ-準位がでてきたの結,

(16･a),(16･b)の漸 化式によって,この行列代数系が閉じた為であるo j京

理的には ,閉じてV'ることは当然67ことであるが, (16･81がそれを保証した

ことに覆ってvT.る O主役は , (121がにそってvlるO
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