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1.'はじめに､
1)

-我々が ,従来か ら考えて きている内部 日中度のうち,その代表的夜 ものは方
2)

本質的孜モデ71,'を提供する とvlう,耗理論力学的間欝に.かかわると同時VL,刺
5)6)

えは ,液鼠にかけ る達観体 毛デJレVCよる取扱いなどにみ られるどとく, 実際

面の応用に於ても,かか り重要夜要因となってきていることは事実であるo
l)

そ こで .∵こ の論文では_♪前論文 でのべた ところに莱する,一つの具体例と

い う意味をもたせたがら,方向特性 の物理幾何学的把鍵 につlハて述べてみたvTlo

既VLのべた如′く,物性問題 の連続体力学的取扱いは ,それ自身,か夜 り巨額

的な･平均的線種を記述して一いることは確かである･が.,その反乱 より微視的

に洞察するためVE,新 しい内部 自由度を導入して-,点 自身の構造を反瞭 させな

が ら-,力学体系自体の拡張を図ることが考え られてきているo (その-連の体

系を非局所達観体力学 とV,うのであるo )ここでいう方向特性 とは ,各点のも

つ固有の方向の抽象で ,､誘電分極 ,磁化,スピン,分子軸 ,内部回転べク十 ′レ,

等VC相当して余 り,従って.,､我々としては, ｢各点が方舟をもつ｣とい う頼い

の非局所化を考えてい くことになるO

2. 方向特性につVlて

さて,では,我々の物 理幾何学的考察に於ては,方向特性は どの億 にとらえ

られるのか,につvlて考えていこう｡

今 ,各点を座標 (ⅩK) (a- 1,:2,5)で表わすこと.UCL,各点に付随する

方向特性 を表わすためのペ グ t Jレを (pg) ro- 1,2,5)とお く..但 し,

莱 (K)は ,変形状態の連続体多様体の産廃系 とするか ら, (Gト 空隙自体は

非 ユニク リッド的である.一方, roト 空間は ,細物理場を意味し,方向特性

の構成す る場であるが ,･我々の連続体モデ/レでは,方向特性の効果は,療局 ,
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変形場の特徴 として表面VC出現して くると考え られるか ら,以下のべる様に,

(polの効果 としての相互作用は, (xト 場VC写影され,その意味で縮退化さ

せ られる｡

か くして,独立変数 としては (ⅩK, pOうなる elements ･of ･suppor七が

採用 されることVC売 り,体系としては,明 らかに,一種のフィンスラー空間的
1)

様相を呈することとなるO そ こで ,我々としては , (ⅩK , pOl に基づ くフィ

ンスラー筆問VCよって,方向特性を記述していけば良V,ことになるが,通常の

連続体モデ′レでの扱いVCみ られるどとく,5日 ) (po) については,その方向の

みが間藤であって ,大 きさは間藤VCた らな い ということがあるので ,ここでも,

(壷01のかわ りに ,その方向の単位ベク T)レ(201を用vlた議論VC切 り換える

ことを考える.方向VC関する..この条件は,実は,フィンスラー空PFfMこ於ても,

初めから仮定されるので,この点でも, ｢Ⅹ応,2けH c基づ くフィンスラー空間

による方が,体系的には,ぴった りなのである.

さて.フィンスラー空間についての詳細は,'独立夜文献 い ,4)を参照して

もらうことにして ,我々は,以下では,正に, (ⅩE,20日 C基づvlている,
雷)

E.Cartan のフィンスラT一空間を用vlたvl o 我々の扱 う方向性物体は,連続

体多様体 としては ,数学的には,趣 く素直た性質の ものであ り,ただ,方向特

性 という新 自由度を抽出して扱 うことが目新しく,しか も,変形坂を基本C,{す

る以上,療続縫係が ,物垣 的条件か らも一意的VC決定される様なも0)であると

考え られるOその点,LCartanのユークリッド接続に基づ くフィンスラー空間

論は,そ の様孜我々の立場か らみて適当であり,かつ ,物理的条件 と合致 して

い'るところ多であろうと思われる｡

以下 ,静条件を列挙し,その牧聾的意味を考えていこう｡

5. フィンスラー空間による考察

まず,計量 算op(Ⅹ,p)が与えられ,基本函数 rfundamenもal function)

F(X,p)が ,

F2(Ⅹ,p1- ヴap(Ⅹ,p-pO pP (5.1)

で与えられる ものとするOつま り･F2は ,pOの大 きさの二乗であ り,才op
/
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方向特性についての基礎的考察

紘 ,pOを何に とるかに よって決 って くるところの物質係数である.

次Uc,接続は,まず最初は (Ⅹ,p)を基本にした形,

DVO- dVO+ IIp芸vpdx〝+ CT芸vpdpT ｢5.2)

で轟入されて直るとす るO但 し,接続係数 F霊 とCTOpは ,共VC 'Ⅹ,plの函

数 とする. ここに於て,平行移動 に よって長 さは変 ら夜いとい う計量条件,

D ,gop= 0,

あるv1は,

d ,P up- ((lpTg ダTP+ Fp;好07)dxが

+ (局 gTP十 C¢吉夢oT)d浩

J▼-

が成立 っているとする. (5.51は ,叉,

∂p g叩 - FpJQg gOp 十 rppOgo¢ ; ∂p - ∂xaFL,

∂T才叩 -C紡 p+ C鉦 ¢; ∂T-意
と書 き牽かせるO通常の座標変換軌を試みればわかる如 く.
hpJ_+.六､,_,Jに.ん一一､一,ふ ー¢ ‥ _ __♭一一,

1

, f

(5 ..51

'(5.4)

㌦ 紘 7苧常の

挺続係数 と洞 等であるが ,Ci;は テンソー′レであることがわか り, しか も,
5)

C･qrtan に従って,Crop- CTPO (JAL, C,TUPf,C･Tfop 常緑 ).t仮定すれ

ば , (5･412によって ,
1

cTOP す ∂T ダqp
(5.5)

と,一意的VC決定されることに･香る O これは,舵 (oト 場の量 CTOPが ,

(K1-湯 との相互作用を明示的vC考慮に入れな くても,

決定されるこ.とを意味するo又, (5･再 vt於て ･才op

正斉次とす るから (最初か ら, F(Ⅹ,P)を p疫関して,

る故), GTOPは pOvcっいて -(-1一次正斉次 と充19,

0

cT叩 p - Crop pPエ ロ
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たる,付帯条件が考えられるO

そ こで ,次には pO のかわ りVL 単位べク T ,レ
♂

20-PF,ダop 〆 PP - 1
(共変成分QH ,ノO- ∂O,F-gop PP)

‡

(5.7)

を用いる ことを考え£う｡

一般に, (5･2日 Cおいて ･V0- 20とか くと, (5･6)より cTOP20-

C,でop EP- o故ljt･i)0忙ついての共変微分が

D 〆 - df･U+ Il〟qp b･P 且ⅩP

で与え られるO-方, (5.7) より

I lo':-･
F(dpOト pO(dFl

F2

故に, (5.8)と (5.9) よわ d_PO を消去すれば,

dPO - F,DL,0,十 pa(dTf)-FO ppdXP/LP

が得 られるので,これを 〔5.2日,C代入してやもと,

DV - dVOl+ ATOpvP(DDT) +15popvpdX〟
0

0

rATOp;F CTP ,

但.し態,pap ≡ Ir〟Op - ｡T3症 ｡¢ ､

(5.8)

(5.9)

F
nnU
ii評/-

ノヽー17〇′し

ー

ト
ト
)
寸
1

1寸
ノ

が得 られ る. この ｢5.111は , (DLJ･Tl なる ,我々のことばでvlうところの
り

基接続 によって表わされた,接続勝孫を与え,その際 ,登場してきている.

工 なる接続係数が ., pO(pO十か らの効果を全て含 んだ相互作鼎係数であるo

･cartanS)玩 ,F"p芸 - r"i芸が仮定されて-る｡)

ここで,ついでに述べてか くと,C10は各点の方向特性を表示する単位べク
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いレであるが,そ れ自身は,その点の固有方向を向いていると考えられるので,

各点ごとVC,POは互vIVZ:¶平行"であるといえる.つま り,IyOに関する固

有条件は ,､DP0-0に他浸 らないといえ,~それは,(5.81よ り,

d〆 + Fp芸 EP dxP - o･ (5･121

であ り,従って, これより,通常,素面に出頭すべ き,EOの位置的変化 -

液晶理論では ,曲率歪 (curv早ture-Stralnlと呼ばれて､V,lる量 - が ,

;■

圭 豊 ニ ー I.Jp-gp

で与 え られ る ことVTL牽る｡ (5.ll)のI#popの定義か らわかる如 く,

- zlp芸pp (cTOpCP- oだから)が成立つ故 ,

O
K =
ft 一一,:∵ I:

(5.15l

1,L1,_I:-I:

(5.14)

0
とも書 け ･全体系から見た醇の xilの幾何学 的対応が明らかと浸った言5･14)

紘 , (5･11日 E葺 いて,rVO-//0, DVT-い とをV,た ものか らも得られるo
実 は , こ の 方,錘 ･接続の｡rder敵 ,純 幾何 学的 VCは 印園率 "ではありえず ,.
む しろ, tt鉄率 "に匹敵すべき量 で あ ると とが わかるO
以上述べた ところ より,園有 方向特性条 件 (Diy･0- olが満足されている時
は ,全体 系の 接 続 艶 庫は,(5.ll)か ら

DVO - dVU.農 vp dxp

-縮退してしま うことがわか り,これより,共変微分商は,

･.芸 … ∂pv o 霊 が ･蔦 vp
′

VC帰着することとな-尭Oこの時, (5･4)1 の計量条件は,

米･ 米

∂pgop-P/lop+Fpp-♂+2C- p ly-PTQ p¢
栄

とかきをおされ これによって FilOP は
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r"pop - γpop - C如 rpipサ ー C¢oprpi p隼 C如 p Iか 少,
1

但し, γpop 三 言 tapダop十 ∂0才pp- ∂pダpo) (5･18)

三)L!)

で与え られるこ とVCなる. 但 し, (5.181での指標は , (K) と (01 とで

区別がない形 で計算する もの とする｡そ して ,この時は ,元の接続係数が,

rjLOP - γpop - Coop rp笠 pや + C如 p roip+ ,5･19,
ヽ

で与え られることと在 り, (5.51と柏供 って,換続 と計量の録係が決定され

ることFこなるo

か くして ,方向特性の介在を考慮Ile入れた連続体力学体系か,フィンスラー

空間をてよって記述されることに夜

と那 ,構造的には ,gop,T:lop

り,付随条件 DP6- 0 (gop ZqLJ､β- :=

)に よって把握 されることとな った｡

･この魔 に 構 造 が決定されることを考えあわせると, (5,15㌦ (5.141の物

呼量か ら 篭 芸,r〟芸細 めた後に, 伊opを求めると- う手続 きと,そ れとは

別に,. gop,FpOpを適当充席 数塾に仮 定し.てかいて, (5･15-,(5･14)の
物理条件 に代入してやって ,そ の仮定した量を求めるとい う類の考察が可能と

5)
な り,享板晶な どでは ,前者 の考え方か行なわれている俵であるO･

4. 変形場 との馳孫

従来 ,我 々は物理的相互(,官用場の構造 を考えるに当っては ,･沢の榛Vこ考えて

きた00 8) 即ち,.まず,鮎変形場が基底坂 として存在 し,･それに重なる様に鈍

物埋場が 作用して,そ の結果出現する相互作用のためVC,番 目す る変形場が,
元 の純変形駿か ら 代はみたす " ことを もって ,相互作用場の出現 とみな してき

た.従 って,相互 作用場 の構 造は, とりもなかきず ,そ の 牧はみだ し"の構造

であ り,そ の本質的襲熟考 ･ (ⅩK,スKO)なる elem ents of supportに基
づ くところの非ホ ロノーム部分空間分解論 によって諭 べて きたoそ の聾論 との

比較検討 によって ,前節までの考察は次の稼/ve変形劫 と臥額づけ られ る.

まず,計量であるが , ダopは ,今の場合 ,pOvc見合 うための鈍物韓場での

物質係数VEI相当して余 り,これが変#/場 へ与影され る場合VCは,
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glE- ス言 }xp グop , あるいは LgOp- ôll芸才よ･.C (4･.)

の形の , rK1- と ro)一場 との間の変換を考えなければ食 らなV,｡ここに ,

lxOは相互作用係数であるo 例えは , POが蕩電 分慶べク" レの暗,才op が誘
電率 とすると,良 く知 られている様 Vt ･ クopは pOにも,盃に も依存する臥

ダIEを歪 の ord-erの量 とみなせば･mlK
作用係数を表わす ことになるOその様充一連の等影匪係が, ｢バ ー と (01-

場の闇に,ことごとく想定で きて, ]t̂?, 及びそれの組合わせが,変形場での扮

理的実体 としての恵味 を もつ忙至る｡

次に･轟続係数 [崇 '":-つViてであるが,こかを構成す る lp.pO と CT 芸につ

いて考え牽けれは充 ら夜い O 後者は,一応 , (5･51紘 よって 才op か ら一意的

に決定されるもの と考えられ,これは種物野係数の PT tR:よる変化故,前例で

いえば,誘電率の分極-の依存性を表わす係数であるO 従って,関野は F-'ulい'WJrtiJII//iI-i- ー/一一‥J'一),Jr､■1'ノVl'yY一一~W ､′ V㌧一一一' I-'qlいーflP
tt

の方であるが, (4.1)に種当した変薮 としては , (K)-場か らの はみだし"

を強訴する意味で,

i.･L､

･pop - 引 pA局 +lKO∂p ス.oE (4･2･'

0

FtPが考え られるo これは,通常の接続係数に弘す る産額変換別を,Il とFpKl
との健に適用した ものであるOそ して ･ Tp,芸は ,軌変形に よ-て橿成 される

(K)-場 自体の毅続係数 とするから,これは ,例えば,外部変形VLよって決定

される量 と考えて さしつかえ貴い . ところが ,通常の方向醇哩の扱いにみ られ

る如 く･,5),占)単打て,方向特性 べタ i J.痛 様相のみに蓉帥 る立琴 ,即ち,穐変

形坂は既定甲 もの として扱 って,ttはみたし''のみVTL着 目す る立場では,(4･2う

Vこおvゝて .

r〃芸ニ スKO∂p lpE 鉦 51

とお くことVE貴るOとい うことは ,相互搾用場の構造 として ,最初か ら遠隔平

行性を仮定するこ とと同等であ り,-
る｡

(4.51を仮定すれば, i･∵ ,:-

VC基づ く曲率は出瑛し柔いこ とに充
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r#p3- (鵜 局 ‖ 6;SpQ弓 50+ (∂T gp+ ) p¢‡,

あるv1は

TX-pp言 (スKroapIQK‖ 6TO8pO一言 照 po湾 t

/4.4十

で与え､られることに浸る.

この様VCして , (4.1)と (4.4)を介して ,相互作用場の構造が変形場 と

結 びついて来 ,場合VC応じて ,(lKO)を 適 当に仮定してやれば ,変形場か らの

tt'はみたし "をとらえることができ,それが ,例えは, ｢5.141な どVCよって ,

物 坤的VC決定されることVCたる｡

例えば,今,鼻 も簡単VC,

人言 - 3KO+AK?(Ⅹ,Pl,

あるいは,

ス2-∂2- AA(Ⅹ,p-,

とか くことにすると, AVCつV,ての高次項を省略すれば,

宮山 J-6スK+ 2A(lK) , A加 ≡ A芸63伊op,

Fp芸 - ∂pA去O , Aふo≡ A芸6KO ,

及び

gop- βop -2A(op) ; Aop - Ao16pXtg-ス応

(4.5)

(4.61

(4.71

を得る6つま り,Aなる童が純粋の ttはみたし "を表わす ものとする｡更に,

poかちの寄与を明示的VTL把握するために ,Aを pOで展紬 して,

0
tAK- axO(x)+ bKOp(Ⅹ-pP + ････.･,
あるいは,

A3 - aA(Ⅹト bpl¢(Ⅹ)p¢ 一 ･- ･･, i

(4.8)

とか くことにするo但し,以下では簡単のために,tPOの一次の項までしか考
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膚に入れない もの とするOそ うすると,この時, (4.6),(4.7)紘,

gスN-∂スK+2a(}K)+2b(l応)PPP; (

Ffp- ∂〟aLo- (∂pbp'て¢)p¢ ; (

g op- βop- 2a(op)+2b(叩)¢PQ';(

及 び

aス言-a}O∂sgop,

b}xp≡bスCp∂雷5-両 .

ap ≡ap163,
+0

b;ア¢三 bゐ 8}O,

--I == :-;: ∴

bop¢三 bolo8 pK,qれ

i

‡

(4.9)

(4.10)

とかけるoノダAK Kかいては, (8スK+ 2a(AK))が , いわば純変形量を表わ し,

(2b(ス轟 PP)が pPか らの寄与を表わし, b(lK)Pが ,ピエゾ電気効果,

磁歪充と;-妙の物質係数である0才opVCかいては, (8叩 -2a(op) ) が ,
｡･スK

両 っば純変形からの寄与 (例えば,mop a(lK) の形での寄与)を表わし,

(2b(op)¢P¢)が p¢か らの寄与を表- ,全体として,一つの物理係数を

表わすo IJpについても,同様の分解かできているO 叉,この時,cTOPは ,

(4･10)か ら CTOP= D(op)TVCJ帰着し,これ自身が一つの相互作用係数と発

っていることは,既VCのべた と余 りである｡

さて,以上の様な仮定をか くと,相互作用場全体の蒙続 の構造は,

･"霊 -ApOp (Ⅹ ' - Bp.S ¢(Ⅹ) p¢ (4.ll)

の形VEま とめ られ,全体勧進 としての物輝条件との対応関係か ら,これらの展=

開係数を求めるちとができるoそ して, (4.ll)の A,15は ,それぞれ,

: op:Q～==aPapab;pOoQ｣ apa･6" TPb L 4･.2,

によって,観,臣と鮭ばれている故,これより,a,'bが求まれば ,相互作用
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孫数 }の構造が決定されることに夜る｡

か くして, (5･op,鷲 )か ら (,gip,･i"pop)-の転換が可能と怒 り,而し

て , ttはみだ し "の概念に基づいた種互作用場の構造が,変形論的に考察され
ご)

ることとなる｡

5. 粧 lU

我々の連続体力学基礎論的考察にかV,ては ,方向特性の反映は ,相互作周場

の梅造a)中に くみこまれ,相互作用 孫数 (スKO)による･ (K上 場か らの t厄 み

たし "として把逢 されることとたった O 従 って ,我々が従来か ら展開して きて

いる ところの ,非ホロノーム部分空間分解論の概念をて基づけば良いことに在っ

たo (lEO)の函数型は ･ここでは便宜的に ,方向特性ベク トル (PO)による

展開を仮定したが,それは pOの取 り方 と ダgpめ換算の仕方 忙 依 存 しセ適当

に仮定される ものである.叉 ,逆にいえば ,その仮定された函数型は,観軌に

かか る物理的条件まで遡ることにより上殿開床数等が決定 されることに もなるO

その事は ,実際に,̀液 晶聞匙牽とで試みたいと思っている｡

占. 参 考.文 献

1) 池 田 思 ,物怪研究, ll-6(1970㌦ 419･

2) S･Ikeda,SclentIflC Papers of 馳 e RIPAM , ⊥-2(1971)I

(to be publlShed) ､

5) E.Car恒n,Les Espaceljde FlnSler.HeTmanri,Paris,

1954.

4) 凱 Rund,The-DlffeTenもユal Cieometry c,IFlnSler Space.

_Sprlngert,1959.

5) F.C.Frank,DISC. Faraday Soc.,25(1958), 19.

6) C.W.oseen,Trams.FLaraday Soc.,29(1955),1885.

7) Y･Mut｡,Proc･Phy･-Matth･.Soc･Jap,an,20(1958),451･___.~

8) 池田 恵 ,物性研究 ,｣i-5(1970,),205･

-226-


