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Abstract

smal- H三系に対する実験は全 くない｡ 本稀では実験可能夜 aropletに

対して簡単を理論でその超流動性につ いて考えるo

昏1 =ntrod_uction

Bose凝集 と超流動との関係は一敗には,現象論的には ,密度行列を商い ,

超統一動状態を記述する腎の定常安定性に,微視的に は励起 スペク トルの議論 を

して成立する｡ その際に無限体系の効果は廉廉状態の安定性に現れる｡ しか し

有限系灯かいては凝象鵠禦 fluctuaJteす る｡これに対する安定性の問題は
多 く検討されているが ,Ee-Bose 系では気体近似以上の議論は困難であ り,

現実の液体- リウムに対 しては何 ら予測不可能である｡ 励起 エネル ギースペク

トルに対しての後視的理論はある程度定性的を番は言えるが,安定性の問題は

強結合した 2つの heatもathの取扱いに定式化されて も有限系の効果 を容.易

に取入れる事は出来ない｡ 一万, 1, 2次元的系におけ る Bt'se凝集状態め存

在については･Bogoliubov背戸 式を用いて ,無限系の場合は不可能である事
が ,Hohenberg,Fisher等 凍 よって証明された｡ しかし有限系に由して

紘,Bogoユiubdv不等式は積極的に凝集状態が存在す るとは言 ってい貴い｡

現在参る理論では Bose凝集について有限系の場合何 ら断言出来夜い ｡ そこで

有限系に対す る現象論的取扱をすろ匿も,またLBose密集 と超流動性の関係を

より明らかにする上で､も,有限系に対して probeを入れ ,遜流動性を特徴づ

ける critical parame七er と persistency-とを,系の粒子数と温度を変

化させて測定 してみることは意義があると思えるo 具体的には Q,uantu皿

:丘ropletを考え,それに固有の励起状態を調べ る｡ 簡単夜ものとして,roモー

米本稀の一部は5月に物性研で行夜われた研発会で発表したものです0
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五十嵐儀孝

ationalphonon と rippleのスペク トルが出る｡ これ らが超流動性を特

徴づけているとして,probe として droplet内を回転す る荷電粒子を考え,

critical angular velocityの議論 を行 う｡さ らに粒子数 と温度を変化

させて ,超流動性の実 験 をす ることが現実に可能であることを示すo

§2 Q,uantum a-roplet

液体- リウムは H.豊の多体 bound.stateであり, 1鵡 a.tom についての

bind.ing e,nergyは,～ 70K である｡

vapor pressure curveは p- 0,T- 0を通るので ,この状態で も

H4eは孜体であ り,有限系では表面エネルギー最小のため球状を夜す ｡ 実験的

には Tを変化さすので,それに応じた圧力の H4e gas と平衡状態にす る必要

がある｡ 今簡単のため気相を無視す る｡ すると aropletを夜す H豊の多体波

動函数は,ある所で急速に d.ampする｡ この半径をr- }とす る｡ 我々はこの

1の所に effectivo夜 rigid_wallがあると考えなおす ことによって,

long range査 He同志の引力ポテンシャルを無視するo そ して d_roplet

は,この wall 内を斥力ポテンシャルをもって運動す る H畠 ｡ystemとみ夜す.

これは表面の 自由度 を無視することになるが,表面による効果は後で半古典的

に取扱い ,ripple として現れるので,当面は上の様 な単純な mod_elを考え

る｡ なお､気相 との相互作用 も無視するので,以後の議静は十分低温であるとす

るo すなわち,d.ropletの Heatolnが熱的励起で蒸発する割合は ～ O-β△,

△～ 70Kに比例す るので低温では,蒸発による系-の distu_rbanceは無

視されよう｡ なお d.ropletを実際Tj7:形成させる問題については後で述べ る｡

§5 Bose凝集 と Bogoliubov inequality

.まず 1,2d.imensionalな無限系では BoBe凝集が存在しない番を示めそ

ぅ02),｡g｡liub｡v ineq予)紘,

1
すくiA,A+‡> ≧

kBTlく 〔A･C〕>l2

く〔C+ ,〔必 C〕〕>

こ こで,A , C,LUとして次の ようにとる｡
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Small Superfl'J_idity

1

A … ㌔ - Vf12fflar e拠 r" r) (5･2a)

C≡ fndr el'k.r√ (r)… (5･2b)

-U 主 Ho十 Luex-do-fnlq{ (r)+轟 (r)]dr (5･2C)

蔭意すべ きことは,kは全 く任意にえ らべること.symmetrylつrea･king field_

を導入しているが ,これは系を無限大にする尊 を予想 してのことであるO-tKo

はふつ うの hamiltonianで , 調 の境界の効果はすでに field_op･陀入

っているとする｡ それで も.kには何 ら制限はつか患い,kは eik･rがある正規

直交系をなせば よh o quasiaverageを Woとする○

轡O -tva:言 古 fdrく - -

(5.1)～ (5.5) より,

nl{ - く a去ak> ≧

kB T 矧 2 1

(も2p/m)k2寸2回 戦 き 2

これより,近- 0を考えると,

2拍H n｡弓 )≧ kB,日 和

(5.5)

(5.4)

(5_5)

有限系の場合は noは finiteなので, 困 - 0では 博01- 0と在 り･

当然なが ら no->0で も q･uasiaverageは存在しない ○ 無限系のときは ,r

(5･4)をkについて和をとるoこのとき k- 27r(Cl/Ll,C2/L2,･G5/fi吉),

el,C2,25- 0,± 1･±2,--,として右辺は最 も発散する項だけ考えると,

1-dim ･

2-dim･

応

PLIL2+2-7T≧

(L5 → ∞)

k,T惰 12ハK dk5

27t l蝿 2p/a)k25+拍 日野

K l宣｡.::JlJIl2nK

pL五十 2-7t≧ 2打

(Ll,L2,- -)

-■215ー
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五十嵐儀孝

これより,I(5･6)の積分はそれぞれ ～ ⊥ ～en車 に比例することに夜Iが ,

平, 帆 - Oでは右辺は発散するOしたがって有限温度では, infinite'!

1,2dlime)nsinal sy･stemでは q.uasi averageは存在しない｡ 5-a_im･

では 半靴 !>0であるOそれでは有限系では どうであろ うかO-見系が有限に

覆れば BoSe凝集はかこりに くくなる横に見 られるが,実はそ うでない｡有限

系では前述の様に 撞,olゼ Bose凍集を議論するのは無意味であり,確か査定

貴は与えに くいが,一応 no/N - 0.1 と考えることにすれば ,Bogoli血 ov
4)

土neq･よ り,

･(.･ γs kSc,≧慧 ; o kkfi去 , (- im･- (5･7)

ここでは,A≡ aoak+,C≡ Pk- 雷 ar左aq･k とした o kcは cu t of'f,
27f

koi= 重 ,rsは定数であるo liく ∞ 夜 らば,no/Nは有限値を有するo例

えば 5匪元の場合は,-

(.+r5k:)
nomKBT (k｡一女占)

≧ -
N n5も 2 27t2

(5.8)

であi,/Ikc- .0㌃ 1･･にC- k｡であれば,慧 -圭 して,･Tく 102｡Kで

｡車 由 tibleであるOしかし(5-.8)でn｡±0としても成立するので,必ずB｡se凝集

が存在すると確信すること埠,Bogoliut)Ov ineq･よりはできない｡さらに重要豪こ

と､は有限系の場合,何によっ̀てB｡se巌集を特徴づけるかが問題 となる｡ 例えばlF0

Lun ifor読tstate)の状態に凝集するとすればsingle王⊃article如ateの状態

sinn岩iは｡aaのnK対して凝集状態となるoこの様に一般絹 限系の場合は,凝
集状態は単純な single･particle ind_ex では表わせないようである. Har-

tree近似の最低状態がもっとも近いであろ うolあるい勘 most uniform

state,と言 って もよいであろ う.しかしこの状態が解 った として も,それよ

り高い状態が単純に求ま らないので理論的な見通し性悪り O けれど,onsag-

e/r5)によれば k- 白の状態に凝集がなければ,他の状態に も夜hことは解 っ

/I.
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Small Su･perflu.id_ity

ているO.この間題については,ここでは これ以上立入 ら夜ht とにする｡′とこ

ろで,有限系で も Bose凝集が起 りうる物理的を説明は夜の様にして与え られ

るO有限系では ,前述の様に,Hartree近似の最低状態に Bose凝集が起 って

ると考えるo 今,この系の elementary excitation 密考える.と,やはり,

staniing.wave的夜 phononであろ う. しかしこれ'のエネルギーは当然 あ

る,gapを有するはずで ,励起して凝集状態をこわす程度の population を

碍るには系は bulk 系より高温であることが要求される｡この様な理由で,

･苦く T言が言えよう｡ しかしこれは凝集状態蓉 static柁溝 えた もので,実

際按有限系であることによる凝集状態 自身の fluctu.ate を考える必要があ り

簡単ではをh o 無限系の廃 合に, 1, 2次元的系に Bose凝集が貴いことは IL1.

gap'がを くなることと-,phonon state 墾 nsityが , 8.=Y～ 0で,D(e)a_8

- coast.dLe (1d-im),edE(皇d_im)であ り, 82d,e(Sd.iBn に くらべて

大 きいことが効 くからである｡ 最後に我々が考える d_ropl.etに対しては ,

1 ,_ .q 立 后 言

サ(T')貰 A(¥冨)ユニ jo(koBr) a-aTl(1
n12Xk紬 (T,6,が ‥ ⊥ 8=.O一一､一-Lo` koSluO

c ≡ darnXkem(r,8',p" +(r･8･野津 (r,0,甲)d銅

A=/

(5.9)

とし,i-,05 且,､凝集 状 態 を 仮 払 _竿 三信 , 矧 2 1七N とす

れば,T ≦185 で consistentに浸るo しかし我 々は Tc ～- 1を知って

いるので,これは何 も言ってない｡ a.ropletの場合は不等式をi手に周いるこ

とは,geometricalを理由でむずかLh O なお notation については次の

§4菅参照の こと｡

§4 Elementary 丑Ⅹcitation

鹿 e atom を r- 1で rigid_wallがある有限領域内での 自由夜運動 よ り

相互作用によってわずかにずれた連動状態にあるもの とするo 当然気体近鍵 で

あつか う｡さらに前述の理由により,凝集状態は P-P,m-0, 8-0,セ

あるとする｡有限系の場合は d_epletion ef'fectに よ~-り,この 自由粒子の

最低状寒を凝集状態 とす る事はかな りの修正を受けるoこれが有限系菅取扱 う
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上で一番困難な点であるoこれの効果は後で述べる｡今 fiela op.を wall

内で 自由運動をする 1粒子状態の wave function xkim(.I,8･p)- A(k冒)

･je(k冒q yT(0㌧p)で展開しようo

少(r,β･p)‥∑a(A,i,m) xkem(r･0,甲)
kem

A(k;)

Si 1

7rJ e. .(k 冒 吊

Ji.y 2 (lこ誓い -0,k冨> k 去> k… > - - -

〔a(近,i,m),a十(k宮 m′)]- 6kk′6cc′6mm′

Haユ壇 ltonianは相互作用を8函数にとって ,

(hkS)2

kem 2m
LU-∑ a+(k,i,m)a(k,i,a)

(4.1)

(4.2)

Ⅴ口

･すEEG,a+'k′e′m′'a+(p′q′r′､a(p,q,r)a(kem'･㌢芸£',
7{7r′ (4.5)

㌃芸芸', - £ 漂 ,'rO甲)xE'動 )方㌔ (roy)g方(rep'r28inOdOd担 r
(4.6)

乍 ≡ (A,i,m), 7T ≡ (p,｡,r)

BoSe凝 集にJより,十分を低温では,

t

N - ∑ a+(k,C,m)a(k,i,m)- No(S-i-0)+ ∑′NK
ken 〕 x

IJo∴三> ∑ ′ Nだ
ぷ

｡足′=
No +∑′

録 o)2__ .一.(も吟 2

2m U 〝 2m a三aK+著No2y･oO 呂

1

+すV oN o霊y芝£ i8C,q8m,二,i-1)m'aK+ah aKa花 )

+4∂2,gem,ran+a方 )

-218-
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Smaユ1Su-perfluiaity

BogoliuLbovの Hamiltonian と違 う所は radiaユ qu争nttlm in°.exにつ

いて対角的でないQこれ路有限系･では T,epulsiveを相互作用によって ,凝集

状態が有限の変形を受けるか ら∵であ り,本当は ,i-m-良-0の状態よりず

れた状態に凝集するO 物理的には確かに,

ユi n

葺二 品 eβ(I-i)+1

sin kor

∫
の状態よりも,

の様夜状態の方がより凝集状態 として可能性がある｡ しかし

前述の ように正規完全直交函数系を見出す0)は analyticに困難であ り,もし

もそれを用いて も,エネルギースペク トルを定性的にまで変化させる とは ,vo
が小さい場合はあ争えない｡ ただ,凝集状態ra)安定性の議論では,この事が重

要を問題 となろうO-もしも,goo - vK ･V7T の様に seParableならば ,677
㊥ 7)

meson pair theory･,polaron theory において取扱われてお り-,

singular intogra'l eq_･により対角化が analyticに行なわれている○

この事は 七~echnicaユ なので本稿では略す ｡ ただ定性的な d･epletionの効果

はあとで述べるo H を (4･7)を用い書きかえ,さらに rad.ia′l q･n･につ

いて対角的夜 もGL)葱残す と,

2∬】

+∑′圧

1

N + -
2

(hk冒12

叩 ､＼ 2mX

voN2 伊 000

-(i f d 2〕+Ⅴ ｡ N〔2㌢KD K-yoO.Om GTaK2m

･ 誉 ′ ‡ vo野 かED応 卜 .)m(a三a三K･aEa一応)

:･Ll i
X~打

㌢OOニ
00

.lwA(ko)28k,p , a二言 aJ+砿 8,-m)

A(ko)4

47rko5
(si(27t:)ノー Si(47{))

Bogo.liubov 豆 ･pによって (4･9)を対角化すれば ,

LH-丑 ｡ + ∑ ′ EE (A:Aぷ + A 三 G A_ K )E
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五十嵐儀孝

-(慧 〕ivoN｡2VRDn瑠 〕}2｢ (voNyGDK)2

(4.12)

〔Ax ,AG+〕 -1, 〔Aぷ,AR〕 -0, 〔Aぷ,宜K〕〒0 (4･151

ERは mについて当然 degeneratoしているoこのスペク トルは実は本質的

に,pkonon typeでは柔いo 無限系では kう 0で phonトOn-が現われたが,

有限系では量子数が離散的であ り,この様充 limitは出来食い｡しかし ス--

-とすれば,かD - 〆3.0で ･k0- 0 夜 0 ,で Ex α C?ns七･cc,様に 銅 ミ小さEK

･い所で,lin,earに怒 り,rotational phononの云ベク トルとなるoLか

pL我々の近似が十分でないか らであり一,物理的咋娃やは り low lying spec一

打ノ言rumは phonon と考え られようo 無論系0)大.きさにもよる〇 ㌔,FG) off

diagonal0)効果は,separableと仮定すれば,今得 られたスペク トルを

'drasticにはこわさず,新しい radialq･･n･菅 S′とすれば,Ee,Sく

Ee,Lq′く Ec,sH の様に古h v･ベル0)間におさまるO CU)小さい所では今の

所 Ee0- 62 程度以上0)夢は言え夜tn ｡ e- 1では,-kco 完 e+1･85ey2

でやは り Eeo- C2であるo もっと詳しい轟は computer把より,前述の

singular int･eq-･を i'方,T冠 vE･Ⅴ方の近似脅して解かねばなるまいo

今まで表面の 自由度を無禍 して来たが,この 自由度のみ_によるスペク トルは,

capillary waveとして現われ,次0)ように夜る｡ 半古典的に求めるO

88 - hb
∫

pス
訂 e(9-日 (P+2)- C｡ e(C-1)(e+2) (4.14)

γ:surface tension,P:aensity Of mass｡

0 -1 -5
ス=1000A,r-0.5d.yn cm ,とすれば C-o･4×10aeg｡となるo Eo=61=0,

-5

89-1･1×10 oKでかなり小さho実際はEkとe躍 独立では夜 く, 2つのmo♂-e

･は radial q-･n･を通 じて結合しているので･ eec)方は EK に対す る摂動に

なっているO したがって branchが 2つあるのではな く EK が多少変化す るo

以上q)他に当然 roton,vortex ring等があるがこれ らは本質的には,

bulk0)場合と同じと考え られよう｡
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-Small Superfluidity

§5 Superfluidity10f a_roplet

今 d.roplot内に microを物体を入れて これを回転 させるとして Land.au

の crま七er土on を考える｡

-microを物体の-ネ-ギーを Cとすれば e窒‡ (ね )2M･Angular mo血一

√､

は a,}2M･と怒 り, energy,angular mom･保存則 より,もしも aiBSip-

ateとすれば ,

8-8 ′ +EK , 言}2 M -言 ′ 12 M 十五才 (5.1)

したがって crit土caユanguユar freq.は次式で与え られる｡

1 ∂EE ー

QJc-2h ∂c e- lC! (5･2)

ただ し･その時O-)Cは F三g1 1における接点に近い倍蟹とるo それは EE 自

身に巾がある0)で (5.･1)は満足

されようo wc一> 0であることは･

今の場合,8-oQ)所で gro-Llnd_

State..と,S- 10)間に e)ne･rgy

gapが存在す.るか らである｡ 実際

の系ではさらに,EだCXeである

事が効 くのであろ う｡ しか し我 々

の得た近似内では残念夜が ら,こ

0)ふるまいは現われていたい0)で

ある｡

実験にかか る Q,Cは恐 らtく buユ長

と同様に vortex ringであろ うも

Fig- 1

0 1 2 5

その場合 bulkの エネルギースペク~トノレ

1 a8 1 E o

を用いて,wc記っ 有 ~ - で近似されよう0 1- 1000A として ,檀Ip

々0)excitationで ucが どう変化す るかみると･TS lOKで ,

ph｡non ; W嘗 記 2･4× 109 sec~ 1

roton a,芸完 OA6¥ 109 see-1
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vortex ring :a,言完 0･4× 109 sec~1 (5･5)

0)ようになる0 1によって d-ropletでは何が a'Oを定めるかは明 らかではを

い ｡ この点において も実験に多 くを期待せざるを得をい｡

§ 6 Motivation for experiments

液 体 H境内に例えば p810よ9放出した H'e2を入れ る と 周 囲 の H40菅 pol-

arizeして約 6Å程度の coreを形成 し,全質量が . o o MH e ぐ らレ10,有効

質量をなす｡これが d_roplet 内 に 入 っ た と 考 え,a_roplet 0)重 力に よ る作

用を vertical e.f.で 査 く す ｡ そ し て静止 させる｡そo)時 に最 大 限何 程 の

質 量 をささえ られるかは , d_roplet 表面で のion core に よる表 面 張 力

で決まる｡

core rad_ius- 6.5呈(～lOK), γ ～0.5d.yn.C這~1

maximum weight記 2.0×10-7 d-yn

maximum H4erlumber若 5× 1015- hT4e (6.1)

例えば }- 1000Aでは NH含- 9･2× 107 である｡ そ こでこ0,様に静止 した

0

dropletに対する実験の可能性を考えてみる｡

a) Droplet formation容器6)中に saturatevapourを用意する｡ そ

こに p2010より得 られる H+e2を放出しイオンを核 として小さい (A- le且)

d_roplet督形成さす ｡ そ0)時休債,一定 とするとこれ以上成長しない｡ 次に

定温圧縮す ると同時に,verticalele.field.を作用させて,予想され

る大 きさに応 じて電圧を調整し静止させをが ら,aropletを大きくす る｡

d_roplet同志はク∵ロンカ0)ために一様に容器に分布す る｡ 無論,多少の

1の不均一q)ために,grid_を設けて,ある範囲の ものを静止させ る必要が

ある｡ 夜か ,イオンによる模形成についての理論は 8)智参照されたい｡

b) Rotation of Hも言 coreイオンを droplet内に回転させる0,には,

(5･5)の ように wcがちょうどマイクロ波管にある事を利用して 甘ig-2

の様に横か ら-イクロ波を送.るo すると H+02TCOreは紅 10OMH芸 智も

って drople)七内を回転す る｡

- 2 2 2 1



Small Superfluidity

c) Dote?tion of superfユuid･旦roplet

あるa)で回転 した場合に,もしも d_ropletが super (Bose-Con°.)

を らば ,d_ropletに何 らの変化を起 き覆い0)で;horizontal ele.fie-

ld_をかければ,A,+e2による ctlrTen七が検 出され るO また もしも norm al

をらば.,回転を継続 してる間に系の温度が上 るな り,または大 きな変形 を起

す怒 りして , 丘roplettの全質量は澱 少す る｡ これは,HSの evaporation

や変形によ,る,部分的夜分離に募る｡そ うすれば ,歪力と,vert､icaユ e･f･

Cj均合いがやぶれて ,dLrOPletは上方g)電極に付着す る｡そ うすれば ,

horizontalを電場 をかけて も currentは流れ食いo

d-) 以上の実験 脅,i (または ,NHe) と温度を変えて行 うO そU)場合 a'で回

転す る場合の継続時間 も変えて行なえば ‡ Small systemに特有夜 cond_-

ensate state0_)life timeも得 られ よう｡

以上 ､small system

の超流動性が原理的に実

験可能であることが示さ

れたが ,実際には技術 的

夜困難が多少あると思わ

れます ｡ しかし現在,こ

うした small system

の実験が食い皐は,む し

ろ small sy･stemの何

処串ミ理論的に興味があ り,

物 理的に重要であるかが

本当に明らかでないか ら

か もしれないO

㊦

Fig-2

三 ㌻圭:---~ここ:-:I

I;~‥~=~~~~､.~~もiI.JIL､ミ貢:～

rotational
ml CrO-Wave

current

･二二二:t=-ll-::I-_-∴
grid_

piston

ector

§7 工)iscussion

†蚊に small systemの特徴は sha‡)eと size effec七であ り,BoBe

系には, bounaarァ COnd_.を通 じて エ'ネルギース云 ク トルと‥凝集 状態の
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五十嵐儀孝

flu･ctuationに影替するOレ､ずれ も数学的取壊いは困難で あ り,また凝集状
態 も単純夜一粒子状態では夜ho一次元的系では Hartree近似で解かれては

いる09)5次元系に対摘 エネルギースペクトルの box boundary の場 合については
他の機会に示す｡また 2, 5の論文で,1)凝集状態の fluctuationによる安

定性の問題時あっかわれているが,凝集状態が k- Oとされ てお り,有限系に
よる d.epletion Qffectが全 く考え られてない｡さらに もっと困難夜,凝集

状態とそれ以外の状態と0)結合を無視 し,統計的独立として い る車はさらにま

ずいぐこれ らの問題は燕電導0)場合 とちがい, coherence lengthが数 且で

ある事に依 っている｡ または gas近似では本質的に解決 出来夜い と言 ってもよ

いであろ う｡

次に Bose凝集 と超流動 と0)関係であるが ,これは完全に解 った尊では夜い｡

上述の実験で,Nを変化さ立て実験を行なえば,ある程度この関係が明らかに

怒る｡理箭的には現象論で進まざるをえをいが,それには実験が多いに期待さ

れている｡ 本当は比熱0)iJ点の近 くでのふ るまいがわかれば ,凝集状態の存在

や ,q_uasi long range old.erの存在について何 らかの知識が得 られるので て こ

あろ うが,実験的にはむずかしい○それに dynamicaユであるので･Tスに近

づいても 8-tatjLC夜比熱の定義に も問題が ある｡かわ り把,vesselを回転し

て vorte五一を形成すろ d_ynamical夜理論は , 2次元的夜系でQ)cylin.dr-

ical phononの 9-m- 1, kz - 0への凝集 として･microに議論出来 l r

るo)ではをいか と考え られるが,他の機会に論ずる｡
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