
液体論に関連 した±うの試み

京大琴 小川 泰 小倉久和 種村正美

液体や固体の ようを高密度状感 ,あるいはそれ らqt顔係 した相転移では粒子

に大 きさがある とい うこと如 凍 り･qt･本質的で 養る･と患われる0 1) この場合

相互 作用のない理想気体 夜なぞ らえる扱いは不適当七 ,強い斥 力のある系では

Bragg-Williafhs式5.)平均/化した近似 も許 されない｡従 って従来 の意味での

独立粒子像 は成 り立たない｡大 きさのある粒子 が壷に同一点を共有 しえない と

い う不可入性をまず考慮 した アブローIチが要求 されるo この点庭園適 して ,格 _

子系及び連続空間にかける二つの歳暮 だ'らいて述べるn

第-の試みは上記不可入性を考慮 した格子統計 の近脱法で ,-独立磯子的描像

lK基いて直観的VL理解 しやす く ,多産系の相関 を ｢相互 作虎のない多体系に外

場が誘起する相的 ｣として把える立教である｡ この立場 疫あろ種の多体問題 (

intra-subsystem interactioiトの覆いような subsystemに分割可能夜

莱 )に広 く適用可能と思われるo またこの近蘭 の一部 であるーeffectiv-edi-

stribution functionの考 え方 も広,浴応用 をもちうるO この近 似CJ簸-近

似で二次元正方路子 王sing 模型-の転移点は窄芳紀解析的に求ま 少 ,IBethe

近似 よりもはるかqC良い結果が得 られる｡剛体球格子模型の転移密度は簸一近

似では Bethe 近似 2) よりわずかに悪いが ,第二遮脱で も労力はさほ ど増 さ

ない. (計算 中 )

第二の試みは ,-二次元の場合について述べれば ,･連続空間に粒子 か不規則に

配置 している･･とき疫藤凌点 を-J義的 陀定義する ことがで き ,与え ら~れた配置 に

対 して平面は隣接点を結んでで きる三角形 陀二義的に分割され十この隣接三角

形 の分布把よ って不親潮配置 を把える ととである｡このような立場で ,Grand

canonicalensembleを使 って燐接二体･分布関廟 (､塵塚三角形の辺の分布 )
i

陀対する homogent6-otis,夜積分方程式が得 られ ;高密度極痕では解析的に解 く
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ことがで きる｡長距離秩序を導入 していないが ,短距離秩序を基にして ,何 ら

周期性 を仮定することな く固相を導 くことも可能で ある｡

Ⅰ 格子統計の近似法 (小川 ,小倉 )

二次元正方格子 Ising 模型 を例 として説明す る｡ この格子の隣接点は4個

であるか ら ,みる一つのス ピンに注 目した とき ,これ と直接相互作用する 4ス

ピンの状態は24- 16通 b･,対称性 を考慮すれば第 1図に示すように6種類 ,

エネルギー的に瞭5種である｡ (スピソは○及びXの 2状態 をとるとして図示

す る ｡)これら4スピンの状態の実現比を虚 しく知れば中央ス ピンが独立にふる

ま うとして独立粒子的措像 に基 きな

が ら全系 を正 しく把え られる筈であ

るる｡そして周 りのス ピン状態が与

え られた ときの中央ス ピンのふるま

いが ,-周 りのス ピンの環境を与える

もので もあり ,独立粒子的挙劫 と環

境 のつ じつまがあわなければな らな/

V,｡前記 4スピンは互 VTL第二塵凌 位

置の線係 にあり ,底接 の相互作用は

な く ,これらに直接影響を与える 9

ス ピンの状態 (29-512,対称性

か ら102種 )が知れ ばゝ 4スピン

は各 自独立にふ るまいながらも相関
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第 1園

し ,4ス ピン系の状態が決まる｡ 9スピン は 1.6ス ピン･･-･･,とい うhiera-

rchyに一夜 っているがJ,小部分の知識か ら大 きい部分の知識が得 られる近似 を

して この hierarchy を断つことがで きるQ

霧-近似 として第二鉾接点相関まで記述する立場をとることにする｡第 2図に

よりこの近似を段階的に説明すると,

E] 簸2隣接､2スピンの22-4状態 (5種 )の実現比が与え られた とき ,後述
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の effective distribution fudction(EDF)の考えによE),このス

ピンを一辺 とする正方形 4ス ピンの 18状態 (る種 )の実現比が計算で きる

とする｡

母 KJikuchi近似 5)の考え方把より ,この正方形 2個が一辺 を共有 して接 し

た形の 6スピン64状態 (24種 )の実現比がわかるO これは正方形 4ス ピ

ンの状態がわかるとい うとき ,その中のある部分の状態 を指定 した線の 他の

部分に対する条件確率 もわか /hそれを基にして ,(図形が新たm=閉 じない限

り )償次つないでゆける とい うことである｡

憩 両正方形中央の 2ス ピンは第二隣接関係にあ って直接の相互作用 はないか

ら ,各 自の周 少の 4スピンの状態が与え られれば ,外場や温度に依存 し夜が
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ら独立 ス ピンとしてふ るま うO

擁 独立 にふるま うにも拘 らず ,凄境 に相関があるため UC相関が生ず る｡

このようにして ,初 めに与え られた もの とした第 2鋳接 2-ス ビ .ソの状態が

求 ま り ,.方程式が閉 じる｡ 初めの 2ス ピンと最後 の 2ス ピンは異 る subla-

tticeに属するので ,sublatticeに区別があるとき (剛体球格子模型 など )

に は 同 じ 操作をもう一度たど った ところで閉 じる O

第二近似で は一辺が第 4隣接 の正方形 の状態 を求めるところで EDFの考え

方 を使 う｡ この考 え方 は ,三次元の場合や 2種以上の sublattice の場合に

も拡張で き .最隣接点の作 る多 面体 (多角形 )の幾何学的性質 を通 じて格子の

構造が反映 している｡ また ,この近似の第零近似はMamada-Takano近似
4)

であるともいえる｡

第-近似で正方格子 Ising模型 の転移点は容易に解析的 に求 ま り ,

Kc芸 kTc/4Jの値は第 1表 のよ うVCBethe近似 よ りはるかに良 く ,第二

近似で Kikuchi近似 よ り良 く覆るこ とは確実であるO (計算 中 )

第一隣接点にのみ無限大斥力

が働 く剛体球格子模型の転移密

度 はpC/P_o=〇･486(PO

は最鋼密密鑑 )と余 り良い値で

はないが ,この近似では不可入

性は正 しく考慮 したが ,この場

合 に第二 隣換 点 とい うのは同一

sublattice内の隣接点 の こ

とであ り ,Ising模型での 第

一近似 に比べて短距離秩序の扱

いが不充分 夜ため と思われるO

I～

第 1表 Isingの転移点
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E王)F(effective distribution

ftmction)の説明

第-近似の暦で述べた条件確率で

つないでゆ く方法は ,閉 じた図形が

生ず る疎 に破綻するOそして閉 じた

図形の存在 ,換言すれば複数の道筋

を通 じて影響が伝わることが相転移

の問題 ,特に二次元以上の問題の本

質的 な点であるとも言える｡

さて ,第-近似B]の 2スピン状態

の知識か ら4ス ピン状態の実現比を

求める問題 を考えることにするO こ

れは同 じ長さの棒の両端の状態UTlそ

れぞれ○及びXの2種類があり ,従

って 5種 の棒があ って ,それ らの個

液体論に関連 した二つの試み

第 2表 剛体球格子模型

数の比 (a ,b,C ; a+2b+C-1)

が与え られた ときに ;同じ状態が接

す るように 4本の棒 を連ねて作 った

正方形の 占種の状態の実現比 を求め

〇一一一一一く) a

O- 静 b

轡---:二〕b

㊨⊥一一一一番 C

EDY

X

y

y

Z

る問題 であるとい ってよい｡勿論 こ 第 5留

れが一義的に決 る筈は夜いが ,変分蘭 に次のようge近似することがで きよ うO

正方形 を崩 して元の棒の分布qr･なるという条件下で ,全体 としての組み合わせ

が最大になるよ､うに6種の4不 ピン状態 (isiい i- 1,- ･6)を求めると

面白いことにそれは ･a,b ･rc･の代 りに a･b ･?か ら次の連立方程式か

ら決まるⅩ ,y ,Zとい う量の嶺 によ って表わされ 一丁慶 5礎の棒が Ⅹ ,y ･

Zの比で存在するかのように考えて単純に要素の積 をと った形 咋獲る.その意

味で Ⅹ ,y ,Zを4ス ピン状態 を決める effective dist_ribution func-

tion と呼ぶ ことにす｡
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SI S2 S3 S4 S5 S6
≡コ:L慧 芸∋:=Qi:='.:I:

Ⅹ 4 x2y2 Xy2z y4 y 2･Z2 Z4

第 4図

+2S2+ Sa-a

+S3 +S4+S5- b

+2Ss+S6-C

S1- Ⅹ4 , S4- y4

S2= Ⅹ 2 y 2 , S5- y2 Z2

S3- Xy 2 Z . S6- Z4

甘 ､隣接分布関数 による液体の記述 (小川 ,種村 )

以下では半径 20の二次元 hard disLkの場合について述べるが .5次元で

ち ,また穐互作用に距離依存 がある場合 に も同様 の扱 いがで きる｡

まず ,不規 則配置 に対す る隣壊点の定義は次のよ うになされるO

隣接点の定義

｢粒子 がいる三点ABCを通 る円内に他の粒子がいない とき ,これ ら三

点は互 に隣接 して いる｡ ｣

このよ うに定義 した隣接点 を鹿ぶ と同一円周上 に4粒子以上 あるような例外

を除 き ,与え られた配置 に対 して一義的 に平 面は三角形 に分割 されるo このよ

うな三角形 を隣接三角形 と名付けるo

辺 を共有する 2つ の隣接三角形 の外心 を結ぶ と今度 は平面は多角形 に一義的

に分割 されるが ,これはT定規別系におけるWigner-Seiltz cell の一般化

にな っているO

この隣接三角形 あるいは cellの分布で粒子 の配置 を特長づけることがで き

るが ,こ ゝでは三角形 の分布による立場 をとる ことにする｡

容易にわかるように粒子数Nのとき2N個の隣接 三角形 がで きる (N-cc)｡

この うち三辺が (a,b.C)～ (a+da,b+db,C十dc) の三角形の個数
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を 2NP3(a,b ,C )dadb dc とす ると

J'J.fP3 (a,b,C)da db dc-1

である

f(a)=ffP3(a,b,C)db dc

とすると

ff(a)da-1

で ある｡ i(a) は鋳接三角形の辺の分布であ り ,隣接二体分布関数 と呼ぶべ き

ものであるOまた

Q3(a ;b,C )≡ pュ (a ,b,C)/ f(a)

は一辺をaとした ときに他の辺が･b .Cである条件確率密度 lK覆 ってお り
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f㈲ -I/Q3 ( a;b,C)f(a)da dc

- .′Q(a;b)f(a)da

Q(a;b)≡fQS(a;b,C)dc

と書けば ,これはQを核 とする fに対する横倉方程式 とみなせる｡そして次 に

述べるように核Qはgrand cationical的に考えて空間の各点が独立に rese-

rver と接 しているとみなして確率論的に導 くことができるO

核の求め方

他の粒子 に排除されていない部分の単位面積当 りA個の粒子がいる場合につ

いて考える｡

B

第 占図

△OAZが隣接三角形であるとした ときにこの三角形 と一辺OAを共有す る隣
.(

接三角形の第三の胤 点が円弧OBA 上 にある確率密度は ,-様な確率で起 る独

立事象の間隔の分布 と同様VTLAe-ASで表わせるo 但 しS庭 第 6図の斜線部

分 (0及びAを中心 とする半径 2gの円の.外 ,△OAzの外箪 円の外 ,△OAB

の外接 円の中 )の面積であるO
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第 7図

-1A-すCk3の極限を考える｡ これは探聞が出来そ うになるとす ぐは粒子 が来 るこ

とに相当し ,高密度極限 にな っているO

α ≡a-2q P- ら-2Dr γ- C-2U α,P,r くこ Q

とするとSは次のように近似で きるo

S- (P十 r)2/ vrT

g(a)- f(a)/ a として ,積分方程式は

g(β-′拡 (a,P)g(a)dα

40 6 2

K(aiβ)-
20十P~o/∞ il+‡(a+軒 r)ie野 上 '.K2FP+γ)デIdrO .

K2 ≡ A/～/7

とな り.これは解析的 に解 くことがで きるO解は
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f(a)=CE erf(応a)+CG eXp(一応 2 a 2 )

eff(I)三 ノご exp(-t2 )dt

24kg+J苛~

8応q+>有 ~

1

8x0+√ ㌃

で あるo この場合 ,分布の巾はAと共 にqA~%で変化し ,不連続 を変化

(Alder転移 ? )はない｡ S-(β+ r)2/JT と近似 したのはいわば三

角形の面積で置 き換えたような もので ,di-skのマル ミのためにAの減小 と共

に急適に面積が増加することがとり入れ られていないため と思われ ,第二近似

としてそれを考慮 して計算中である｡

この formulationで fugacity に関連 したAと隣接三角形の平均面積か

ら求めた-粒子当 りの面積 との関係か ら状態方程式を導 くことがで きる｡ また

隣接三体分布関数 も求めることがで きる｡

最後 に研究会以後 に判明 した点 も付加えたことをか断 りしてふ きます｡
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