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統計力学は線型応 答理論､として一般的な体系を立て ることに成功 しているO

これを非線型の現象にまで拡張することも可能であるカ工 それ とちが った直接

的 な考え方が望ま しいこともあきらかであるo その最 も簡単 を例 としては ,罪

線型抵抗 のゆ らぎの問題があげ られようO これはMacDonald1)Aikemade2,)

vanKampen5) らE/こよ って論ぜ られているO これ と似た も っと面倒 な問題の

例は ,キ ュリ点附近の理想的な ワイス ｡ス ピン系である｡ こ ゝではマル コフ過

程 を なす マク ロ夜 変数3)挙動 とい う一般的 な問題 を考 える｡

ある系の状態 を表わす確率変数 をq とする｡ これは例えば コンデンサ平板の

上の電荷で も ,あるいはイLyングス ピン系の磁化で もよいが ,その系の大 きさ

Bに比例するとtJlう意味でヱ之_望である-としよ う｡ その確率的変化 はマル コフ

的で あり ,ChapmanKolmogorov方程式

盈 p(q･t)-イW(q,p)dp P(q,t)

+′W(ql,･p)dp P(.q-p･t.) ( 日

に従が うとするO こゝにP (q,t)は時刻 tに系が状態 qqC見出される確率 ,

W (q.p)は状態 qか らジャンプ pをも_つて状態 q+ pに移 る確率の時間的な

割合である｡確率 P(q,-t)は大 きいBに対 して

P(q,t)- exp 〔Bf(Ⅹ.t)十 ･三･)

とい う形 をも? ,とい う意味でマクロ的である ･と仮定するOただし

Ⅹ-q/B

-.e-･2I/⊥

(2)
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とした｡ Ⅹの最 も確 か らしい億 をyとすれば ,yは

/

f(Ⅹ,t)-max for x- y(t) (5 )

とい う条件できまるO そのまわ りの Ⅹのゆ らぎは

x- < (Ⅹ-y)2,- 一意 / 憲 ix=y

で与え られる｡平衡では関数 fは本質的に自由エネルギーにほかをら夜VIo-

般 の非平衡状態では y(t),I(i)紘

O
y(t)- Cl &)

Z(t,-2昔 ･x･C26,

○

とい う方程式に従が う｡ こiに遷移確率Wは extensiveであるとして

W (q,p)- Gw (Ⅹ,p)

とお､き .

Cl(y)- / W (y ,P)p dp

C2(y)- / W(y ,P)p2dp

(6 )

と定義 した｡

方程式(4),(5)紘(1)か ら次のようにして導かれるO(2)管(1)にいれると(6)を用い

て直ちに

∂f

菜 f(Ⅹ,t)ニ ー fw(Ⅹ･p,dp(ト e~p才芸 ) (9 )

が得 られる｡ このとき ,qのi7ヤソプpじたいは ミクロであるとし0(p/G)

を省略 した｡さらに

Ⅹ-y(t)+ i. f(Ⅹ･,t)- g(Z,t)

とおゝけば(9)紘
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菜 g(Z･t,一穏 ≒-f d,W(y+PIP)(1-e-P崇 , (..)

が得 られるO この式で ∂g/∂Zが消えるように関数 y(t)をえ らべばその条件が

(4)を与えるO さらVL

g(Z,i)-bl(i) Z之+b2(t)Z3+ .･･

1
~2TW (Ⅹ" (i))2十 ･･

(12)

のように展開すれば係数 bl,b2･仲は贋次常微分方程式で定め られるo特 (･ex(t)

に?.hては(5)が得 られるo 臨界点では xはccになるであろ うが ,その場合 VLは

(iaの高次の項 が必要 VCなろ うO ふつ うにはy(i)とx(t)の知識で充分である0

万程矧 6日 7恨 y I_xの与え られた初期禾件 に対 して解かれるo 鼓 も簡単 を

例はブラウン粒子 の速度であ ってその場合には

Cl&)- -ry . Cp2- 定数

とおけば よく知 られた結果が得 られる｡ 非定常では C1,,C2は時間 tにあ ら

わに依る･o定常的 な系では これ らは t6{こよらず ,平衡は

;- 0 . igo (15)

できまるが ,それは平衡の統計 力学が与えるもの と一致 し牽ければ ならないO

以上の所論 は q(x)が多次元変数でもよいが ,特Qtl次元変数 であるときには

varia壬ICe x は yの関数 とみ られ ,(4),(5)か ら実瞭

x&)- Cl(y)2[
Xo

(14)

とい う関係が導かれるo こ にゝyoはyの初期値 ･x｡はそのときの variance

である｡

この方法は vanKampenの ものと似ているが ,重要な相違は提)の轡の解 を

仮定す ることによ り ,Fokker-Planck方,哩式の近似の童顔をこえて い る こ
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とである｡それは特に臨界的な現象を級か うときに重要 となろう｡ この方法は

一般紘 birth.and dea･t･hprocessとよばれTJ高るものqC適用される｡ す

夜わち ,population nqE対 して ,pの death rateをA (n･p･t),

pの birth rateを B(n,p,t)とし ,βをサイズを表わす もの として

A(n,p,t)-βa(Ⅹ,p,t), B(rl,p,t)-βb(Ⅹ,p,t) (15)

Ⅹ-n/G とおけば(7),(8鳳

C1 (y,t)-∑p ib(y,p,tト a(y.p,t)チ

C去(y,t)- ∑ p 2ib(y,p.t)+a(y,p,t)∫

(16)

となるO これを用い ,Ⅹの最確値 y(t),とその varianceI.(t)の時間的変化 を

しらべることがで きる｡

理想的なワイス oス ピン系に対 してはく1)紘
Ell

去 p(N.,N ,t)

=-ie-p-蛋(N･札 )N++ e〟+芸(N･-N-)N_ip(N.,N_,t)

+ e

十 e

p+ Ne(N+-N- 2)

α

-p-･好くN+-N--2)

(N++1)P(ilJ+-1･N_十1･t)

(N十十1)P(N十十1･N--1Y･t) (17)

の形 をとるO こiにLL=PBH/kT･は外部磁場 ･a-= J/ kT はスピン間の

相互作用 ･N.,N_はそれぞれ+ I-のスピン華 を哀わすol

とお､けげ
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W(Ⅹ,p)=

1

盲(ト Ⅹ一)-eP+ax

与(什 Ⅹ)e~P~aX

となるか ら 方程式 (4),(5)紘

(p-2)

(p=-2)

O
y-sinh(〟+αy)-ycosh(〟+αy)

i-2‡(α-1)cosh(fl+αy卜 aysinh(Ft+ay)ix

+2icosh(FL+αy)-ySink(p+ay)i

(18)

(19)

(20)

となる｡ Tc以上のパラ状態は a <1,Tc以下の フェロ状態は α>1に当るo
O
y- 0の解は分子場の答であるo Feを時間 tの関数 とすれば外部綴場のある場

合の問題 が扱えるo これ らの方程式の解の有様 はす こぶる興味深いO特 に

T<T｡で初期条件が y二 〇十 である場合 ･yキ0の平衡値への緩和 は ･途中

に xの異常を ピークを示すO
4)

考えている系が温度Tの熱浴に接 していノるとすれば ,そ の系の状態の間の遷

移に detailed loalance を仮定 して もよいで あろ う｡ この とき ･Fe(q)を 自

由 エ ネ ル ギ ーとして

e-PFe(q)W(q-q+p)-e-PFe(q十p)W(q+p-q)

したが って(6)のWは

∂fe

W (x,p)-W(x,-p)e r T ax

あるいはwo(Ⅹ,p)を pの偶関数 として

-(Ⅹ･p,--o(Ⅹ,p)expト 音 p憲 i

とい う関係が期待 されるo これは この系が平衡 として熱平衡分布 をもつ ことを

-一dS:1:T-
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保証すると､同時に ,Cl,C2などの間qCある関係が内在することを示す.その

関係は一般的夜揺動散逸定理の現われであE),非線型的 なふるまいを示す マク
1

ロ義教の緩和 とゆ らぎ ,またそのVスボン束の間のある関係 を与えももの･とな

る｡
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