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§1. -序

通 常の固体においては,原子間 ポテンシャルが運動 エネルギーに比 べ圧倒的

に-一大 きく,原子は夫 々e)格 子点に強 く束縛 されている｡ 原 子が隣 9合 う格 子点

に在 る他の原子と出合 う確率は無視 し得 る.そ こで,ポルンとカ,I,マyに始 ま

る従来e)格子力学 1) (古典的格子力学 と呼 ぶ事に しよう-)紘 ,平衡点の近傍

の静的な､ポテ ンシャルの隆子が,全件 としての格子の力学的振舞いをどの陳に

支配す るかを玲 ずるだけで良か った｡

しか しなず ら自然界には ,こ0'D古典的格子力学の括像が通用 しない固棒が存 ･

在 す るOそれ昼 ,-軌 体 - リウムに代表 される量 子固休である.2) 第 粗族原

子の陳に閉殻構造 を.持 ち,そe)うえ更に質量が磨 い原子であれば ,静的 ポテ ン

シ ャ ルに比べ ,運動 エネ,I,ギーが無視出来 な (なる｡ - リ9.ムの例 で放 ,零点

振動 の大いさが,そorD振幅 で最近接格子間距鹿 の . 50多にも逮する. 量 子固

体では,格 子を組んでいながら,原子同志が出会 う確率が無視出来 なくな D ,

互 いの間の相互 作用o'3-- ドコ-7･領域 をも侵 し合 う｡ この点 ,量 子固陣中では ,

原子の運動に際 して,原子間oLl近拒絶相関が重要 となる｡ - I)クムeJ例 で明ら

か在隊に,絶対零度 で旦固化 VLはかなDの圧力が必要と庖 bJ.,実際に格 子を組
む格子間距錐が･,静的 ポテンシャ }L,a)谷の泣匿から大 きく押出され て,むしろ,

そむ山の位置に迄移動 させ られてしま うO これらの特徴 ,即 ち,

(カ 大 きい零点振動 ,

② - ードコア効果 -短足巨錐相関 ,

の取扱いは ,古典的格 子力学の枠外且在 る ｡ 量 子固捧e)物選的記述には,新 し

い格 子力学 一量子的格子力学 -が必要である｡ 畳子的格子力学は ,①及 び②を,

同時 に正 しく取扱 う事 を可能にするのでなければ ならないoL
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量 子 固 陣 の 選 論 的 取 扱 い は , ま ず , そ の 基 底 エ ネ _ル ギ ー の 計 算 か ら 出 発 乱 .

種 々 の 方 法 の 中 で , 岩 本 一 生 井 沢 4 ) に よ る 方 法 は ∴ ① と ② の 取 扱 い を 可 能 に

す る セ ル フ コ y シ ス テ ン ト な 定 式 化 で , 更 に , 簡 単 で あ い ま い さ の 無 い 近 似 に

よ っ て 数 値 的 に 計 算 さ れ て , 基 底 エ ネ ル ギ ー 値 智 よ く 再 現 し た ｡ こ a) 方 法 は ,

物 塵 的 直 観 か ら 出 発 し て 提 出 さ れ た も の で あ っ た が , 最 近 , 同 じ 著 者 に よ っ て ,

そ の 正 し さ が 証 明 さ れ た ｡ そ o'D 本 質 は , セ ル フ コ ン シ ス テ ン ト 在 外 場 ( - - ト

1) - 場 で は な い ) 匿 よ っ て , 天 k q ) 格 子 点 付 近 に 蘭 在 化 さ れ た 2 個 の 原 子 が .

自 由 な 2 原 子 間 に 働 く ( - ～ ド コ ア を 有 す る ) ポ テ ン シ ャ ル を 通 じ て 相 互 咋 用

す る 2 体 問 題 を 正 し く 解 き ･ そ の 解 に よ っ て ." 有 効 相 互 作 用 '' な い し は " K 行

列 " を 定 義 し , こ の K 行 列 '' に よ っ て 基 底 エ ネ }t, ギ ー を 展 開 す る , と い う 点 に

あ - る O や / i, ブ コ ン シ ス チ ン シ イ は . 原 子 を 局 在 化 し た 外 場 が . 2 経 の K 行 列 に

よ D , 残 る 他 の 原 子 か ら の 力 の 和 で 与 え ら れ る と い う 要 請 に 帰 す る ｡

基 底 状 態 の 戟 扱 い に 有 効 で あ っ た こ の 描 像 は , そ れ で は , 量 子 固 休 の 動 的 振

舞 い e) 記 述 の 基 匪 と も な D 得 る e) で は な い だ ろ う か ? こ の 間 に 答 え る の が こ e)

論 文 の 目 的 で あ る O ま ず , こ の 第 Ⅰ 稿 に お い て 量 子 固 陣 中 の 音 波 の 取 扱 い と そ

の 分 散 関 係 の 導 出 占 ) を , 次 稿 に お い て 交 換 力 の 問 題 の 定 式 化 を 前 途 の 括 像 に

基 い て 与 え る O こ れ ら の 定 式 化 に 対 す る 近 似 法 と , そ れ に 基 く 数 値 的 な 仕 事 と

は , 次 の 段 階 と し て , ま と ま b 次 第 発 表 し た い ｡

こ の 稀 で は , 量 子 固 陣 中 の .音 波 の 問 題 に つ い ､て , 岩 本 一 生 井 沢 陀 よ る 前 述 の

描 像 に 立 つ 定 式 化 を 与 え る 0 第 2 章 に お い て 全 - ミ ル ト エ ア y を , - 陣 場 に 対

し ワ ニ エ 表 示 の 波 動 函 数 を 用 い て 審 き 下 す ｡ 零 点 振 動 は 大 き く て も , 扱 然 と し

て 原 子 は 各 格 子 点 の ま わ D に 充 分 良 ( 束 縛 さ れ て い る も の と し , 格 子 点 移 動 を

起 す 項 , 交 換 項 は 無 視 出 来 る ,も の と し て , 近 似 的 - ミ ル ト ニ ア ン を 得 る ｡ 原 子

間 ポ テ ン ア ヤ JL/ , セ ル フ コ ン シ ス テ ン ト 在 外 場 は , 夫 々 王 N - 2 に よ る K 行 列

式 の 方 法 で 与 え ら れ た 犀 関 を 用 い る ｡

第 5 章 に お い て は 準 粒 子 演 算 子 を 定 義 し , 前 章 で 得 た 近 似 的 - ミ ル ト - ア ン

の 下 で の こ の 演 算 子 の 運 動 方 程 式 に 対 し て , ラ y - ダ ム フ ェ イ ズ 近 似 を 行 う ｡ 得

ら れ た 固 有 方 程 式 が , 少 く と も K 行 列 の 一 次 ま で を 毅 る 時 , 波 数 首 → O の 極 限

で 振 動 数 W - 0 と な る 解 を 有 す る 事 を 示 す ｡ こ の 解 が フ ォ ノ ン モ ー ド に 対 応 す

る 皐 を 明 ら か に す る 為 に , 第 4 章 に お い て , ･原 子 の 正 隆 () 格 子 点 か ら .ej ず れ と
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量子固体の動的記述 I

同 じ振舞いをすろ自由度 を戟 b出す射影演算子牽導入す るd第 5章 で得た固有

方畢式･をこの演算子に よって射影 し.制限された固有方程式を得 る｡ これを解

い て+分散関係を得 る｡ 解は ,冒.らDで紗∝･川 卜となるスペク トルを持 ち,
このモー ドが,基底状態 で鼓 られていた平行移動不変性を,励起状態 で回復す

る"ゴール ドし一ス トン粒 子 " ,ー即 ちフォノンに他 在らない事 を示 して中るO この

満足すべき麿束 を操証 したのは,セルフコyシステン ト夜外場 に対する我 々の

定義に他 ならない とい う点 を強調 しておこう. こUJ定義 が ,出発の- ミJL,トエ

ア yの有 していた平衡移動匪脅正 しく反映 して,正 しい'(フォノンOD)分散関

係に導いた0?であるo ここにおいて,量 子固備中を伝播 する音波 に対す る我 々

の描像は;単 にア インシュタイン振敦 子-これは IN- 1とIN-2で求 まっ

てい孝一を互 いに結合させたデバイ流 の音波 の措像 とは異 なっているO 後者に
→

かいては平行移動不変性の象扱いは容易 でなく,玩･→口でギャップの無い解を
得 る膚 は自明ではをh o

最 後に第 5章 で簡単 な議論を与えるO 尚 ,この論文 を通 して我 々は ,T-

OOKの場 合のみを扱 う｡ 有限温度 への拡張 はたやすhoまた簡単 の為 ,単 位格

子内に一個の原子 しか無 い場合を考 えるO これU)拡鯨 もたやすい｡

§2.近似的- ミル トニアン

こej章 では全- ミ,i,トニアシから,い くつかの仮定の下に,近似的-ミル ト

-アンを叡b出す｡一準粒 子演算 子を定義-し,･これが近似的- ミル トエテ ンの 下

で従 う運動方程式 を求め ,それをラyダムフ ェイズ近似 に よって線型化 して一
==コ

般 的 な固有方程式 を得る､｡七 o･)固有方程式が ,波数 k→ 0で,振動数 u-0
となる解 を有す る事 を示す｡

量 子観体の全- ミル トエアyは次の通 Dでこある ;

H = Ho+ HI ,

ここに ,

(2.1)

⊂E- ⊆E

-U｡苧Jd74+(7)(言2/2m+U/(r))+(r), (2･2)

-405-
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d1--Id7す+(7)(首2/2m+U(言う)4･(f')
(2･5)

･去Id7d7轟 津 (巧 V(7-か (巧や(7)
=≡コ

上匠おいて,サ(r)は原子の場演算子,U(宇) は原子を格子に配列する外

場 ,Ⅴ(F'一声 )は 2原子間力である｡ 外場 U(㍗) 中の一陣問題は解けてh
る と.する ;_

H(r)¢mk-(r)-(p2/2m+U(r)転 k(r)-e (k)¢m首(r･-)･

一斗 → → → → →

Ein

(2.4)

→
ここにkは波数 ベク トル,mは バ ンド番号及 び必要ならスピyラベルを兼ねる

ものとするo外場は格子の周期を持つか ら･争m首(7)は ブ子守 ホ波 であるo

我 ､々は少(7)を¢m盲(7) で展開せず･そのユニタリ変換 である ワニエ波動

函数Wで展開する ;

ー 1. → →
車(･r)-2 ぞ bm(Ri)wm(r-Ri:)

m 1
(2.5)

ここに,盲i(i-1,2,- ･-,N )は格子ベク トル,また ,

wm(7-Ei)-N-1/㌔ ｡一重 偏 (7) (2.6)

ワラエ波 の生成酒蔵演算子 b+ ,bは次の交換関係をみたす ;)
→ → . → →

〔bm(Ri)･bn(RJ)+〕+ ヒ8m n∂RiRj

〔bm (Ri)･bn(Ri)〕+-〔bm(R.i)+･bn(盲i)+〕+エロ

【=E =E

(2.7)

ここに,〔 〕･+は,原子の統計に従 って,反交換的 .または交換ト)関係で
あ る｡～陣場 に(2.5)の表現及び交換関係を用いれば ,､全- ミルトニアン

は次の陳に審ける ･,

LU主L･U(.a)高 鷲号 H(Iad)･d(Ia6)I H(Ib仁
一404-
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量子固体の動的記述 Ⅰ

こ こに,

岡
ニr=
ニ
3
0
g g

rifl em bm(膏i)+bm(嘉i) ･ (2･9)

増 - 2 .E em(R.i-Ri)bm(RJ)+bm(Ri), (2･-0)

=≡コ E E E

1キJm

d(adL ヂ Z U(nRi;mRi)bn(Rli)+bm(Ri)
→ → → ｣｣ →

I l m.n

弓i≡JqmE2n.n2V(nl言in2盲j;-1盲 i-2盲j)
→ 一･ナ ー

Xbnl(Ri )+ b I12 (盲j)+ b m 2 (Rj ) b m l (Ri),(2･ ll )

h(ale)-(辛)与 ,a i. V(n2盲jnl盲i;-.盲i-2言j)×
1キJmlln2nln2

×bnl(盲i)+bn2(言J)+bm2(RJi)bml(忘i)I(2･12)

及 び ,

巧 )
-- 2

i≒j

ー → → l ー

man U(nRj ;mRi)bn(Rj)十bm (Ri)
a = = 岩E

E a V(n1-Rin2Ri';mlRim2Rj)
(i′j′)亘 ij)mlm2nln2
→ →･ → →

xbnl(Ri')+bn2(Ri')+bm2(Rj)bm l(Ri)･

(2.15)

ただ し,上におい て,

e -N-12m → t
k

→ →

em(Ri-Rj

･～

Em (k) (2･14)

→ → --⇒

)-N-1三 cm (k)e一 k (RirRl･)･= (2･15)
→

k

とす る.明 ら かな様に,H (a) ,uU(aa)及 びH (ae)は格 子点 位置の変 化 を起 きな
0 王 Ⅰ

-405-



生井沢 寛

い項 -H(lard)は直接項 ･A(Iae)は交換- ,また ,し鴎 )及 びHt匹 格子点位置
変化を起 す項 であるO同一格子点に,2個の麻 子が入 っていて相互作用すると

い う項は省略 した｡

量 子固体に在 っては ,原子は ,激 しい零点振動 のせ いで,格子点付近にかな

身広がって分布 しているO しか しなが ら,今ある原 子が ,その平衡格子点から

離れて ,近接する他の格子原 子に近付いて来たとしようO 両者が近付けば近付

く轟 ,2原子間 ポチ yシャ ,I,0'3よ9強い斥力替及ぼ し合 って,よj再撞く押 しの

け合 う事 となろ う｡ たとえ広が Dが大 きくとも,原子 が平衡格 子点か ら飛 び出

て ,別の格 子点に移って しま う確率は,こU)- ードコア効果 で非常に小 さ くさ

れ てしま う｡旨いかえると,短距離相関e)効果が大で,広が Dは大 きいが,原

子が近接す る格 子点で持 つ実質的な存在確率 ,あるいは ,原子同志の波動函数

の重な9,は小さいOそ こで,上に分類 した-~ミ Jt,ト-アンの各鼠のうち,格

子点泣置変更 を起す項 (H(B上 し聖 )及 び･格子点 の入れ換 え項 (Lk'(言e))は

小 きいもorDとして無視 しよう｡ これは,実験的に ,交換 エネルギーが疑集 エネ

ルギーに比 べ充分小さい事実 からも許される｡

こ うして我 々は近似的- ミル ト-アンを

uu T LU ′ =d(:)十Hミad) ,

2)

(2.16)

に取 る｡ d ′に よって記述 される系は,格子点位置変化 も交換 も起 らないか ら,

各原子は ,･その平衡格子点に東経され ,対応する格 子ベク トルによって識別 さ

れ るOこの仮定に基 いて基底 エネルギーを計算 する定式化 がIN-2に与えら

れている｡ それによれば ,2原 子間e)有効相互作用乃至は ,K行列に よって,

JJU(Iad)*の2捧相互 作用 Ⅴ,及 び ,外場 Uとが ,- 次の様 に与えられる ;
-⇒ 一-}′ --ナ I-+

vij(nln2 ;mlm2)三 Ⅴ(nlRin2Rj;mlRim2Rj)

-K ij(nln-2;mlfh2)-

･(nln2;qlq2､)Kii(qlq2;mlm2)
(ql,q2)≠ (0,0)

- 406-

e(oo) - 8(qlq2)



十 ･'t-

. .
Ui(n;m)≡U(nRi;mRi)- g

i(≒i)

量子固体の動的記述 Ⅰ

(2.17)

Kii(no;mO),

(2.18)

及 び,

ここに 8(qlq2)は次で定める ;一

E(q lq 2 )-eq l + E q 2 I
(2.19)

(2.17)の左辺 には ,K5以上を穿かなかったO また ,我 々Vj方法におけ

る セ ル7コンシステンシイe)宴請は ,外場 Uの定義 (2.18)に属虐 され る〇

更 に ,注意すべきことは ,近似的-ミルト-アン･(2.16)を導 いた仮定に

上って･"格 子点移動 エネルギ: 'cm (Ri-Ri)は ･ "平均 バンドエネル

ギーノ'Em に比 べ無視 し得 るから,

→ -⇒ → →
Em(Ri-Rj)wm (r-Rj)

→ ･→ → -▲>

Em (Ri-Rj )wm(I-Rj )
(2･20)

j(≒i)

==ヨ =

～～ 8m wm(r -Ri) ,

H(マ)wm(7.-Rli)-号
J

→ →

≦ EmWm (r一足i )←ヂ

となって･ワテエ波 が一体-.i.ル トニアン申 (r) a)良い近似vJ固有状態 とな

る点 である｡ 原子間力 Vめ轟開 (2.17)における中間状態 をワニエ波 で取

9,(2-.1 9)に よるエネ}t,ギー分母 を取 ったのは.こa)事に基 く○

平行移動不変性 と反転対称性 とから二,

--+

Kij芸棺 i 言i=K 言 i /R･= K盲･-R･J j 1

この時 ,定義 よD,Uiti:i匠 キら覆い ;

Ui(n;m)-U(n;m)･

(2.21)

(2.22)

-ウ
これは,(2.18)の定義が,外場 U(r) のみたすべき周期性を正 しく反

-4〔〕7-



生井沢 寛

映 している尊 を示 すO

§5. 準粒 子演算 子 とラyダ ム7エイズ近似

この章 では準粒 子演算子を導 入 し,これ と前章e)近似的- ミル ト､-アンとe)

交換関係 を求め,それをランダムフェイズ近似 によ9線塾化 して分散関係を得
→ ㌔

る｡ こa)分散関係が ,k-+0でW-+0となるスペク トルを有する事 を示 す｡

最初 に次の演算子を考 えよう;

Bnm (Ri)-bn(Ri)+bm(Ri)-Bmn(Ri)十 ･ (5･･1)
= ==コ

交換関係 (2.7)よD

→
〔Bmm(Ri)･Bn′m ′ ､(言j)〕_

-8首i盲目 8-n′Bnm′(富i)-Sn-′Brl'-(勘 ))･

(5.2)

前蜜の近似的 - ミル ト-アン〟 ′をB一演算 子で春 き換 えよう;

H (i)- 1? mE ･8-Bm - (富 i) I

･.滋(aS) Inn
--ぞ E Ui(n;m)Bnm(Ri)

(5･5)

･烏 J m.mE2n.n2 Vij(nln2;-1-2)Bn.m2(Ei,Bn- (言j)･

(5.4)

上VCおいて･vij及びUiは夫 々,(2･17)及 び (2･ 18)に よbK行

列 で与えられてい る. d ′-A(a)+uytad) の 下でB一演算 子の従 う運動方程
0 Ⅰ

式は

→ ー

(Bnm(Ri)･N']_-(em-En)Bnm(Ri)

=コ

+ I ui(n′･n)Bn′m(盲i)- 2 Ui(m･m ′ )Bムm′(Ri)
n′ m ′

t..
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歳 )m.三2nlivij(mlm2.,nnl)､B-1-(a"i)B-2n_.'ij)

-vij-(mnl;in,1m2)Brml(富i)Bnlm2(富j))･

(5.5)

ランダム7エイズ近似7)は ,上式a)右辺の最後U)項に対 してなされる ;

Bmlm(富i)Bm2nl(Rjj)だ∂m20nlOBmlm(富i)y8(膏j)
♂

+㌔-o m oBm 2nl(言う ) yo (盲 i )
∂

= ≡E

Bnml(意i)Bnlm2(言i)～～ ∂nlO∂m20B:nml(Ri)yo(Rj)

= ≡≡コ

+ 8 no Bil.OBn.m2(Rj )yo(Ri)

(5.6)

ー →

こ手に･ yD･(牢i)紘 ,.H ′ a)基底状態 においての格子点 Riに存在する_･バ

ン ド0(一体の基底 エネルギーバン ド)a)粒 子の数 o 今 ,LU ′ e)基底状態を-

Lk,(冒) eJ基底状態

ーN

¢O- H
Ft-i

で近似すれば ,

→ →

w o (ri-Ri) ,

yo(Ri)=Boo(Ri) Y l ,
となる｡ こうして運動方程式は次vJ陳VC線型化 され るt;

ー →

⊂Bnm(Ri),LU′〕_-=(Em-.8.n)声nm(Ri)
′

(5.7)

(5.8)̀ ~- I

→

+ I ･li(Z*i)Vii(mo;mO) - Ui(m;m′ ) )Bnm′(Ri)m′
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- 言′i j (*Ii) Vi j (n′ 0;n O ) -Ui(n′;n)iBn′-(R+ i )
-⇒

' A - i(皇i)mf｡′ vij(mm′;nn′)B-′n′(Rj) I

(5.9)

ただ し

Ann - 8no - ∂mo (5.10)

前章に与 えられたK行列に よるUiの定義 (2･18)及びvijU)展観 (2･

17)を代入すれば

〔B.nm(貢i),d′〕Jy(em-en)Bnm(富i)
+ Anm I I Kij(mm′;nn′)Bm′n′(Ri)

j(≒i)m′n′

+ - - ･, (5･ll)

ここにKについて2次以上は書 き下さなかったo

B-演算子とK行列の格 子ベク トル依存性をフーリエ変換 しよう;(2.2

1)に注意 して ,
･･-一斗→-･･-I

Bnm(Ri)-N-1三 e~i-kRiAnm(首) ･ (5･12)
k

A+. + -+

Kij(mm′;nn′)-N-1E e-ik(Ri-Rj)Kmm′,nn′(k)･ー
k

(5.15)

これらを代入すれば (5.11)は

= ⊂≡コ
CAmn(k)･H′〕 言 (6m-Cn)Ann(k)

+A- mE,n′Knn′ ･- ′(F)An,m′(冒)← ･･･,
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となる｡ ここでは ワニエ波 が実 である事 から ,

Kmm′,nn′(電)-K弧 ′,mn頒 )-Kmn′,nm′(首)

-Knn,,.rm′(育) I (5.15)

である事 を使 った｡

今 ,LU′のある固有状態 をF ′.そのエネルギーをE′,また基底状態 を

Fo′,基底 エネルギーをE ′としよ う;O

Lu′ 7g′>-E ′ 7g ′> ,

及 び

H ′ lg o'>-E ′ 7野′> ･O D

さら匠 ,

fnm (首)芸くg′7Anm(首)lgo,>

及 び

E ノ ーE ′ ≡
0
包I

I

i

1-1｣ノ

(5.16)

とか く｡ この時 ,(5.14)は汰に.在る ;

-う --チ

wfnm(k)壬 (Em-en)fnm(k)

+Ann I Knn′,frm′(盲)fn′m･′(冒)+- ･ (5･-7)
m′n′

こe)固有方嘩式oID一般解を求める事 は巌 か Lh L,必 要でもないo ここではま
≡E

ず ,解の うちに .汰-十〇でQ'→0となる解が存在す る事 を示そ うO 今 ,
→

fnm(k)-0 for m,n*O or m-n-0, (5･18)

な る解 密.さがそ うoK行列 GrD対称性 (5.15)に注意 し,(5･17)でそ

え字mまたは nを0とし,K2以上の項 を宿せば ,n≒0に対 し,
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(a,+eo-en)fno(冒)- 3 Knn′,oo(冒)fn′o(盲)I
n′≒ 0

+ 3Knm′,oo (首)f6m′(首)･ (5･1-9)
m /≒0

及 び

ー

(a)+80-en)fnO(k)ニー 2 Knn′.oo(盲)fn′o(盲)n′≒0

- 2 Knm′,oo(i)fom′(冒)･ (5･20)
m′キ ロ

これ よD

--◆ -う･
(W+80-g｡)fno(k)+(Q'+en-Eo)fれo(k)-0 ･

(5･21)

そ こ で ,

Ern-e a

n′≒otw+en/-Co
cn (冒)-2 (

とすれば ,fnoはC､n によって

→
i.n_O(k)-

a-En+Eo

) )

)Knn,･oc(k)fn,.o(k)I

(5.22)

→

Cn(k) I (′5.-25)

と与 えられ , Cnは次a)固有方程式 をみたす ;

lcn(盲)-2nた ｡定 雪 子 整 正 ) K nn′,oo(k)Cn,(i)･

=E

(5.24)

こうして,Cn一(首) が - ミル ト-ア ンd′a)･何 らかa)固有状態に対応す る

な らば ,そoI)モ･/-ドは次の分散関係 をみたす ;

丘et lSnn′-2( En′-Eo
a'2-(en′-Eo)2

≡≡コ

Kn n ,.oo(k)j-o･ (5･25)

(a,n′毎日)
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年甲骨散轟係が首-→-OでwJOを与える事 を示そ まう.灘 らかにそe)ようなモー
ドe)存在条件は ,L

である｡一方 ,(2.20 ) に よ 9 ワニエ菌数が,-捧- ミル ト-アンの良い

固有状態 となっているから,1(2･.ト8)に任意 して8)

→ →･ -づl → ー →
(e'n-Em)<nRi7p7mRi>-<nRi亘 H,p] 7mRi>

= J

m′ In′

ー _ ー → ー
Am′n′Knn′,.rm′(汰-0)<n′R･7pim′R･>1 1

ワニエ函数は実だから ,

･ー → → ー → ー ∴

<nRilplmRi>=-<mRi･lp7nRi>

(5.27)

(5.28)

である事 に注意 して沢を得 る ;

=≡コ ≡5】 = E

(En 一㌔ )くnRi 7p IDRi>ニー2 3 K n n′,oo(0)くn′Rilp]oRi>･
n′≒o

(5.29)

こ れか ら(5･26)を示す事 はたやすやo
｢･･ケ

こうして固有方程式 (5i17.:),､が･,k-rJでW-0となるモードを解 にも

つ事が示 され た｡ 次章において,この解 が フォノーンモー ドに対応する解 である

事 を示そ う｡

§4. 7 オノンとそ G'D分散 幽係

前 章に得 た固有方程式 から-,,･･J.フォノンモー ドの解 を取 少出す為 に ,通 常の格

子 力学の出発点 に戻 って考 えてみ よう｡ そ こでは フォノ/演算子を,格子点か

らaj泣直oi)ずれ
→ -ヰ → ◆

ui-ri -Ri ,
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=≡コ

及 び,対応する運動量盲i- 1h▽i~Lの ,i- 1､-Nまでの互 いに独立 で共
役を2線 の演算子の線盛結合に よって導入 した. これは ,格 f･間痛 に比.して余

b大 きくない程度の平行移動の自由度についての励起 を取 9出すoDに,最 も自

然 で直疫的なやb方 である〇 この古典的な描像に沿 って フォノンモー ドを抽 き

出そ うo
=E

まず明 らかな事は ,fnm(k)ujそえ字についての対称性に注 目して,この

振幅が平行移動 自由度の励起をあらわすなら,次a)様な対応が成立す る ;

/Il → → →

f(:･k(盲) ～ unm(k)

≡E =

f(n-Ll(k) ～ pnm(k)
-一 --◆ →

こ こに,対称化 された振削 崇mは

feim(冒)-を(fnm(,i)±f･mn(冒)) ,

ー

･･ノ

(4.2)

(4.5)

と定義 し,f(;)me)符号はn>m忙対 し定め る事 とす る｡またunm(k),
=≡コ E

pnm(冒)は･ 夫 々
→

･→ --◆ I+ → → -う･ -･す
unm(Ri)-くnRi7uiImRi>-umn(Ri)

→ → → ー → → ー
pnふ(Ri)-<nRiノ7pilmRi>ニーpmn(Ri)

の格子点挺存 についての 7-7)エ変換 である ;

ー→

-言nm(盲)-N-1/22 eikRi=･nm(貢it)･
l

→ →

pnm(盲)-N-1右e-ikRi言nm(R.i)-ll

1

正準変換関係

→ → -す → ー -づl ー

'i⊂p(Ri),u(Rj)工 -1 8RiRj I

よDただちに

→ → -⇒ -⇒･ →

/i (p(k),u(k)〕_- 1 8言k.′ ･一
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=E ≡=∃

こ の交換関係から,unm(k)aj射影演算子が容易に得 られ る ;実際それは次

で与 えられ る,

Hnm,n′m′-FE iirm(首)fn′m,(紅 am,m′ (4･7)

この射影演算子に よって,(4.2)o'3対応に注 意 し,固有方程式 (5.17)

あるいは ,その対耐 ヒ

⊂伽 2 - (En- Em)2⊃ f (:)m (冒)

--I Ann ( cn- Em ) Knn′,rrm′(盲) f慧′m′(盲) ,
n′m′

(4.8)
ノ

から,格 子点 からU)ずれの 自由度 の振舞 いをする部分だけを敏 9出そ うO 前章

に求 め左解 ( 5.-18-)を鼠において,新 しい振幅 fnm を導入す ると便利で

ある ;

fnm (冒)-f(nT)m(冒)/Tnm-fmn(盲) . (4･9)

､ここに,

Tnm=-Ann(en一em)=rmn ･

新 しい振幅 によっJT (4.8)を轟 きかえよう;

→ → →
W2i(k)-G(紘)i(k)

(4.10)

(4.ll)

ただ し,

Gnm,n′m′(玩)-(㌔-m)28nn′6Erm′+KI･ln,,nm,(k)Tn′m′,
→ . / →

(4.12)

次に ,固有方程式 (4.1i)蟹,射影演算 子Eに よって,平行移劫 自由度eJ

励超 V)みU)郁分空間に限 る ;

a,2(Ei(k))-ほ G～(k)盈)(盈L(k))･ (4･15)
- → -う･ - →

-415-



生井沢 寛

これが我 々の解 くべき固有方程式 である｡ これが 5つの独立夜解 を持つ事は ,

Tr(〟) - 5こiこヨi

よD明 ら.かo Sつむ解は ,フォノンe)2つの横波.A,ひとつの縦毅 のモードに対

応 するものと予想され る｡

制限 された固有方程式 (4. 15)を廃 i事はたやすい｡ 和法則 (5.27)

及 び , i

言nm(冒)Ann--(im)Tnm言nm(盲) , (4･14)

とによって,次を示す事が出来 る ;

= = ==コ

(空色(育)盈)nfr- ,m,--im-1i*Zi (e-ik(Ri-Rj)-1)
→ - - -+

×unm(貢i)･<oo;ij-1ViKij▽ j700;ij>･言n･m･･(Ri)dn･m･･

(4.15)

そ こで ,

Ti▲/

n′m′
iPn′m′(富J)An′m′un′m′(ii' )-T8言J盲i,･ ,

一 . -⇒･_ ･ 一一

に注意 して,射影された振幅 を次の形に置 く;

･空‡(盲,,'nlL- f ′=n-(E i ,)てi ′ ′(煩 ) , (4･16)

ここに ･i-1･､.2,5は ･5つの解を区別する指陰 であるo この時.(4･1

W(i)(盲)27i(i)(冒)-m-1g (卜 e-ii(言i遥i))
j(≒i)

→ ー

･<oo;ij7ViKii▽ i-08;ij>･vlf)-(k)･ (4･-17-)
ー
J
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この方程式 が }- 1.2.5で区別され′る'5つのL解を持つ車から,

は実 は偏趣ベク ト}1,に飽 ならない皐が判 る;

マi(i)(冒)-マ(i)(冒)

才i(A)(k.)

(4.18)

偏極 ベク トル0')直交性から.分散鏑係の陽 を表現が得 られ る;

W(i)(冒)2 a ll,-m-J?(*Ei) (1-e-･締 i雪 ･)

xjl)(冒)･<oo;ij-ViKii▽ i70･･O;ij>･3(i)''(首) .
→ ー

(4･i.9)

==コ
勿論 こ GL)表現は ,平行移動不変性によってRi 紅よらないoまた ,空間反射対

≡E
称 性 (2.2 1)から,右辺は首210)函数 であD,従 って充分 小 さい lk)に
対 して.

W(盲)2→～ 言 2
k→o

(4.20)

とな 9,音波 モー ドのみたすべ き分散閑係 となっているO こ_a)量夢夜船束に導

いたのは ,序 にも強調 した綾に ,一鉢場 U に対する定義 (2.18)疫他 なら

なレ､. これによって,定 まった格子構造 を厳 る事に よって基底伏線が放ってい

た平行移動不変性 を,励起状態において回 匪する ìゴーJL,ドス トン麗 子 "即 ち

7オノンの出現が捉証 されたのである.

§5.簡単 な議論 .

フォノンa)分散観係 (4.19)佐つ､いて見 てみようO この分散式 ,あるい

は (5.25)の分散式からも判 る通 9.7オノンスペク トルの計算には,2

捧K行列の成分

ー

Knn,′ooJk)

a)知識が必賢である. ところで.iN-2で明 らかにされたように,この行列

要素は,そ こに与えられた2匪方程式の基底状態の知歳 さえあれば.すべて求
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め.･られる｡ こうして問題は セル7コンシステy 卜な外場･U(ア) を含む こGDL2

捧方式の基底状態 をいかに求めるかに席 するが,そo'D最 も簡単 な試み･が,既に

IN-1において行われている. 従 って,この分散式は,数値的に もE解 き得 る■

のであ9∴その実行 も近い将来 をされるで参ろ う｡

最後に,格子力学については全 くの素^の著者 に . この間題 の重要性を指摘

され ,必要な知識U)指導 と,絶 えざ る"シックグキレイ "とを与えて下さった,

東大教養物塵 の岩本文明氏に,心から感謝 したho
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