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相転移 を論ず る際に ,分配函数の零点 を調べ るのは一つの有力な方法である｡

零点の軌跡及び ,その分布函数の具体的な腰 が求 まれば物理量は ,そ れから計

算 時来 るユ)S-jiの強麓性相互作用を有する fsing模型に対 しては ,L｡e-

yangの定理1dゝ ら零点は ,すべて複素 fuga｡ity面上 の単位 円上にある事が示

されているO又Heisenberg模 型 に対 して も強麓性的の場 合には単位 円にの

る事がAsano2)に よって証明された o しか し ,相互作用が反強 敵性的の場合に

紘 ,Lee-Yangの circle theoremに.相当する定理は見出されてい ないo

Lee-Yang以後 の零点の分布に関する数値実験的研究 の reviewは ref･5の

introducti｡nに与えてある｡ なおNilsen andElemmer4)a ,最近接相互
5)

作用が無限斥力であ_る格子気体の零点の分布を論 じてお り ,叉最近ではKu/nh

Ruelle6)等の研究があるO

我 々の 目的はAntiferro state の零点の分布 と相転移 の関係を調べる事

に あるが ,2次元 ,5次元で N-∞の系 'lTfL_ついて直接 これを求め るのは困難で

ぁ る. Ratsura,Abe,Yamam｡t｡は5)第 2近接相互作用 を持つ 4×6の体系

を調べて J,J′の符号 と大 きさの顔合せに より ,い くつかの pattern を見

出 したが ,特をこJ<0,5′>0の場合かこは零点 は二重 円になる事を示 した0

本論文においては ,第 1近接相互作用を有す る spinタ右の 1次元 ‡sing模型

と ,最近接相互作用を持つ higher畠pin(spi'n1;S由in%)の 1次元 Ising

模型の複素麓場平面の零点の軌跡 を explicitをこ求め ることが出来たので ,こ

れ を報告する｡ これ等､の系は ,いずれ も相転移は示さないが前者は 4×6につ

いて得 られた臨界点以上におけ る数値実験の結果 を よく説明するo
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§2.第 2近接相互作用を有するiSrPin%の 1次元 Ising模型

Nextnea.restneigh bor interactionを持 った spinjiの1次元Ising

模型を考 える (図 1) ～

Jを最近捧相互作用 ,J′を

第-2近接相互搾用 とすると

この系 のHamiltonianは

J′ J′ J′

J′

図 1

LH - -2I:>=siSi'1- 2J′∑siSi+2Tgfl甲H∑si (1)

と書ける占麓場のない場合のこの系 の性質はH-0の場合Montrol17)に よっ

て状態和 が ,又 Stephenson らに よって相関函数 が論 じられてい る0位場 の

あ る場合 の分配函数は transtermatrixを用いて表現出来 るが今の場合 4

×4のマ トリックス となる
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ここで K- ‰ , K′-JkkT C-IgpBkT である｡

このmatrixの固有方程式は

二 1̀

詔Lle血 ′(ec+ e-C) ス 5十 e 2K′(e2K-e-2K) 1 2 0

十 eトA'hK')(eZKLe-2KJ)(ec+e-C)A-(e2K'1-2耳')2己 0 (3)
./

とな り ,物理量はこの巌有方程式か ら得 られる最大薗有償から求め る事が出来

る｡′phase t-ransit主onが存在するとすれば ;ある骸場の所で最大固有値が

入れかわ る事になる04)1次元系では有限温度では phase tra'nsit-ionがな

い事がわか っているが ,磁場を complexに拡張す る事に よって最大固有値が
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交叉する所が現われるO この場所 がとりもなおきず零点が存在する場所になる｡,

今特別の場合 として ,K′≫0の時を考 えよ うO そ うすると e･一定′の項 が省

略 で きて(3)式は

(i- esd'C)(L ead-C)(L e｣監+K')(i+e-糾 17i')- 0 ･･--･- (4)

と因数分解できる.毘> 0の場合 (Ferroの場合) e2C- Z とする と ,最大

固有値は tz匡 1で入れかわるoK< 0の場合 (Antiferr｡の場合) 局 -

- e4Kと Iz匡 e~4Kで最大固有値が入れかわるo これは Nextnearest ne-

i･ghbonr interactionを持つ 1次元 Ising模型において J>0 ,J′> 0

なら零点 の軌跡は単位円に な り , J< 0,5′> 0 な ら二重 円に なるとい う事

を表 わ しているo この ことに対す る近似的証明は既に ref.5)で与えておいたが,

ここでは transfer行列の立場からこれを見直 した のである｡ もちろん(4)式が

厳密 に成 り立つのは絶対零度 の時だけで ,有限温慶 の場 合は(3)を解 く必要 があ

るo(3)の 4つの固有値の うち2つが等 しくなった場 合の スのみたす式を求め る

ことも出来 るが ,そ うして得た式も ,iの4次方程式であ り係数 が複雑で ,-かつ

その 4つの板の中か ら最大固有値 と第 2固有値 が等 しいもの を選び出す とい う

ことを行 なわなければならないので ,ここでは直接(3)を複素藤場に対 して数値

計算する方法 に よった｡ 既2,図 5は ,それを表 わ してい るo医王中 ( )の

中の数字は左か らそれぞ れK ,K′の値で ,正の場 合が ferro,負の場合が

antiferroに.対応 しているo 図 2の上半面では どちらも ferro的相互作用を

している時で ,これは Lee-Yang の定理か ら明 らか なように ･軌跡は単位 円

にな っているO右上にい くほ ど温度が低い とい う事虹対応 しているが ,だ んだ

んと円の口が閉 じて来て軌跡の端は正の実軸に近ず くことがわか るo これは 1

次元 Ising模型では絶対零度において置場 0の所で phlaSe tranSitio'n が

あ る尊 を示しているO図 2の下半面 では nearestneighbonr intera･ction

が ferro,nextnearestneighbour interactionが antiferroの場合

である.す ぐわか るよ うに絶対零慶 で琵- 0な らば spinは J>2IJ′lの場 合

+++++++十十の ように並び , J< 2日 ′lの場合 十十一一++一一 (super ant卜

ferro)の ように並ぶのが安定であるO この場 合の零点の軌跡は単位円の一戟
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が必ず存在 し ,その他に枚が 出てい るo そ して ferro(K) の相互作 用を強 く

する と単位円の部分 が増 してい き ,枚の右端 が右半面 に届 くよ うに なるO 更に

十分温慶 を低 くす れば枚の右端は Zの正の実軸に近ずいて くるo これは ferro

-superantiferroの transitionの critiGal fieldに対応するO又an-

tiferro の相互作用 を強 くする と ,枚の部 分の傾斜 が水平 に近ず き ,枚の出

ほ じる位置 も負の実軸 に近ずい くo

図＼､5は nearestneighbour inte.ractionが負 (antiferro)の場 合で

あるO上半面は nextnearestneighbourinteractionが正 目 erro)

の場 合で ,この相互作用は絶対 等 慶で antiferroを非 常に安定化す る相互作

用 とな っているo I_の場 合零点 はKJ- 0 の時 には負の実軸に分布 してい るが

K′>0に してい くと枝が出て来 て ,それが近似的二重 円 となるo半径は前 に

述 べた よ うかこ低温では ｡4笈,e~4K である｡ この二重 円の口は 開いてい るが ,

2次元 ,5次元で T<TNの場合 ,口が閉 じて ,正の実軸の切 口が critical

field を与 える｡

図 5の下半面は ,どち らの intera.ction も負 (antiferro)の場合で あ

るが零点は ,負の実軸だけにある場合 と枝分 かれ した場 合 とが見 られ るo 上車

面 ,下半面 に共通 してい る事は ,いず れの場 合に も負の実軸の親分 が存在 す る

とい う事であ るo J,J′の比 を一定 に して更に温 度を下げ た場合 ,枚 が右半

面 にのびて ,その端が正の実軸に近ず くと思 われ るが確かめ るに至 らなか った｡

§5.HigherSpinを もつ1次元 Ising模型

Higher spinを もつ Ising模型 の状態和の零点の分布は,蘭 碗性 の場合単

位円に のる車は ,Asano･?),suzukilO),driffithsll)に よ り示されている.

反強敢性 の場合には ,Kawabata& suzuki12)に よって有限個 (4×4等)の

spinにつ いて調 べ られてい るが ,曲線 としての軌跡の形は明 らかで ない｡ な

お 1次 元 に お け る これ らの 系 の熟 力学 的 性 質 は Katsura Tsujiyama,

S朋 uki15),14)に よって与 え られて い るの で以下零 点の分 布 を考 え るo

ス ピ ン 1の場合 transfer matrixは
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で与 え られ15)固有方程式は

15-‡eK(eC+e~う+lil2+‡(e瓦1日 eC+e-C)+(e2K-e~2K))i

-e-2K(e生 1)5(e瓦+1)- 0 (6)

となるo

零点の軌跡 を求めるには ,滑 をC｡mplex とみ な して ,このマ十 リック

ス の最大固有値 の絶対値が交叉する所 をさが せば よいo絶対高温においては ,

状態和は

(ec+1+√C)Ⅳ
(7)

と書 くことが出来 るoしたがって spin lでは絶対高温においては ,零点は単位

円の 6-%だ,%7Tの点に収束する事 がわか るO そ して ferro の相互作 用で

温 度を低 くすると ,そ こか ら単位円に沿 っての び ,antiferroの相互作 用の

時 には単位 円の近傍ではそれに直角 にのびてい く事がわか る (寓 4). 掲げ て

あ る数字は 姑 の値で あるo

同様,/こして spin%の場%14)transfermatrixは ＼

e9K+5L, eS瓦+2L, e-3毘+L, e-9瓦

e5五十2㌧ e五十L , e-K , e-3五一L

e-3瓦+L, e一足 , eK-L , e5瓦-2L

e-9亙 , e-3五一L, e5五-2L, e9監-5L
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1次元 Ising模型の状緩和の零点分布

となるo こて でL-g肇kTであるO図 5は この系の状態和の零点 であ'･る. 絶対

高温において零点は単年円上の eヒ 巧/2,打 ,5打/2の 5つ の部分 に収束す

るO -舷に spinの大 きさがnで あれば ,絶対高温では ,Z2n+1= 1で Z= 1

を除いた点に収束 し ferroの相互作再では単位 円に沿 って ･antif.erro め

相互作用では ,それに直角をとのびる事が認 められ る.

/§4.結 論

以上 ,S==%で第 2近接相互作 用を有する場合 ,及びHigh erspi-nの場合

の 1次元 Ising模塾の零点 の軌跡を explicit に求 めた結果について報告 し

たo前者においてほ ,-軌跡は J>0I,I/>0では単位 円の一部 ,J<0,

J′>0 では 2重 円の一部 とこ､れをつなぐ倉の実線の一部 ,J> 0,J′<0

では単位円の-一部 と両端から出る硬 十,J<0,J'<0 では負の実軸 の一 部

と両端か ら出た枚か ら成立 っているO この結果は 4×16の 2次元 互sing模型d

数値実験 の結果 の T>Tcのrpatternを よく説明するo Higher sbinの系
27r

2S+1･吊 --1の 2S個 の点庭 あるが ,Tが有限で
においてはT去-で e=-- -

ferroの時 は円席上にのび ,antiferroめ時は ,半 径方向にのびて L:､く軌跡

であることが認 められた ｡

ここでは 2×-の系につ いての結果は述べ なかったが ,'2×- ,5×品 ,4

×-･･･等の系につ いての結果 を外挿する婁に より ,-×-の結果 につ い▲ての知

織 が得 られ るO これにつ いては稀を改めて述べたいo

童をお くにあた り ,猪苗代 助教授 i小 口武彦教 授 ･,阿部芳 彦氏の討論8･TL,感謝

す るo
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