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§㌦1. はじめに

E･押 son糾 う-封 ochasticMechanics(1)について考察を進めできたが(,2)

こと定常状態に覆るとNelsonの解釈はいけなh o 例えば,水素原子の問題に

っいて彼のいうところは次の通 り(05) m- e2-や- 1のク｢ ､ロン単位で,そ
の基底状態は波動関数 や- ,T~y2 e_I,p 卜 r)で与え ら れ,量子力学では系の状

態の完全を記述を与える｡確率論的力学では電子がマルコフ過程

dx(t)-■-ix(t)/ lx(t)日dt+dw(t) (N)

を査すこととなり,ここにW(t)は拡散係数y2のウィーナー過程である｡ (中

略)その電子は極めて複雑夜無秩序の トラジェク ト1)-をえがいて,局所的に

はウィーナー過程のそれのように運動し,時間の向きにはかかわ りな く原点に

向ってい くと辛 うー定の傾向を示すことになるo この場合,=通常の拡散 と驚 く

べき類似性がある｡ (以下略)

当然,定常状態のとらえ方,及び固有値問題の処方隻が問題と怒ら牽ければ

覆らぬO

- ミル ト-アン

盆-32/2m+U(蛋),

〔芸,言〕- ,--'7ip

に対する波動方程式

絶 叫 /∂t-会す

&
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竹山尚賢

サ-py2exp(iS/射

- exp(R/五)exp(iS/忠)

とお､いて非線型連立偏微分方程式

(5■)

∂S/∂tニーp2/2m一日+LP2/2m+ 拍 /2m)divL.i,. (4.a)

∂R/∂t-一日/m)(-pJ･3)-(A/2m)div言 (4.b)

がえ られ,これらの両辺の gradを･とったものが Nelsonの Stochastic~Me-

cbanicsの基礎式である｡ただし

言…▽S;誘-▽R- (71/2)▽enp (5)

である｡

既に示したように定常状態を次の2条件で特徴づける｡ 日 SニーEt+

const･, ii)▽S-冒- O ｡ これらにより (4ba)のみが次の形で残される｡

2mE = 2mU - LP2 - 71div誘

S e

(6)

ここで S ch rAdinger の 定常波動関数少 をLjD?-も▽ Cn 側 により導入

すると,(6)は

金や - Eや (6,)

に他怒らないことが容易に確かめられる. ところで (a)が単に (占′)の書 き

かえに終るのであれば全 くつま ら貴い｡ それどころか対数による余計を発散を

もちこ′むだけ有害でさえある｡ そこで ･(6′)が解けるとか解け夜Vlとかという

ことを考えてみると E の既約夜整式 f(E)に対する分解体

(E-El)(E-E2) -･･･ (E-En)=ロ

あるレ)は 8- 2mE につレヽての

(81-- 1)(- e2) ∴ (- n)- 0

(7)

く7′)

が求まることである｡ (6′)の2階偏微分方程式の固有値問題を f(Eore)
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固有値問窺QT._おける因数分解法の必要十分条件

-Oの代数方程式の根 (El,E2,-･･･,En)の全体を求める問題にしておいて

(6)が (7′)の形に夜る必要十分条件を示そ うというのがここでの問題である)

1950年代の大家達 Morse,Rosen,TeHer,Paschelらは解析関数に

よる驚 くべ きポテンシャルを考案し,誠に実勢に固有値問題 (占′)ととりくん

でいる｡結局は解が求まるようにポテンシャ}L,を手加涯したのかどうか,私に

は判ら桑いが,とにか く念入 りに解析的に解りていろこ.とは確かであるo(6)

杏(6')にす りかえると,かって行列力学の時代 牧超越代数祖を駆使して代数

的に解いたのとは違って全 く吹初等代数 姐によめ解けること,r_れが (6)の価

値といっても過言では貴いo

§2.-問題の提起

いま定常状態 jに対する (占)は次式o

ei- 2mU一宮- h･divL･aj ,
q

LJDj〒'摘/2)▽en pj
<

d ･- 2m閏-Ci+ 6･.i∫

一･p̂2+ LJa2 + も div LPj+ ejj

(8)

(9)

(状態 jに対する-i}レト-アンと呼ぶことにする)を考えると,交換関係

〔:D,還j〕ニ ー 王も div31にさえ注意すれば (9)は次のように表わせるo

LU･- (宗一卑 (昌･i還ih e･J ㌔ ､⊥一 一.1'､▲ ~.1 J

- p･#pi+eiJ

ただし, (既報の fdはLPBに,Hは Pに記号を変更させて頂きます)

pi- 3+巧 ;pi栄 - 3- i方J

である｡

ここで基底状態 j-1に対して

L･y- Lu .- Pl栄pl+ 6,

- 7 8 2 -

(10)

( 1日

米)
(12qa)
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/が求まったとして

(N -e)管 - 0

の固有値問題を考える｡

これが演算子 (ll)により

鰭 ?,･#,,im p,,･q- n (8-ej-,≧ O

n

j-1

(.12･b)

(15)

の形の分解体と奇る為の必要十分条件は次の漸化式が成立することである｡

Lu j+. - P芋+.pi十十 ㌦十.

-piPj# + ej

固有値の全体は (15)の最小分解体腔より二求まる｡

(14)

塞) こうかくと,では(12｡a)をどうかくのかという問いがすぐ出そうであるが,それは量子

力学的-ミルト-アンをにらんで,未定係数を含む未定関数ダ(q̂)によか仮bの
< <

p,-p+柑(q̂),事.栄 -p-ig(q")
をつくb

<

2mH= p̂2 + 2mU(音)

- 声.米亭1+ 81 i

を此軟する｡これは

2mU(q̂)-92(音)十も divg(q̂)+8.
であるが.結局ポテンシャル(×2m)と等しくをるように未定関数を定めることと夜b (未

定係数まで含めて)･定数項が和e)形で出てくるが,それが81-2甲El:t釣b合い最低エネ
ルギー固有値を与える｡すをわち,

<
92+もd-iv-伊上-h(q)+ ki
h(q̂)≡ 2mU(音),

と夜ってh(q̂)が離 b･はね出され場 数項kがk+61-日,81-- kによ恒 1を与
●

えるo未定係数を含む未定関数といってもポテンシャルが初等解析関数 (及びその和)である

限b･初等関数でことた摘 o正しい h(q̂)を与える関数go(̂q)が定まると･これによb

正しい P1及びPl栄が定まるo
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固有値問題における因数分解法の必要十分条件

この方式の固有値問題の解法は H.S.Greenが小冊子にまとめている朝田数

分解法 始であb普 それによるとE.Schradi｡ger(Proc.Roy.IrishAc-

ad.A 46,9(1940);47,55(1941))の創意による由｡不幸にも私は原

報をみるてだてが食い｡ ど夜たか御教え下さるか,ー文献のありかを御知 らせ下

さるとありがた'vJ,〇 このようなわけで (14)が必要十分であることが確立され

ているかどうか,知 りません｡ Green はテクニックとして駆使しているよ

うで.変形のいわれの詳細,使用する条件の吟味も明らかではありません｡し

かし問題が問題ですから少々考えてみること托しますO

§5. 必要十分条件であること

漸化式 (14)が (15)の左辺から右辺に移るために必要であることは,氏

軟的容易にわかるo まず,(14)の右からPjを作用して,

〟 j+1Pi-Pi(Pi米p･- i)J

=P. H
J J i

(15)

の関係がえられる._これを漸化式として活用するo (15)の左辺は j- n把対

する (10)によって

夢 n嘉与 栄p 米 P i
j-1 ∫ n ･nj′-n-1Pj′管

1
-露 pj栄(H n-En)i,-Hn-1Pj,管j-1

1

-･# nL2p.栄 ㌔竺.(Hn-en)pn-.j′町 2･,Pj/管
JI

j-1 J

と浸る｡(15)で j-n-1とおいてえられる関係

dn㌔1 -㌔ _.H n-1

I.･':=T>り,

･A)-当 室:pj#pnf;pnJ Hn- . - En)-

-784-
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× J′空n_2Tj′留

次に (15)で j- n-2 ととって uUn-1Pn_2=Pn_2Hn-2 把より)県次

添字 jが下blなが ら入れ換えが進み.最後に

1

･A,-鰭 pj栄j′=nn_.Pj,'u 1-en柏

となるが, (12･a&b)把より.くくり出されて

(A)= (W 束 nL1p.寮 H
1

j-1 ∫ j′-n-1Pj′朝 ( - n)

全 く同様にして
1

･A,- (轡 菅 pj米 ,･,=Hn_,Pj′射 (8Ten-1,

× (6-en)

∩

- H(8- i)j-1
となり, (15)の右辺と怒る｡

十分条件であることを示すのは少しばか り厄介であるが, (15)の右辺から

出発して左辺に至るのに漸化式 (14)のみが働 くことを示せばよいであろう｡

n

H (- p - 博 釆(uu 巧 )Fy i× A ( - i)
j-1 j- 2

ここで (12･a)把より･ d - N1-Pl米pl+81であったから･これを使

って

n

〟 (H j)エ
i-那

P

n
拍米･pl米pl･･qF) H(8-Ej)j-2

n

- 押 米pl栄pl(d l- 2)射 H (- j)
j-5

:主n

- 押 米pl米pl(pl米･pl+ e1- 6 2 ) 射 × ～‖ C- Si )j-5

- 785-
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固有値問題における因数分解法の必要十分条件

i ) の中で

pl氷pl(Pl*pl+81-ぞ2)

- pl米(pIPl米+ 81-C2)Pl

と並べかえて.(14)で j-1とおいた,関係

P - PL;米p2+82-PIPj栄+6,2

を使って (B)は,次申よう､になるo

n
(ら)- (W坤1釆p2坤2Pl㊥)n匡 eJ･)Ii-5

全 く同様にして (14)で j-2,5,-,(n-2)のように贋次とって,荏
って漸化式 日4)を (n-2)回反覆使用して,次式が成立するであろうO

(B ) = (W 米 nL与 .栄
J-1 ∫

1

j′-Hn-1 Pj′W ) ( 6 -en)

次の (n-1)回目に際しての経過を示せば,一応帰納法の論理 により (15)

の左辺か ら右辺に帰納す る'とみなされる｡ このとき (14)のみの反覆使用を確

認すれば,これが十分条件であることの轟明と覆る｡

そこで (A)杏 (12･a&b)により

･B)-留 米 冨 pj栄惹 .pj′Pl十 町 Cn)管

管米 ni1
j-1
p.米 孟
j j′-n-1Pj′Pl(Pl栄pl十81-8n沌

- 管 瑠 pj米 j′=Ln_,pj,P2(PIPl米+U en,Pl常

(14)で j-1とした熊係

pIPl米+81-tK 2-P2米p2+ p､'2

-786-
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を便って上式に続いて

･B,･-留米封 米 3,=Anj ,,p2､(P2栄p2･82-8n'Pl管

-W米 :H:;p,米 j,gn_.Pj′P5(P2P2.#･6了 en'P2Pl留

1

-骨相 pj#pn-.(Pn-# 1Pn-1+enr En)j′_mH-2Pj,管j-1

-管楽7g,p,栄(㌔-.pnTl･En-,- n,j′=Hn_1Pj′-Q

l

1

-轡米nLlpj米 (pn米pn)i,-Hn-1Pj′Wj-1

- 日5)の左辺

ここ把,

pn_.pnf.+en_.-en-Pn*pn

は (14)で j-m-1とお､いてえられる関係に他売らず,結局 (14)紘 (12

･a&b)の固有値問題が (15)となり分解体を夜す為に十分な条件であること

をみた｡

以上により,(6′)に代 ゎ,(6)をとることにより固有値問鑑 (12･a&b)

が設定され,これが解ける為の必要十分条件として漸化式 (14)が機能するこ

とを確かめることができた｡ (ただし解法の一意性を主張しているのではない｡)

§4.考 察

量子化の問題に関連して- ミル トニアンの昇位 (定常状態間の飛躍あるいは

遷移ではな く,自然な移行あるいはふ くらみ)紘

〟j+1-PiPi米 - i

-787-



固有値問題における因数分解法の必要十分条件

= P i栄p.+ 8.+p.p .栄 - p.米p.
1 ] I ] J

- Lyj+〔Pi,PJ･米〕

であるから

〔pi,Pi米〕--2も(▽･誘i)

--も2△enpj

が与えている｡

いせ

<

d - 2m壬壬- p̂2 +2mU(蛋)

3 J

日6)

(17)

(18)

に対して

L.a,- f湖 十 g.(a)
-i

∧
とおいて Pl- p･+iLP41によわ

p.栄p1-合2十鋸 ▽f.(蛋)十▽5.(斜)

･+2 fl(q̂ )･ 91(q̂)+ f 12(q̂ ) + 5 1 2(q̂),1

p.p,栄-さp̂2-7ii▽ f.(ち)+∇gl(紬

+2 f .(蛋)･5.(蛋)+ f 12(q̂) +5.2(q̂),

〔p,,pl米〕--2もi▽ f,+▽ 5,)

と具体化しておいて

p - P -Pl米 pl+811

- p̂2+-Bi▽fl+▽51)+2f191+f12+512+81

-788-
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- ;2+ 2mU

を調べる｡例えば水素様庶子の場合

2mU-2(C+1)b2/r2-2mZe2/r

であるか ら

fl(q̂)-al;91(̂q)-bl/r

( al,bl ともに未定係数 )

(18･5)

(18･6)

(18･7)

ととり,従って(18･5)で▽f1-0,▽ 91--bl/r2,2f炉.-2albl̂ ,

f12-a12,g12-bl/rとなるから

5.2+il▽ 51- bl(b1-71)/r2

= C(e+1)も2/r2,

2flg1- 2albl/r--2mZe2/r

(18･8)

の2式か ら, (18･4),〔p∴ pl米〕- 拍 b./r2,を正とならしめるように

al,bl を定めて

a1--mZe2/(e+日 も,

bl-(e+1)も

とな る｡ (18･5)から

2

f12- a1 - - 81

=m2Z2e4/(e+1)2も2

でなければ浸らないこととをる｡

また (1占)から

LU - p̂2+2mU+2も2(2+1)/,22

-789-
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尚有値問題における因数分解法の必要十分条件

- p̂2+(e十 日 (e+2)も2/r2- 2mZe2/r (18･11)

が定常状態2把対する- いレト-アンと在り,Lu l と同形であるか ら,一般化

して

I ÷
♂j-aj一 bi/r

ととり,

aj- - mZe2/(C+日 も ,

b･- (2+j)忠 ,J

8.- - a.2
j j

の関係がひき出せる｡

固有関数決定の5段階

1stStep: 定常状態 jに対し

^ .

P･-p+iLJDi ,J

LPi- fj命 +gj(q̂)

が定まった場合,(17)か ら

〔pj,Pi栄〕-- 2も2△ cn町
-- 2机 ▽}5(q̂)+▽gj(hq)i

であるから

△ en卑 -五 1(▽ fi+∇ ダi)

(18･12)

(19)

この右辺は固有値を求めて定まってお D,例えば永素原子の場合,▽ fjエロ,

▽ gj--bj/r2-- (C･j)ち/r2であら･△cn町 ニ ー (-2･'j')-/r2

により･積分定数 kl,k2 を含んで

当-klr(C+i)exb(k,r)
ニ790-
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と求まるo

2ndStep:

tpi-も▽en 町 - fJ(蛋)+ gi(a)
EEコ

(20)

により,積分定数は 1コと浸るO水素原子の場合,k2--mZze2/(れ j)h2
と定ま り･kl のみが未定のままに残されるo

SrdStep:

(H .- i )少j- P･米pj少j-0J J'∫J ∫
(21)

を潤す形に決定するO

水素原子の場合, r(e+jト 1の部分が rCと (j-1)次の一般化ラグール多.ノ

項式との積の形に定まるo ただし,r(e+jト 1 の r-1は動経 rに 関す る運
動量演算子が p̂ニー iも(▽ + r-1)であることによ畠もので.; め -O の
解 ¢- const･/r を補をうことから生じる｡

また 1st Step は-ミル トニアンに昇位を与える因子と固有関数 Bの関係

を明確にする意味がある｡

一見厄介そ うにみえるが,この方法の好例題として Teller- Paschelポテ

ンシャル(5』場合を考察しよう｡

i)2mU(Ⅹ)-b262ia(a-1)cosec2応Ⅹ+β(P-1~)sec26嘉‡

(α,β> 1)o
ノ＼ -ー

hま p-p+iLPにおいて
==
LP= f(Ⅹ)+9(Ⅹ),

f(Ⅹ)-acotにⅩ ; 5(Ⅹ)- btanぷⅩ

(22)

(22･1)

ととるo▽ fニーKaCOSeC2&Ⅹ ,▽ 9 - 6bsec2㍍Ⅹ 把留意するb

p半p- 62- も KaCOSeC2だⅩ+

加 bsec RX +a2cot2GX+b2tan2GX + 2ab
2
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固有値問題における菌数分解法の必要十分条件

- p̂2+a(a-hK)cosec2RX +ら(b+如 )sec2_KX- (a-b)2,
(22･2)

〔p,p*〕- 2-8石 acosec2EX- bsec2kX)

< 2

H … P米p + 60- uu -p + 2mU(Ⅹ),0

ととり, (22)と (22e2)との比軟か ら未定係数 a,bを定めて

a- もぶα; b主=L一五 応β

(22･5)

(22･4)

(22.5)

が求まるo (2214)で最低土ネルギー準位を eoとし,uuo と添字 0を用いた
理由は状態を区別する¶量子数 ももが (･22-5)に硯われず , (2212,4&5)か

ら

80-+(a-b)2

= 屯2応2(α+♂)2 (22bd)

と求まる固有エネルギーにも亦,Q量子数 叫が登場しなしハ零点振動の状態であ

るからである O -Uo か ら昇位させてい く (22-5)は (22:5)を用いて 次式

となる｡

〔p,p栄〕- 27i2応2(coseC2だⅩ+sec2HX)

そこで

uul- Luo + 2も262(-cosec2KX+sec2KX)

-pl#pl+el

^ .

と査ろような Pl=p十 iplを求めると,
-->y-

LP1- alcotKX + bltanEX

とお･レ1て

a1- もx(a+1) I bl= - もE(β+日

と夜り,

61- (al- bl)2- も2K2(a+-♂+2)2

となる｡一般化は容易で

-792-
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an=如 (α+n);bn--如 (♂+n),

en-も2x2 (α+β 十 2n)2

であるo ただし,n-0,1,2, である｡

iD 2mU(Ⅹ)- 満262日 (〟-1)cosech2NX

- jL(〟十日 sech2K女‡

(y>1, LL>0)｡ Ⅹばポテンシャル極′J＼位か らの変位とする｡

この場合も 日 が双曲線関数に食っただけの遠いであるから

(22･7)

(25)

< -

P -P+ L'LPnn

にお､いて

→

･L･Z)n-anCOth〟Ⅹ + bntanhぷⅩ

ととり,未定係数 an,bnをn-0,1,2,- の定常状態について定めるこ
とは容易で

an- もE(y十m),

bn- 満R(-P+n),

となり,これらにより

En - - (an+bn)2

= - も2ぷ2(リー〟+2n)2

と求まる｡

§5. 結 び

以上,要約す ると量子化の起源は

〔3,3J〕
=≡コ

- - iもdivLβ.
J

- i(-h2/2)△ Cnp.
j
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固有値問質における因数分解法の必要十分条件

にあるが,苗とLP.の結合複素演算子
⊆E

j

< .ー
P.-p+ iLP.
j ▲ j

とその複素共役量 Pj栄による交換関係

〔pi,Pi米〕ニーb2△enpi

が定常状態 jか ら (j+1)へ- ミル トニアンを昇位させ, (ポテンシ′ヤルを

ふ くらましてLrlく)量子化が行なわれるOと同時に

-Ui..- Lui+ 〔PJ,ギ 〕

-piPi# + Ei

と任意の jに対す る

LU.=P,栄p.･+ E.
F J j j

とが,本来,代数的に閉じていて-次式の積に因数分解されるべき匝有値問題

が,実際そ うなる為の必要十分条件を形成す る｡

この代数化された体系控,Stochastic Mechanics の定常状態に対する理

論体系とみたときに,相互連関性が明らかと覆 り,単をる解法技術をこえる意

義があろ うO
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