
規則正 しい構造をもった分子系のHMO理論における固有値問題
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(9月 27日受理 )

1. HMO法にお ける固有値問題

LCAO法 におけるMOは

Qj-2raj,r¢γ

と近似 され るQ原 子 Tの AO ¢γの係数 aj,γ は最 も素朴 な HMO理論 では

(aj,r-1+aj,r+ 1)β-LaJ･,,(α- E)-0

(1)

(2)

の形 の線型 2階 の同次差 分方程式 を満 す よ うに,分子 の構造 か らくる適 当な境

界条 件の もとで定 められ るo αはクー ロン積 分, βは共鳴積分 であ り,以 下 の

議論 に強 い制 限 を課す ことにはな らない ので重 な り積分 は無視す るこ とにす る｡

かつて Jafft,Rebane,あるいは Plattの グループがいろい ろの角度 か ら扱 って

みせ た ように, HMOの係数 と FEMのW Fとの間に驚 くべ き関係

aj,T - Wj(γ)
(3)

が あ り, ある意味 では tt集 団運 動 IIの存在 を示唆 す るもの といえないこ とはな

いo FJ(r)は FEMの FWであ り,一般 には

gri(r) -elP)γ

と くに偶数 コの原子か らな る系 では

vj(γ)-AJcosγjLj+BjsinTPJ･

(4･a)

(4･b)

略号 のま とめ :HMO-HGckelMolec可arOrbital,LCAO-LinearCombination

ofAtomicOrbitals,WF-Wavefunction,FEM--FreeElectronModel.
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の形 を とる｡

数 学的 には ;2)が線型差 分方程式 であるこ とに(31の関係 が成立 す る原 因 が ある

の であ るが, この点 を少 し考 えてみ たい と思 う｡

い うまで もな くtJ2)は一 つ の固有値 問題 を形成 してい るの で あ り, モデ ル分子

と して線状 等核 n原 子分子 (結 合 は均 等化 され てい るもの とす る )の場合 , (2)

にお いて境 界 条 件

aj,o= aj,a-1= 0, (5)

の 下 で, r-1,2,3,.･････,n に対 Lて解 くこ とが問題 とな る.た ゞL, j-1,

2,-･.･･,nは 1次独立な nコのMOを与 える｡

い ま系 の任 意 の原子 γに関 す るHMOl電 子 - ミル トニ ア ンと して

hr- α1r⊥ βBr (6)

を考 え よ うolrは＼Tに対 して 1とな る恒 等 演算 子,Bγは γと (r-1)及 び

(r+1)の隣 接原子 とを "結 合 nさせ る演 算 子 であ るO差 分 方程式 (2)を解 くこ

とは (6)に対 す る固有値問題

hγVj(γ)- EjWJ.(γ)

と同等 であ り,結 局 は

BTVj(γ)- bjVJ･(γ)

の固 有値 bjを求 め る こと と同等 にな り,

C･j - α+bJ･P

が求 め られ る｡と ころで 18)の左辺 には

(7)

(8)

･9さ

BTWj(γ)-Fj(γ-1)←Vj(γ+1)

となす演算 子 Br が必要 であ り, 原子 の位置 の前後に ず らす演算 子 に他 な らな

い｡任 意 の位 置 のず れ を ∂とす る とき,一般 に
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g (xr+8)- e∂▽W (xγ)

- (GOSi∂▽-iS血i∂▽ )W (xγ)

とい う並進演算 子 の関係 に注 意す ると特 に FEMの場合

W (xr+8)-oos(k∂)W(xr)

一 k-ism(k8)‡▽W(a)ix= x,

とな り,次式 が成立 す る｡

V (xr+♂)十g(xγ-8)-2oos(k6)V(xγ)

境界条件 (5)の

V(xo)-F(o)-0

か ら, W(x)-Nsinkx,(Nは規格化 定数 )を と り,

sinkxn+1-Sink(n千 l)- 0

を満 す よ うに kを定 め るo

k-jZC///('い 1)≡ kj :(j-1,2,---,a)

い ま改 めて

Wj(T)-NjSinkjr

を導 入 す ると

zrn- 1gJ?(r)-1- ( n → 1)NJ?/ 2

か ら

Nj-(2/a+1)t2･

BT-e-VT+e+VT ; VT-∂/∂γ
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で あるか ら(ll)に よ り

BrFj(㍗)-2ooskjWj(r)?

従 って(7)が解 けて, よ く知 られ てい る

ej-a+2j90OS(j7E/a +1) (14)

が求 まる｡ .

環状分子の場合 も線型 2階同次差分方程式 (2)は変 らず,境 界条件が環形成条

秤

aj,T= aj,T+a

に変 る｡ FEMと しては平面 自由回転子 のW F

Fj(e)-(2方)-ケ2'exp(ijO),

ノ-0, ± 1,±2,-･-

をとればよ く,極角 βに よ り原子 の位置 rを

0γ- (27E/,a)T

と指定することに し,

VJ･(OT)-Vj(r)

と考 えれば線状 分子 の場合 と同様 に解 け る｡

ej-a+2βGOS(27rj/a )

M O Jに対す る規格化 された FEMW Fは (AOの係数 でもあるが )

Fj(γ)-a- % exp(2方ijr/a)

とな り, nが偶数 の場合

1-0,±1,±2, ,± (a/2-1), a/2

2重縮退
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j-0,±1,±2,-･････,±(a- 1)/2

nが奇数 の場合

2重縮退

の MOが生ず る｡

この段階 では分子 の構造 を線状 で あれ,環状 であれ,

γ- 1 γ γ+1

(18･b)

(fig･1)
α β α β α

の よ うに とらえているわけで, よ く知 られ てい るように n- -の極 限 で最長波

長吸収帯 に対応 す る電子 の遷移 エネルギーは消失す る｡ た ゞL, a -偶数 -緑

電子数 とす る｡

2･ 適 用 の 例.題

さらに複雑 な場合 に上述 の固有値問題 の解法 が どの程度有効 であるかについ

て考 えてみたい｡

2y11 2 LJ 2L/+1 2y+2

(fig･2)
α β α ′ β′ α β α′

に示すよ うな場合,○原子 に奇数番 号 を,○原子 に偶数番 号 を割当 て るこ とに

し,図のよ うに HMOクー.ロン積分及 び共鳴積分 を与 える もの とす る｡

まず 2〝の● に着 目 して

(a ′l+Pe-▽+β′e+▽) W(2y)-EV(2y) (19･a)

が え られ,次 に (2y+1)の○に着 目して

(αI+β′e-▽十 βe+ ▽ )F(2y+1)-EF(2y+1) (19･b)

が えられ る｡

この連立方程式 は,行列式

(a,- E ) (Pe-V+ p,e+V)

(p,e-▽+βe+▽) (α- E)
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に よ り一 つ の対 称的 な形 の演算 子 とな り,

､iβ ニー-3'21 (- α)(E-α′))1

-ββ′(e-2▽ェ e+ 2▽)〕W(2レユ1) - 0

あ るいは

((β2ェp'2)1+ 卵 ′ ( e~VT+ eーVr)fv(r)

- (6-α)(8-a ′ ) F(γ) ≡1g(γ)

(20)

(21)

の形 の単一 の固有値方程式に変形 され,すでに とり扱 った もの と同形 で あ り,

FEMW Fによ り解 ける｡た ゞし,

W(2y+1)- F(r)

i - (81 α)(6 -α′)

で あ り,

(21･a)

(21･b )

で あ り,最終的 には Eに関す る 2次方程式 の根 に よ り各 MOは対になって準位

が求 まる｡

この方法 を 3,4,･･-- 種 の原子か らなる分子 に拡張す る ことは容易 で,最終

的 には,それ ぞれ, Eに関す る 3,4,-.-･次方程式 の根 を求 めることに帰着す

る｡

い ま 2種 の原子 が交互に並 んだ鎖長無 限大 の一次元分子 の場合 を考 える｡部

分構造 は fig･2の よ うに とるが ,. 隣接す る 2結合長 だ言の並進 に関す る対称性

が無限に続 くか ら

W(r)= eikγ (22)

ととり, 机ま -7E< k≦ 7rrT)区間 で殆 ん と連続 的 に変 るパ ラメー ター とす る｡

固有値 問題 は. t21,)にお け る
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(e-Vr + e⊥VT )V(T)-2ooskg･(r)

のみ で,

} - β2⊥β′2-2ββ′oosk

と求 まり, (21･b)tこよ り

E±(k)- ± (
α← α′ .(α-α′)2

2 t 4

(調

伽

十β2-β′2+2βP 'ooskI% 但5)

がえ られ る｡ kの存在 によ り eT,6-はバ ン ドを形成 し,バ ン ド･キャ ップは

Ae- è (-冗)-e~ (←打)-i(α-a′)2ユ4(p-j9')2)% e6)

従 って, α≠α′,β≠jg′の両方 も しくは片 方 が満 され る と AE≠0 となる

(alternation)0

次図 (fig･3)のよ うに同種原子 よ りな る線状分子 の中央 に-テ ロ原子 が割込

んでいる場合 を考 える｡

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3
一 〇 〇 (fig･3)
α β α β･α β｡α｡ β｡α β α β α

図か ら明 らか なよ うに r - 0の点に関す る反転 の対称性 の為 に, lrl≧1

に対 して

F (-㍗)-一g (⊥r), (反対称状 態 )

g'(-γ)ニ ューW (-γ), (対 称 状 態 )

の 2状態 に分類 させ る｡

まず 亘 妻≧1の原子鎖 に対-し

(α1エ β(e~VL e-+Vr))V(r)- EV(γ)

が成立 し,同時 に

I144-
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(α｡1+β｡(e~VT+e+V,)Iv(o)-EF(o) (28･b)

を満足 しなければな らない｡

いま無限鎖 長 における局在状態 を考察す ることに問題 を局限す る と, γ-0

の-テ ロ原子 の影響 は

巨 1- - につれ て V(r)- 0 (29)

の境界条件 を清 さねば な らぬ｡

ところで反対称状態 ではβOの影響は消え (●/W(ll)+V(+1)-tO), かつ反

転 の中心 は節点で あるか ら Was(o)-Oo 従 って局在状 態 は あ りえないこ とがわ

か る｡存在 しうるのは γ - 0に関-して奇の

V(kT)- S血 kT

型 の波 で (一一方< k≦ TE),殆 ん ど連続 なパ ラメー ター kによ り固有値 は

E(A)-a+2βoosk

で与え られ るバ ン ドを形成 す る "非局在状態 "で ある｡

これ に対 し対 称状態 では(28･b)が

(α01+2βoeV,)V(o)= EF(o)

とな り, この もとで IrI≧ 1の γについて

V(Eγ)-Ne~ Kr,(n>o)

がQg)を満 す(28･a)の解 である｡.Nは規格化 の定数｡実際

(e-VT+e+VT)e-町- (eK+ e- N )e- Gr

= (2coshH)e~応γ

80巳

選りE

(28･b ′)

(32)

で あるか ら, (32)の局在性 (水素基底状態様 )状 態の準位 は次の様 に求 まる｡
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E｡-α+2j夕coshK (33･a)

K>0に対 しcoshK>1 故 , (33)は (31)の下 に くることがわかる (β<0) .一 方

(28･b′)か ら

E｡= α｡+2β｡e-N

で あるか ら 〝は超越代数方程式

(α- α｡)/2-(β｡-P)/coshK-βosinh 応

(33･b )

腔EE

を満 す正 の値 でなければな らない｡ きちん と解析的に解 が求 まるのは,Rebane

が示 した P｡-β の場合 で朗か ら

(α｡-α)/2β-sinhK

α｡<α に対 してのみ K>0の解 が あ り

E｡-a-((a-a｡)2- 482)%

鋤′

05)

となる｡

こ ､で六角形網 目の場合 をモデル的 に fig･4のように考 えよう｡各原子 は最

隣接 に 3原子 が あ り,すべ ての原子 に等 しい α, すべての結合 (図中太線 )に

等 しい βを振 当 てることにす るo クe
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斜交軸 k,机こよ り原子 の位 置 を (k,e)と示 す と, 任意 の原 子 (k,C)の まわ り

で 固有値 方程式

(α1k,e･β(e+Vp-e+▽k+e~▽ ke~Vc))

X V(k,e)- eV(k,e)

が成 立 す る｡ また同等 に

(α1k,4+β(e-VC-占~▽k--e⊥▽keTVe))

×V (k,L7)- C-F(k,C)

も また成立 しなければ な らな いか ら,対称化 した次式 を考 えれば よい ｡

(α1k,4-‡ (e-▽k-e⊥▽kト 旦 (e-ve- ど-ve )2

-A (e-▽ke-Ve-ど-▽k√-Vc)Iw (k,e)1
2

- 8g (k ,e )

こ こで分子 が無限 に拡 って並進 の対称性 が ある場合 に移 る と,

g(k,e)-et(応紅 )be)

(361a)

(36･b)

'36?

ヨ訂F

を とって固有値 は 17E< K,}≦ /Tの殆 ん ど連続 なK,)をパ ラ メ-タ- として,

次 のよ うに容易 に革 まる｡

C-(6,i)-α+P(cos〝十COSh 00S(〝一})) :甘

以上 のよ うに HMO理論 のわ く内で埠 あるが固有値 問題 が極 めて単純 化 され

て容 易に, しか も分子 の構 造 にそ って ; 解 が えられ る こ とが わか るD
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3. 考 察

よ く知 られ てい るように変数 xの未知数 f(x)に対 して, xを 8だけ移動 させ

る演算子 D6は D∂f(x)-f(a+♂)を満 し,微分演算子 を▽ と書 くとき,

β∂- e∂▽ 33g召

の対応関係 があ る｡ HM O理論 での L CAOにおける係数 が満す差分式 の レべ

/レ

(αγ - EJ･)aj ,,-2γ′β ,γ′aj,, ′ -0 ,

T,J=1,2,･･･.･･,a ,

(αγ は原子 Tのクー ロン積分, βrr′ は原子 T,T ′ 間 の結合 に対 す る共

鳴積分 )

において γ,r′ は番号 にす ぎず,連続変数 ではないo ま して aJL,rは波動関数 で

はないO一方,狭義の FEMは本来 の意味 か ら, ¶結合 uに沿 って波 うつわけ

で局在性 と相反 し,非局在性 の極限状態 で ある｡全 くとび とびの数列 の系 と F

EMとの結 びつ きtj:-, 不 自然不条理 なことにみえ るO従 って FEMの精神 を貫

こうとす る と, かつて Plattの グループのRueden玩rgらが推 進 したよ うな FE

網 目モデ ′レとな らざるをえない｡他方差分 方程式 の見方 に徹す ると特解 と して,

aj,T - eik]T (40)

を とる理 由はない〇モデル fig･1に対す る(2ほ 変位演算子 (39)を用い, aj,T を

aj(r)と書 いて示 す と次式､とな るo

(D+1-｣上し l T
(α-ej)

-UA+ 1 - A_1-

- 0

こ ゝに差分 演算子

1) αノ(γ)

(α十 2β-Ej)
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を用 いた｡

A± 1 =- D+1 - 1

(α+2β- Ej)/β…kj>o

とお くと(41)か ら

iaj(r+1)+aJ･(rll))/2

-(＼1-kj/2)aj(r),

EJ･-a+28(1-kJ?/2)

そ こで

1-kJf/2 ->00SkJ･

と関数化 す ると, (43)か ら特解 として

aj(r) - Sinkjr

が求 まる｡

(41)は波動方程 式

(V,2+kj)Fj(r)- 0

の差分表示 に他 な らないことに留意す ると未知関数 の波動関数化

aj,γ- aJ.(γ) -辛 VJ･(㍗)

(41)′

物

(44)

aEI空に

34餅

aA鑑

す なわち,前提 の関係 (31が理解 され る｡ あるいは, この報告 で効力 を発揮 した

演算子 関係

D+1-A十 1十 1- eエVT

が理解 され る｡結 局 LCAO-MO近似 (1)は
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wj-NjZγeik}r¢γ (49)

に よ り,原子集 団か らの集 団運 動 と して電子 の挙動 を とらえ,そ の ttノ､ミル ト

ニ ア ン 沖が (6日こ他 な らない と考 え られ よ う｡
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