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(11月 20日受理 )

1)序 論

前回,光 の可干渉性 (OpticalCoherence)の理論 か ら派生 した蒔射場 の統

計理論 によって得 られる統計力学 との関連又 は,間厚点 を若干考察 した｡

(わticalCoherenceの理論 は未だ閉 じた内容 を取 ってはいない｡又,更 に問

題が光 の位相 といった従来 の理論形式か らは, はみでた実体 を相手 に している

だけに (但 し,物質波 の位相 がマ クロに現われ ているとす る超流動及 びその反

響である超電導現象 を除いては )間屠点 が充分に理解 され ていないと言 った方

が正確 であるかも知れ ない｡今回は,OpticalCohereceの理論 の原点 でもあ

り,又その相転移現象な どの物性的或いは,化学反応に於 ける振動現象の生物

学的 な応用の興味か ら 2) 最 近 急 速 に 注 目を集 めているLaser発振理論 を考察

する｡現在,感覚的に理解 され ている coherece とい う概念について物理的基

礎 を与 える一つの突破 口を兄 い出す可能性 を与 えているか らでもあるo

Laserの理論は,発振 という非線形現象 をAtomicLevelで説明する事 として

理解 されていてその意味 では,かな り成功 を収めている樺 で奉る｡則 ち,

Lascr に依 ってつ くられ る蒔射場が古典的な発振 回路 (L,C ,Rこ発振 回路)

によ りつ くられる電波 と同じ,Vandel fbieq.を満足す る事に依 って安

定 な･量子論的発振器で あることがH .Haken,W.E.Lamb,M,Laxといった人

達によLって示 めされている.然 ら, これ等 の理論 は, OpticalCoherence の･

問題 を完全に解いた訳 ではない｡OpticalCoherence理論は,蒔射場 の位相

まで含 めたゆ らぎを議論す る事であ り,一方 Laser発振 がVan delPo上

｡scilltio王汗 記述 され るな らば,或 るthreshold以上 の発振状態 では,それは,

-228-



長島知正

熱平衡状態 とは非常に異っ た状態 であるか ら,それか らのゆ らぎは非平衡熱力

学或 いは,統計力学 との関連 で注意深 く議論 されねばな らない問題 であ る｡そ

こで, ここでは,一応 Coherence との直接的な関連 は別の機会 に譲 る事に し

て, Laser発振 に よって如何 にして,熱平衡状態 とは異なる新 らしい定常状態

が達成 され るか を原子の非線型 レスポ ンスとして とらえてい くこ とにす る｡

2)Laserのモデル

W .E .Lamb とM .ScuHyの理論 3)-

一般 に, レ-ザ-∵発振 をその統計性 まで含 めて考 える時,対象 となる系は,吹

の様 な ものである｡ (Fig.1 )

SYSTEMS 官ES臣RvorRS

Fig.1

ここで,上 のモデル を変形 して,次の様~に簡単化 して考 える事 がで きる｡即 ち,

輯射場 と相 互作用す る レーザー活性物質 として, 2準位系の原子群 を考 え,今

考えている系に上の準位 の原子群 を入れ る事 に依 って ptmpingを表 わ し,下の

準位 にある原子 を入れ る事によって レーザー系の dissipationを表わ し,

reservoirの役 目をさせ る事にす る｡ (Fig･2 )
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ここで,原子群 は,福射場 がない時 , Polarization は ない とす る｡ つ ま り,

spontaneous(Atomic)Polarization はない物 質 とす る｡又,帝射場 との

相互作用 は, er･E(k,t)型 の もの, つ ま り, induced electricdipoleと電

場 に依 る erectricdipoleimteractionを通 じてのみ行 なわれる と考 え る｡

M .Scullyは,以上 のモデル を用 いて,W.E.Lambの ガス ･レーザーの半古

典的 な理論 を量子論的 に formllation した｡以下 では, Scully のモデル を

用 いて レーザー系 の編射場 の densityoperator に対す る Giauberの p-表示

された分布函数4)につ いて,そ の時 間発展 を考 える｡

1原子 と 1つの radiationmodeか らな る系 のノ､ミル トニア ンを次の様 に書 く｡

H -HA+ HR + HA-R

ここで,各項 は夫 々次 の橡 に定義 され て いるoperator である｡ (甘 〒 1の単

位系で )

鞄 - W a+a

HA - Ea 0+q十 eb00+
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(6.a_Oeb)
IIA-R - i 〔(a+ + o )(a+ + a )〕

ここで壬も･HR ･鞄 域 は夫々,原子,蒔射場,及 びその相互作用 の- ミル

トニアン｡又 (a,a+),(0,6+) は夫 々福射場の creation ,annihilation

operator及 び Paulioperator｡ 右ま相互作用 の定数である. この′､ミル ト

ニアンをHo≡ f弘 + HR I Ⅴ(t)-= 壬も-R として相互作用表示 に移 ると

VI(t)-eXP(iHot) V(t)exp(-iHot)
I

≡ ス exp(iHot)〔(0十 + o )(a+a+)〕exp(-iHot)
′■■Jr一･■l■ヽ′ ′ヽ■■ヽ■J■■■■■′

先ず o+aの項は, (0,0+)と (a,a+)は交換す る事から

- -exp li(HR + HA)tlq+a exp I-i(鞄 W A)ti

- exp(iHAt)a+exp(-iflAt)exp(iHRt)a exp(-･fkt)

=(Ⅹ:
･(exp̀

itQ)a)0
:∴日工)

-L't(,Ja)

0 exp(-'t:Ili,b,
aexp(-iyt)

-U+ exp (it(軒 % )ia exP(-iyt)

同様 に して,他 の項 を計算する と

ⅤⅠ(t)ニ ス(a+aexp〔i(a,-y)t〕+ a a+exp卜 i(a,-〟)t]

+a+a+ exp〔i(叫 ･レ)t〕+6-a expトi(a)+ 〟)t〕

となる｡今,完全に resonanceす る場合 (a)- L')だけ考 えれば,
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ⅤⅠ(t)- i io+a+ o a+ +a+a+ exp(2iwt)

+oa exp(-2iWt) )

を得 る二又,回転波近似 の範囲では,

vI(t)= l (a+a + a a+ I

- A (Oa. a.)

の様 に簡単化 される.

次に,前に述べた様に相互作用 をStochastic に入れ る事 を考慮 して,＼系の状

態関数 を密度行列で考えるO今,一般に相互作周する二つ (A ,B )の sub -

system を表わす密度行列 PAB(i)を相互作用表示で書 くと,

pI(t) - eXP(iHot)p exp(-iHot)

●
句 (t) - i〔ⅤⅠ(t),DI〕

ここで,Ho-鞄 + Iib,ⅤⅠ は4-Bの相互作用 を相互作用表示 した もの

である｡次 に時間発展 を老 えて, (★) 式 を時間に依存す る･摂動展開を用 いて

第 n項 まで求 める と, それは次の公式に よらて与え られる｡

pAB'(t)-p(to,+真(-i,SIt. dtlit.1 ｡t2 ......‥

･･････(.ts~1dts〔Vl(tl),〔Ⅴ(t2)I- - - ･ lVI(ts,･AAB(to)〕 - -〕

これ を今考 えている系に適用 す ると,完全 に resonanceしてい る場合 は簡単 に

求める事がで きるO先ず,初期条件 として tニー､6では, 私 B(to)-PA(to)栄

JOAB)(t)-p'to)←(丁目ftt.[ⅤⅠ (tJ),触 (to)〕dt′

･(-i'2 [:/tt.1dtldt2lVI't2'･LrVI(tl'･PAB'tom
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今,我々の考 えている系では,

JOAB(to)- PR(to)⑳

-βR(to) (

Tを微 ′トな時間 として (to,to

GiiZ!Ot川t
′tq<

ニ

間の

＼t~ノ

)

0

0

T

1

0

+

(鷲.to'

＼＼ノ
0

0

の摂動 を考えて,

pAが (to･T)-#'(to)+ (-巧守こo+T〔ⅤⅠ(tJ , ･pA,B(to)〕dtJ

+(-i)2Toto+TIttoldtldt2" I(tl)IlvI(t2)･PAB(to)"

- p'o'( t o) + ( -.i,A I 三 o+Tdt: (a.0J等a)

I(一刷 2_ i t.o'Tftt.1 dtldt2 (aa'禦aa二 2a.OQj

_.'?t-1:+("')スT(a･oQ-～.a)
･ 写 2 " T2 (aa'pR.'俺aa二 2a.A )

= (竺 ;T%a･12去 2(?a'pRW a'' 三三三22･aQ),

ここで,我 々が注 目している系についてのみの変数 にす る為,例 えばA-

subsystepにつ いてのみ注 目しているとすれば, pA=苫r〔触 〕 の様 に

reduce す る.つま り,今の場合 では福射場 にのみ注 目しているので ,Atomic

variable について密度行列 の traceをとった reduceddensity operator

紘, 2次 までの項について
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福射場のゆらぎとその統計的性質(A)

･E)(t｡･T )- TAr 〔ps (to+ T )〕

三 pR(to)一与 }2T2(aa+pR(to)+俺 (to)aa+)

+}2T2a+pR(to)a

となる｡更 に相互作用が Stochastic に入 いるとしているので, coarse

graining す る｡その為 に,晦射 場は, (to･to+ T) の timescale では,

pR(toと 俺(to+T)が成立つ とす る｡

即ち,

∂#)= 一昔 12T2(aa+p(t)+p(t)a+a)+12T2a+p(t)a

そこで,'この関係 か ら,△ t≫Tなる time scale での densityoperator

の変化 を atomic injectionrate ;raを用 いて次 の様 に表わす事ができる｡

(つま り, NケのAtom と相互作用をす る時間=△t とす る )

△p- ra△t〔一与12T2(aa+p(t)+p(t)aa+)

+rス2T2(a+p(t)a)〕

即 ち,次の微分方程式が得 られ る｡

-i_';Igain
- 一与 }2T2 (aa+p + p aa+ )+}2T2a十 p a

- 一 昔(aa+〟.βa㌔)+ Aa+βa

以上 では∴原子系の上の レベル との相互作用のみ を老 えたが,同様 に して,下

の レベル との相互件用 を考 えると,福射場 のdissipationを表わす事ができる｡

結果 のみ書 くと,

(私 oss--喜 (a+ap e p a+a )+ capa+

となるO従 ってPump主ngに よる一gaノin とResevoir との相互作用 による loss

を合わせて,
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-; (aa'p･ p aa' )･ Aa'p a

-; (a'ap . paa')･ ca'p a .
★★

なる微分 方程式 を得 る｡ これがM .Scully らの得た結果である｡我 々は, こ

の考 えをGlauberの導入 した densiyoperator の p -表示 p(α)に対 して適

用す るこ とによって,及 び 4次 の摂動項 を考慮す ることに依 って,少 しく彼等

の結果 を拡張 しょう｡

3)非線形 レスポンス とp-表示

R･Glauber4)の導入 した,,coherentstate la〉 を基底 として,佳 意の

operator を (C -number) associated functionに対応 させる方法は,

densityoperator について も老 え られ る.density operator pのp-表示

とは次の様 に定義 され る｡即 ち,

- (a)(α･α米 )A〟 (a,a+)≒/ 〟

A -Ⅰの < α1 - exP(-αα米)exp(αa+汗o><lolexp(α3#a)

ここで P(α･㌔ )はAn tinormalorde,in された operqtor(a,a+) の函数 の

ベキ展 開に対応 して次式で与 えられ る｡

# )(α,α米)- I prsα碩 S l≡ p(α)r.S

このp-関数 は,古典的 な確率分布函数 隼非常に類似 した性格 を備 えてい る｡

これ を･用いると前述 の~operator 形式 で書 かれた輯射場 の微分方程式 を古典的

な確率分布 函数 に対す る微分方程式 に書 き直 をす ことができる｡その為に, 〟

と (a,a+)ゐ積 の積分表示 を考 える｡ ここで｡p｡rat｡r の順序 は,注意_して

考 える必要 がある｡先ず,その定義 よ り

aβ(a･a+)-ノαP(α)｡豊
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柘射場のゆちぎとその統計的性質価)

とな り,密度行列 のエル ミー ト性 p- CLを用 いれ ば

JO(a･a+)a+- ′α米p(α)A
次に順序 の異 なる積 paは, αと(蹄 を独 立変数 とする と

,∂

Aa-exp(瀕 ｡)諒 {exp(.aa+).o><O-exp(a*a)i

-(& ･ a) A

であ るか ら,

pa-/p(α, (α+品)A票
となる9第 2項 を部分積分 して

∂

-fA豊 (α一両 'p(α'

同様 にして, (★★) 式に表われ てくる operator の積 aa+p,paa+,a+pa柱

夫々

aa･p -′A空 目 +αC縦 笛 α〕p(α)

~∂

paa+- ′A票 〔1+αd 米 一品 α米 〕p(α'

a･pチ エ fA票 〔1+αα米 - i a一品 掛＼∂α

となる｡従 ってこれ らの関係 を用 いて,

訂 〒-Ai (aa+p+ p aa+)+ A a+p a

d̀β

- cF (a+a p + P a+a )+ Ca+pa

に対 応 して,次の微分方程式 を得 る｡
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dP(a) (A{)
dt 2

∂2
+A

∂
･意 α+砺 一㌔ 'p(α･t)

∂化∂(拝 p(α,t)

この式 痕,完全 に古典的な確 率過程 としての Fokker-Planck方程式 を表わ し

ている.即 ち,第-項は, drift-term で あ り, C>Aであれば,緩和現象

を現わ し, C<Aであれば,増巾を示 めす事になる｡ (Fig･3)

第 2項 は拡 散頃であ り,拡散係数がAのみで決 まっている事 は注意 を要す る｡

然 ら, これ らの式か らは, Laserの持 っ非線形性や Cohernce の性質 を全 く説

明す ることはできない｡

Fig.3

ここで,最近,物質 とonephotonprocess の相互作用 による福射場 の統計性

について,N ･Chandra5)et.al とR . London6)の間で行 なわれた議論 は,戟

々の以上 の議論 で完全に説明 され ていることも注意 したい｡ Laser発振 の非線

形性 を取 り入れ る為 に,原子群の nOn -linearpolarizationを考慮す ること
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Fig･4

にす る｡

即ち,梅射場 に対 する原子 のnon- linear regponc_eを考 えセ い く｡その為 に

上の レベルに ある原子 との相互作用 を 4次 まで求 め,下の レベルにある原子 と

の相互作用は今迄通 り 2次 まで とす るo

そ こで, 時 間に依存 した摂動論 に戻って, 4次 の項 まで (polarization に

っいては, 3次 の項まで )とると,

#)(t..T)-#)(t｡)I(-i)JufT ~〔ⅤⅠ(tl)･触 (t｡)m tl
to

+(-i)2 /tO+T/tl dtldt2〔ⅤⅠ(t2)IlVI(tl)･触 (to)〕〕
to to

l(-i)3/tO+Tftlft2dtldt2dt3 〔咋 t3)･････,lVI(tl)･PAito)〕〕
to to to

圭 一i)4ftOT 1--′t3dt1--dt4〔VI(t4)-･INI(tl)･PB(t｡)B〕
to to to
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これ を以前 と同 じ初期条件で計算すると,

＼〕0

0

ー
nuO

H川い(
0

俺"Ⅶ一膚相川uニ
2

T2ヽノハ

I:1

.7

.･

I(-"lT (aご俺 , ~ ㌘ a)

( ia施 .' 竺 aa+_2aヱpa)

I'-;'!3 桝 3 (a+a,･OQ .3a･h aa･-(畢 a'aJ か Qa')

･か 4 (La･a･aa甘 言a･相克 aa･a_ai(a.paa.a.aO.aa.p)

-三 .芸 ..I

ここで,前 と同様 に atomicvariablesについて traceを取 ると,

64)p (t｡+T ;a+,a)

- paa (to,+T)+ qb(to+.T ト p(0)(to)

--誓 L(aa.pR･pRaa･,･桁 2a･pa

･忘 R4T4(aa'aa'pRI6aa'pRaa､ PRaa+aa')

-i14T4(a+pRaa++ a+aa+pRa )3!

2次 までの頃 に対 して と同 じ議論 で, これ に対す る coarsegrainingされた微

分方程式 を考 えると,

ー239-



蒋射場のゆちぎとその統計的性質(め

(弟 grain-ral-

+ }2T2a+pRa+

}2T2

2

ス4T4

4!

(aa+pR + PRaa+)

(aa+aa+ β + 6aa+βaa+

. paa･aa+)_更生 (a+paa+a十 a.aa･p a)〕
3!

-Af (aa'p + paa')+ Aa' p a ･芸 (aa'aa'p

+6aa+paa++ Paa+aa+)- Bi-(a+paa+a +a+aa+p a )

但 し,A- ra ス2 T2

B-ra 14 T4

次に,以上の operator 形式での微分方程式 をp-表示 して, loss について

も考 えると,

∂p(α,t

∂t
) (A-C)

(i a ･%a#C# )p(a'･A

∂2

∂α∂rf卜

･芸 {7(怠α+ 品 a机 +4(孟 (α2a類 品 (㌔ 2α))

∂2 ∂2

- 3(憲 α2 + 評 ㌔ 2 )- 8 高 森 -10

+ 4 (
∂3 ∂3

∂α米2∂α α米) 〉p(α)

∂2

a a a c#
(α㌔)

p(α)

を得 る｡Fokker- Planckeq. と対応 して考 えるためα ,(拝 に関 して 3次

以上 の微分頃 をnegって, 変形す ると,

∂p(α,t)
∂t -一意 {(AlrA2-αt2)ap'α｡

∂
一節 ((Al-A21｡12)d和 (α)チ+

∂2

蝕 ∂α米
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∂2

- 3(憲 a2･高率 ㌦ 2)p'α)

を得る｡'この式 は,H ･Haken,M.Lax,etc の得た bngevin 方程式 の方法 に

よるLaser理論の結論 である非線形 Langevin eq.

dα
- - α (p-!α12 )+h(t)
dt

<h米(t)h(t)>- 4∂(t-t′)

に対応す るFokker- Planck eq.に非常に類似 している｡即 ち, thresholdの
l

近傍 で (LaxとI.ouisell は )この非線形 Langevin eq.に対応す るFokker

- planck eq. として,

∂p(α,t)

∂t

∂ ∂

ニー巧言-i･(P-1｡-2)｡p(α)ト 評 I･(fL -al2鵡 '(q=

∂2
+ 4

∂α∂C拝
p(α)

を得 ている｡ これ は我 々の今 の結果 と拡散頃 が少 しく異 っているが,threshold

pointを含む,drift - term は exactに一致す る.又 threshold以下では非

線形頃 を無視 できて,

∂p(α,t)

∂t

∂ ∂

- - Al(一面･α ←扇町 済 )p(α)

∂2
+Bl

∂ α ∂ C拝
p(α)

とな り, これ は,摂動 の第 2頃まで とった線形 な理論 と一致 する.又threshold

の領域 では,Lax の行 った様 に quasi-1inear 近似 を考えると,拡散係数 は

α-independentな定数 となるので,ほ とん どLaxの得た結果 と一致す る.

thresholdpt.及 びそれ以上 での詳 しい廟折 は現在進 めている｡ (尚,上述 の

非線形 Langevineq･は,少 しく変形す るとVandelPoleq･,,=なや 7)O

つま り, limitcycle が存在 して,それ が,定常状態 をっ くる｡ )
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4)結論及 び反省

以上 の考察 を少 し, まとめる と次の様 になる｡

o 普通の不可遂過程の議論 で行 なわれ る (密度行列 を用いた )注 目す る sub -

syst占土r(今の場 合は, properLasing system )がまわ りの heatbathと熱

平衡 にあるとい う仮定 をあか らさまに用 いず にす んだ｡

oLangevineq.による方法 とかな り一致 した結果 が,簡単な方法で えられ,

Laser作用に於 け､る相互作用 の過程が分 か り易い｡

oFokker -Planckeq.の形 になるので,時 間発展 も見通 しが良 い形 にな って

いる｡

一方,今後の問題 として,

oFokker -Planck eq..の係数 を決 める段階 でLangevineq.や他 の方法 に

よるもの との近似の相違 がは っき りしない｡

○もう少 し,一般 的にN原子系 と福射場 の ある力学系か ら出発す べきである.

o G)herenceとの関係 が帯接的 に しか入 っていないOつま､り,密 度行列の

diagonalpartには, いつ も, 計 と aについて pair の形 で しか入 って こ

ないので, n表示で書 くとmastereq.の中でmatrix element の Cross

coupi三ng がでてこない.

oLaserの理論全般にわたって行 なわれている adiabatic 近似 がどの程度 の

近似 で行 なわれ ているか, non -adiabatic な効果が coherenceとど う結

び付 いているか-考 を要するO
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