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Thoulessl)は最近 Herbert& Jones2)の得 た結果に基づ き一次元血 derson

modelに対 して eigenstate ゐ localization distanceと固有値 の分布 の間の

関係 を詩論 したO.結果 として両端 の解 の幾何平均 の対数 で定着 され るexfXnential

decayfactor は片側で境界条 件 をみたす解 に対す る表現 と一致す ることが示

され た.これ は Borland3)の直観的予想 と符合す る. Thouless の 叩 Iential

decayfactor の定義は高次元系 に拡 張する こ とが可能 である｡一方我 々は

Green関数 の非対角要素 の ratioの対数平均 によって 9egrepof localizati(帆

を定義 したき) 全系 の固有 エネ ルギーに対 しては この量 は対応する site の

State ratioに一致す る ことが示 され る｡任意 のエネルギーに対す る同様 の表

現 を高 次元 系に対 して求 めるこ とは一次元系 の場合 の Herzenberg&Modinos

の Green関数 に あたる表現 を高次元系 に対 して求 める問厚 と等価 で ある｡ こ ゝ

では Green関数 の ratioが固有 エネル ギーに対 しては任意 次元 系に対 してState

ratioに一致す ること及 び高次元系の中の一次元方 向に着 目す ることによ って

Thouless の exponentlaldecayfactor を高次元系 に拡張 L ensemble

averageを考 えて degreeof locallZation が導出 され る こと.を示す ｡

§1. StateratioとGreen関数 の ratio

一次元系 では dreen関数 の行列要素 の ratioGii, Gi+liは任意のエネルギ

ー Eに対 して片 側 で境界条件 を満 している解 の ratioui/ui+1によって表 わす

ことができる. これ は一次元系,最近 按相互作用 の場合相 互作用 の 1つを取 り

除 くと系 は 2つに分離 し従ーって Green関数 は片側 で境界条 件 をみたす 2つの解
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の積 で表現 できることに起因す る｡高次元系では′この様な αeen関数 をっ くる

ことは困難 である. しか しながら固有状態 の iatioとして Stateratioを定義

する とそれはやは りGreen関数 の行列要素 の ratioで表現 され るこ とが示 され

る｡-

Feenberg6)ii相互作用 potentialの同 じ行列要素 が繰 り返 し表われない様 な

方法 で固有値方程式 を解 くことによ り Stateratioの一つの表現 を与 えた｡こ

こで は国有行列式の主小行列式展開 4)と固有値 方程式 を比較 するこ とによって

この結果 を簡単 に求め任意の slte の Stateratioに一般化 できることを示す.

tAndersonmodelを考 え次の固有値方程式に着 目す る｡

号((E-ee)∂cm~ VC- luc= o
( 1)

こゝで 68.は 2番 目の site の siteenergy･Vcm は sitepair(e･mわ 間の

相互作用 potential,ugは β番 目の site に局在 した状態 lg> の確率振幅,

Eは着 目す るエネル ギー を表 わす｡ if 番 目の方程式に対 して

(E~ e i f)uif=(Zh 'f ) Viflluil

こ ､で E- eifをαifと定義す る と

αif-∑′Vifil(uil/ uif)il

(21

(3)

固有 行列式 を Sとす るとこれは S-0を解 くことと等価 であるB Sの主′ト行列

式展 開か ら

N-1

S- 0-αifSlf- mz-1(i-112-1m )
,Tノ VifilVil12- -

×vimlfSlfl1日 = 1m
(4)

が得 られ る｡但 し, Sij-m は (1,i),(j,i),-I(m･m凄 素に対す る主′ト行

列式 を表 わ し和は ilキ if･i2≒ if･il･--･im キ if･il･ --irrrl に関 し
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､

て とるもの とす る｡ この とき

･i f- m;=Ill ( 1 11を･im) V i filV i l12-･･Vi- i f ･(S l f i1-1m, s i t '

vif il tvil i f ( S ifil / sif)+

芸 1(iぎ:im)V i l12 .'‥Vi- i f I( S l f l l‥im/ s i t ｡ (5)

if･ilを与 え(3)I(5)を比較す る と

uil/ uif-Vilif･(･Sif11/sit)･mNi…(,2g:iJ Vili2･･Vi-if･

･(slfil- im / sif) - sifi/ Slf (6)

但 し, Sifilは ( if･il)要素 に対す る余因子行列式 とす るoこの関係式 は全

系の固有エネル ギー †Eα )に対 して成立す るので固有状態 +aに対 して i番

_目の site の振幅 を uT と書 くこ とにす る. (6武 は site il か ら siteifに

到 る selト avoidingwalkであるか ら任意の ( if･il) pair に対 して成 り立

つ｡別証 を Appendix I に示 した｡(6は り,

uql/ uqi-(uTl/ uqf)/ (uTi/ uqf)

- (sifil/ Slf)/ (sifii/ Slf)

=sifll(Eh)′ SifiJl(Eh)

- 〔Gilif(E)/Giilf(E)〕E-Eα ･
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§2. 任意次元系 に於 ける Thotilessの exponentialdecayfactorと degree

of localization

Thouless の exponentialdecay factor の定義 を高次元系 に拡張す る｡有

限系 (Nd…N｡ ;dは系の次元数 )を考 え波動関数が site eの回 りに局在

している もの とす る｡ Green関数 は 2点 (j,jノ) に対 して

,一 ,U､_ ｡ ,U､ / P,P､_NFO u芋 u q J

GjjJ(E)- Sj.j(E) // S(E)-I′ヽ/-
H JJ α=i E-Eα

で与 えられ るo poleE-Eβ に 対 す る Gjj′ ( E) の留数 は

ま fcβGjjJ(E)dE - uP ul J

J

(8)

(9)

となるo こ ゝで Cβ は poleE=Eβ のみ を囲む Contourとす るo任意次元系の

exponentialdecay factor を次の様に定義す る｡即 ち,高次元系の中の一方

向に着 目し局在の中心 2か らの距離 が Nな る-site を iとし

eim Pn(N'
N'-～

(N-→-)

.丁 か ∴士

とす る (Figl )0 Appendix Iよ り

一句 -2im enNLね｡

妄lPn-cP(ire)けenTuダー21

1

N,→ccN′

-limN-.>co
±ginl

Fig.1

倉-1

(.Z 蝕 cP(j･C)/Cβ(汁1･e)IJ=i

+enlu1121

-紀 i/lpz-1j=i en ‖ Gje(E)/Gj+12(E)〕E-EβL+

･ en-u312 十 (ll)

こ ゝで確率振幅 をNor- 1に nor-allZeしてお くoその ときNe,iE(妄 )･enlu31
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は 0に近づ くことが示 される｡系 が統計的に一様 である と仮定 して

ensemble averageをとると

-<jP>-< Pn圧Gie(E)/Gi+18(E)〕E-Eβl>
(12)

が得 られ る｡同様 の結果 は境界上 の振 幅の積 の幾何平均 の対数 によって定義 さ

れた 毎 に対 して も求 めることがで きる (Appendix ‡)oこれ らの結果 は我々

の求 めている degreeof localization の定義 と一致す る｡ Thouless の理論

は少 くとも一次元系に対 しては全系の固有関数 による exponential･decay

factor の表現が片側で境界条 件 を満す解 による表現 と一致す ることを示 して

おり,従 って Borlandの直観的議論 の定量化になってい ると考 え られ る｡高次元

系に対 しては上述 の様 に Iβを定義する と我 々の結果 と一致す るのであるか ら

Thouless の定義 は de竿reeof localization に一つの解釈 を与 えていると考

える～ことがで きる｡

Thouless の論文 を紹介 して下 さった松田博嗣先生 ,興味 を示 され激威 して

いただいた堀 淳一先生, Stateratioに関す る corrmentを寄せ られ た斉藤基彦

氏,有益 な詩論 を していただいた石井,合田両氏 に感謝 します｡

Appendixト

Thouless に従 って Green関数 の留数 を考 える｡

去 f｡βGij(E)dE - uf uP-
j

従 って,

さらに

Sji(Ep )

α(H5g)(EP｢ も )

uf/ uf,-(uぞu号 )/(uぞ′u了)-sji(Ep)/ Sji.(Eβ)

-〔Gij(E)/ Gi′j(E)〕E鞠
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従って,

uぞ/uf ′ - (ufuf,)/(uf,u,19 ′ ) - S.,i(Eβ)/S.JiJ(Ep)

-slノi(Eβ)/SIノ(Eβ)

uf-(sLi′i(Ep) / Si′(Ep))･ uf,

iEl(*.12f･,:,,vli2V1213--Vi-1′･(Si′i2‥i-I(EP)/Si′(研

･ue′ … cp(i,l′)･ uQ′

但 し, li-i′一-pとす る｡故 に以 下 の ratlOは全 て等価 であ る｡

- 〔Gil(E)/ Gi･e(E)〕臣 Ep

(別解 )M一･Saito7)の証明

固有値方程式 を 2つ の部分 に分離 す る｡

V12---ViN

V21'Ia2I l ＼

: : ､､､

i : ＼＼､

VNl; ＼執

a2 V23 --V2N
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; ＼＼､ ;
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これ を fu2 ,-･･･tN )に関す る方程式系 とみて tN について解 くと

uN - (- ul)･α2-//- -V2N-1l ､ヽ
1 ､d

Wト12 一年ト1

VN2--- ViNTト 1

lr:

㌢

･≠

HHNV

d｡tfS(ll)チ

(20)

但 し,_S仁ij)は固有行列式 Sか ら i行 j列を取 り除いた行列 を表わすo従 って

uN/ul - (-1)Di-1detfS(1N))/ detiS(ll))- SIN/ Sll

(21)

こ ゝで Green関数 の行列式 による表現 を考慮 して

GNl/ Gl1 - SIN / Sll - uN / ul･ (22)

但 しこの関係は系の固有 エネル ギ- fEi)に対 して導 出 された｡ これ を一般化

して

､Gnm / Gn′m - u｡(Ei) / u｡′(Ei)･ (23)

Appendix ‡

こ ゝでは少 し見方 を変 えて､境界上の全ての振 幅の積 を老 えその幾何平均 の対､ゝ' I~
-ぎこく､}

数 として高次元系の exponential decay factprrを定義 してみ な ′う (Fig2 )0

k' j'-

j k

Fig 2.

eim en (No-1)
N-～

1
-_Cim-

N-･籾 N0-1

- 磁適′Z

Iuぞu4･･u4Ml…-18

enIuぞu4,u名u4′

1 M
恕 両 jZ=1en -uf ul, -

(24)

-269-



藤田武彦

但 し 2Mは境界上 の site の総数 とL

M = d(N- 1) d-I

こ ､で (j- jノ)patI止 の site を (j∂)で表わす と

-1p-a -両 耳 j警llaEilen iuj｡/ uja.1 -

1

･｡if.1en ･uj∂/ujか 1H en.uG ･2 i

- 紀 競 ,I:1接; 2n iGj｡2//Gj8.12I

･友 len ･Gj｡2/Gja_12 ･･ en 潮 21

但 し, ji=j･12=e･jf=j′であるO系が統計的 に一様であると仮定 して

ensemble averageをとると

1 M

- <毎>-真空可 F rj空1†Mj<eniGie'Gi+leJ>

+<enlu射2>l

- a -諒 rlK<eniGIC用.･12-

+M<2nluSE2>l

但 し, Mj は (j - jJ)pqth上 の slte の数 とL

M

g Mj ≡ K
j-1

i:js=

N for lD system

Mj≦ dN for higher∫)system

(25)

(26)

(27)

さら忙 N- -の極 限で波動関数の局在 の中心 2からの距離 の等 しい site を i
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で表 わ した (Fig.2)0

eim K / (Norl) ≡ c
N一一一わ〇

とす る と

一<lp>- C<enlGiC/Gi+12Iラ

が得 られ る ｡

(28)
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