
磁場中の電子気体のプラズマ分散

名大 ･工 長谷川 武 光

(3月 1日 受理 )

§ 1 序 論

磁場中の電子気体 のプラズマの長波長の極限での分散関係に対するexchange

scatteringの寄与を,拡張 されたRqndom PhaseAppro去imati｡nの範囲内で運動

方程式の方法 を用 いて調べた｡電子気体 のプラズマは最初 Bohm & Pinesll

によってR･P･A･で調べられ,exchangescatteringq効果は Kanazawa達 21

によってグ リーン関数の方法によ り,波数 qの 2次に寄与することが見出され

た｡磁場中の電子気体の集団励起スペク トルは初 め Zyryanov31が R.P.A.

で求 め,その極か らプラズマの分散関係及びダンピングを求めたoMermin&

cane141は複雑な構造をもつR.P.A.でのプラズマの分散関係 を詳 しく調べ,

色々な集団励起状態 を示 し,又そのダンピングを甘 算 した.我 々は Edwards5)

が磁場 中のスピン波 を求 めた方法に類似な運動方程式の方法で Kan警aw摘 2),

が考えたexchange′scatteringの効果 を磁場中のプラズマに対 して計算 したoそ

の結果磁場方向の波数 qをもつ プラズマの分散関係に対 してexchangescatteri喝

はqの2次に寄与 し,磁場に垂直方向のそれに対 しては qの0次に寄与するこ

とがわかった｡

§2 定 式 化

磁場中で一辺 Lの体積 9-L3の立方体内に閉込められたN個の電子からな

る電子気体 を考える｡磁場 Hに平行な Z軸 をもつ直交座標系を考 える｡この系

のハ ミ/L.卜=-ァンは

LU-2弟 (pi,ri, Sz )･i iもⅤ(ri-rj'･ 'lJ1

ここでⅤ(r)はクー ロン相互作用･L･Uo(pi,ri,Sz)は磁場中の i･番 目の電子の

ハ ミル トニアンで次の様 に与 えられる
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Ho-売 〔p←三A(∫)〕2⊥ gp由SzH･
(2)

ここで S盲はス ピンオペレーターの Z成分,ベク トルポテンシャルA(I)はA(I)

- (0,Hx,o)ととる｡-電子ノ､ミル トニアン-拓 の固有関数はよく知 られ

た Landaustatesに対応 して次の形 をとるO

+n･k y,k z,0-tfn ･ky(丸ei(kyy十 k zz )xo, (3}

ここで 0-･‡又 は-‡ ･関数 En,亨y'Ⅹ旧 点 ⅩニーRky/ (- ewe) に中心をも

つ調和振動子の n番 目の規格化 された固有関数で次の様に書かれるo

En･ky(Ⅹ'-fn'x+旦 ) Ime也)C

En(x)=n!2nJ方 守 (αⅩ)2Hn(αⅩ)I

(4)

(5)

ここで¢-V/malc/a ･Hn(Ⅹ佃 エル ミー ト多項 式o ky,kzは y IZ方向の周

期境界条件 に合致する値 をとるO又 kyE車座yl<mwcL/(2も)の範囲内の値に

制限 され るo 糾 ま規格化されたス ピン関数｡ Q'Cはサイクロ トン振動数で eH/

(mec)｡t3)式に対応 した-電子エネルギー E(n･kz･0)は

h2k2

E(n･kz,q)- ニーヱ+(n･‡)もwc-gpBOH･
2me

(6)

これは kyに よらない為 (n,kz,o)状態 は縮重度 meaJcL2/hを もつ｡状 態

軋 ky･kz･O に～電子 をっ くる7-ル ミ粒子生成演算子 C'n･kI･kz,O に よ -
てノ､ミル トニ アン(1ほ 第 2量子化すると J
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磁場中の電子気体のプラズマ分散

過/= n･kyfk〆 (n･kz･0'C'n,ky,kz･OCn･ky,kz,o

･ i i･V (q,nfn･1,n･2,n･2 , UqxLnn';:≡;I-qy)U-_qx(nn;2::y;'qy) ×
ky･k;,kz･k 'Z ･α ･β

C三･lky-qy,kz-qz･a C'n･2k･y.qy･k･Z十qz,♂ Cn2･ki･k･Z,P Cnl,ky,kz･¢

(7)

ここで

U｡Ⅹ(nn･,'ky - / dxe-iqxx fn,ky(A fn･･k;(Ⅹ･I
′(8)

(7)式の右辺の第 2項の nl,n2,m∴ n;に関す る和は正の全ての整数について行

う｡又 qの和のプライム記号は q-0の成分 を和から除 く意味である｡波数 q

をもつ磁場中の電子気体の基準振動の演算子 Aqは一般性 を失わないで q-(
qx･_0･qz)とお くことができ,

Aq- 言,m f三･- (py,pz;qx,qz'C'n･py･pz十 qz･o C-･py･pz･O, (9,

py･pz,α

ここで fnO,m (py･pz;qx,qz)は関係式

+
hwAq-〔H,A+q-〕 I uO)

を満す様に決め られる｡Q'は基準振動の振 動数 を与える｡(10)式の右辺 を計算す

る際に次の様 な拡張 された R.P.A.
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a珂 agam-aT‰NjSJ･e-aTaeNj81,m

I

･ aTaL,Nisi,m -aTamNiSi,I/, (11)

を用 いる｡但 しNi-<aTai>｡す ると(批 式から次の fを決め る式 が得 られる｡

tもO-C(n,pz+qz,0)･ e(m ,pz,0)ii:,m (p y ･pz;qx･qz)

- 2Zx'V'ex･0･qz)言1,n2 Ucx(nn21',kF:) U-E,Ⅹ(ニ荒 )(Nn - kz･α

㌔ ･kz･α

Nn2･kz十qz,a)fa｡2,nl(㌔ ,kz;qx,qz)

⊥e2'voni,n2 Uex(nnl',:yy+e y) U-I,Ⅹ(笥 十C y) (Nn2･P z - I/Z ･01

INnl,pz+Lyz十qz･0) fnql･n2(pv 十ey･pz十ez;qx･qz)

e ｡1,?2Uex(nn?'…:+早 (,･xIL･.tn甥 +ev)"n2･pz･L/Z十qz,0

-2･V(D 2 'nl･py

J

x f:1,m(Py･Pz;qx･qz)

e nl,n2Uex((: ',
+2'vLOI ＼

11
-...ノ

左

･
-iV″
Ⅴ
-

D
▲
p
-

･f三,n2 (Py･pz;qx･qz) ･

｢コ
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磁場中の電子気体のプラズマ分散

u2)式 で右辺 の第 1項のみ残 し第 2項以 下 を無視す ると Mermin& Cane14) の

得 た R.P.A.での分 散関係 を得 る｡そ して弱磁場 ,長波 長 の極 限 で第 2項以

下 は第 1項 に比べて小 さいので逐 次近似 で解 く｡ まず第 2項以下 を無視 して

恒 一 g(n･pz･qz,o)I e(m･pz･o)if三,m(py･pz;qx･qz)

=去 '` Lyx'0'qz)奈 Z,qUex(nn l2'･:V;) U -ex(ニ:ppyy) '"n l ･k,･a

-Nn 2 ,kz+｡Z,α )f≡2,n l (ky･k z ;qx･qz'

a3)式 の右辺 は n,m･py, qx.I:qzに のみ よtるか ら

fO
n,m(py･ pz ;qx･qz)-

U-qx(:::;)J" qx･qz'

もW-E(n･pz+qz･0)+E(m･pz･q),

こ こでLh (qx･qz)は規格 化定数, とお いて(13)式 に代入す る と

U-qx(::pp;) A (qx･qz?

-ix'V ( ex･O,qz,nf,n2 Ulyx(nn:;旨 ) U-iPx(:'･:yy )("A - kz,a
ky･kz･α

U-qx(nn :,':yy ) A F qx∴qzI,

- Nn2,kz 十qz,α)

さて変数変換 によ り

hw- e(n2･kz十qz･a)+8(nl, kz･0)

-5_
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kZyJU-ex(nn;'･≡yy)-U-qx (nn:'･:;)諸等 Sqx,exLUqx(:::oO),2･ 仕6'
が成立 ち, これ を用いて(15)式は

1- 芸 等 V(qx･o･qz)nEl,n2rU｡Ⅹ( nn:',.0)･2

kz･α

×
_________ ___千_"nl,kz･a_-"n2･-kz+隼 空⊥ __

ha)-8(n2･kz+qz･a)+8(nl･kz,a ) ･･

とな り,この式 が R.P.A.でのプラズマの分散関係を与える｡ここで

は

2
′

E

u

0

0

1

2

n

n

/

し

Ⅹ
q
U

さい時

(17)

Mermin & Camel4)の Cnl,n2に対応する｡qxが 小

L_Uqx(:I,ZIL2-- 去 (n+喜)q芸_+
(3n2十 3m+1)

8α4 qi+0(qi).･, u8)

1Uqx( nP l ?,.)･2-iUqx(nJ 去'o)･2-篭 諜 q量一旦憲 どq4x･0(q呈)I (19,

fUqx(:lD2,JJ2-,.U qx(nnT喜'o)･2-

二 般 に " qx(･:⊥2,.日 2-An,iqx2JpJ

(n+1)(∩+2)
16α 4 q4x十0(q呈)･ ml

¢1)

ここで An,〟は定数である｡αは からqが小 さい場合のプラズマの分散関係 を

求める｡まず q-Oの場合 nl-n2のみ考えて,
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磁場中の電子気体のプラズマ分散

me℃L2
27Ch
2

n･kz･αNn･kz･α-N I

を考慮すれば(17)式は

･ -御 霊 十等 ト
ノ C

ここで wpはプラズマ振動数 で αp-4打Ne2/ (Bm)で与 えられる｡

④ Hクq(sine=o)の場合

2
W+-a;+

2 2QJ = QJ 一一･･
C

残 W2csinge
QJ2_al等
p C

al - aI
p C

⑧ n⊥q(cosβ= o )の場合

2

a,+- Q･;巾 …-
a,Zpa,芸cos20

塞 +空

2 電 Q,Zccos20
al =

a･;+塞

(狗

倒

(謝

G5)

鍋

疏

(17)式 の q-0の解 に対す るqの 2'次の補正 を求める為に nl- n2,n2±1,n2±2

の項 を考慮すると

1 COS20 sin20
㌻ 〒｢ +W2 - Q)2.Ia12 - W2p C

十忘 i

q2.6Tcos4β
4

也I

+wsin2ccos26

-7_
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ここで

3Wsin2♂

(W21a･:)(a･2- 4Q,C2)

h2k2Z

na･ky･kz･2me
T-∫

Nn･kz,α

W-nf ky･k z･a hw c'n十か"n･kz･a ･

I1-Oの暗,Tは運動エネルギーの宛 ,Wは%になる｡

① q♂Hのとき

6.T
ai- a･;+- q2 ･

me

2
al = 也I

⑧ q ⊥ H

2 3W
w･- 残 十 Q,2C+-iEi

me

2
w =0

W昌-3W2C

08)

eg)

朗I

児nE

鳳削

:覗

班)

H-0の とき Q}+tま Bohm&Pines1) の結果 に一致する｡L131属 から制式 迄 の

4つの式は磁場Hのあるときのプラズマの長波長の極限でのR.P.A.による分

散関係 を与える｡

§ 3 ExchangescattFring.

u2)式 の右辺の第 2項以下が excha工唱eSCatteringを表わす項で, この項は弱磁

場,長波長の極 限で第 1項に比べて小 さいので f三,m(py･ pz;qx･qz),Wをそ

-8-



磁場中の電子気体のブラズマ分散

れぞれ fこてm(py･pz;qx,qz)十Af三,m(pv･pz;qx･qz)Iwo･Awでお きか え
るo fOnてm (py･pz;qx,qz),qbは(12)式 の右辺 の第 2項以下 を無視 した式 を満

足 し∴ Af三,m (py,pz;qx･qz)IA伽はexchangescatteringによ る補正 を表 わ

すQノこの様 にお いたu2)式 の両 辺 に

Uqx(::,pyy)'"-･pz･O-"n･pz_･qz･oI
65)

も叫 IE(n･pz+qz･0)十 8(m ･pz･0)

をか けて n･m･py･pz･Uにつ いて 和 を とる｡ A f:,m (py･pz;qx･qz)･A伽
に関 して 1次 の項 のみ残 して

もAa1E
n,m,

閃｡Ⅹ(ニ',:yy)L2(Nm,｡Z,0-Nn,｡Z'｡Z,o )

py,pz･α

=-2
n,m,

py･pz･α

tもu0- 6(n･pz+qz･q)+ E(m･.p左･0))苧

U･qxに ,';) ローqx(nn:::yylf;)

e nl,n2-hw0-6(n･pz+qz･q)十 8(m,pz･q)
2'vLOZ i

Uex(nnl'.,:yy.Ey) U -ex(:2',Ppyy'ey)

hQ)0-E(nl,pz+()Z十qz･q)十字(n2,pz十Lyz･ワ)

しー

(Nm･pz･O-Nn･pz十qz･P)

× (Nn2 ･pz+ ez･0-Nnl ,p z 十 Lyz ･q )

Uqx(:,':;)｡｡Ⅹ(:1,I:;)ULPx(nnl;琵 十Lyy) U-Lyx(nn:;:;+ey)

〔加O-E(n･pz+qz･0)+8(m･Pz･0)〕〔hwo一千(nl･Pz十qz･q)+e(m･pz･q)〕

~9-
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×Nn2Ipz+I,Z+qz,a (Nm･pz ･O-Nn･pz+qzo)

Uqxに,',p;)U-qx(nnJp;)Ucx(:1,'Pp;+Lyy)U-ex(::,'…;+gy)
+

〔7iQ,0-6(n;pz十qz,0)+E(m,.Pz･0)〕〔hw0-6(n･pz+qz･0)+E(n2･pz･0)〕

× (N
n･pz+ qz･o)Nnl･pz+e去･om･pz ･o-N

この式 を導 く時に(17)式 を用 いた｡変数変換により

Uex(ニ',p,yy+ey)-･eiCxhpy/(mewc) Uex(:I,gy巨

が成立っことがわかる｡ここで

症 Sy)- e,iexhey''mewc)′dt′e-tLyxtfn(t+B c

fley

x I-(卜 2TF c )

右辺の積分の値ij: Mbrmin&Che14)の AppendixAの dn,n･

いる｡従って Lyx-eiCOS甲･ey-eiSl叩 と書 くと

Uex(:二gy)-,･eiexhL''y/(2mewc)e"m-n)やUei(:;3)､I

66)

慧琵

陛聖に

に対応 して

陀gE

となる｡即),(3g)式 を用 いるとexchangescatteringによるプラズマの振動数-の

寄与 を与える式(%)は次の様になる｡

-10-
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もAaJ2
n,m,

LUqx(芸',.o)12･(Nm,｡Z,O-Nn,｡Z.｡Z,U,

py･pz･o
ih･W0-6(n･pz+qz･0)+e(m･pz･q)l2

eiqxL,ei COSP' 'mewc､)U｡Ⅹ(i,･Z )

pn;,;Z',oe nl'nセ 恒 0- g (n･pz+ qz･0'H (m･bz･O｡
/

U-｡x(nn12:Z)ULl(nnl,3)U-el(:2,,.0)_eip'm-'n'nl~n2)

--2 r ve)〔2

fhQ'0-8(nl･pz+(Uz+qz･o)+e(n2･Pz+('Z,0)i

×(Nm･pz･O-Nn,pz+ez･o)(Nn2,Pz+ qz･0-N ,n･pz+LPz+ qz･q )

十 g
Iu｡Ⅹ(ニ',S).2 (Nm,｡Z,0-Nn,｡Z.qz,0,
nltha'0-ど(n･pz+qz,0)+E(m,pz･0)12

-Nn l ,｡Z-.gz+｡Z,0LULL ( : 1,･.0巨 ‖ ･

iNnl,｡Z+(,I,qJUpi(: 1: .0)f

㈹

この式 は一般の方向の波数 qについて評価するのが難 しいので q♂ Hと q⊥ H

ノの2つの場合について考える｡

① q♂Hの場合

Uo(:,'.o)-8n,m .

を用 いる と ,qが小 さい場含を考えて Aw をqで展開 し2次 まで求 めて

-ll-

帆



長谷川武光

AQJ=-

×

q2

2N甲eWp n,py,pz･O e nl

2 2 'vLe)2

aNn･pz･q aNnl･Pz+ e z ･0

∂pz ∂(pz+Lug)

tUpi

ezpz

nl･0 12
n,0

34劃

この式を求める時に Q,Oとして伽式によりwpの値 を用いたO(42)式からexchange

scatteringの効果は H-0の場合,即 ち磁場の無い時の電子気体のプラズマの

分散関係の場合の様 に波数 qの 2次に寄与す ることがわかる｡

⑧ q⊥ Hの場合

長波長,弱磁場の場合 R.P.A.で求めたプラズマの分散関一係に対する

exchangescatteringの補正は

AQJ=_
埠+26,Zc
2Nもa･cJw昌+W2C

∫
n･py･pz･o妄'vLOI (nl

n･pz,o)〔>′･Nn+1,pz･q-N
(n十 1)(nl+ 1)Uel(nnl',,?,)

･U-ei (:1ニ 11 :0. ) (Nnl十 1 ,｡ 〆 e z ,O-LNn1-,｡ Z.ez,0･)

-(n･1).(" ei(-:I.i,Z)･2- ･U el (:1',0.)l2)Nnl,｡Z十ez,0 〕･ (43,

(43)式からわかる様に q⊥Hの場合にはexchangescatteringはqの 0次に寄与す

る｡ しか し磁場 Hを零 とすると次の理 由では3)式で与えられる Awは消える∴こ

のことは磁場の無い時の電子気体 のプラズマの分 散関係に対する eXChange

scatteringの寄与は波数 qの2次か ら始 まることから当然である｡フェル ミ分

布関数を f(8日=かくとH-0の極限で

- ユ2-



磁場中の軍子気体のプラズマ分散

Nn･1,pz,0-Nn･pz,0-f一(塑 +(n+1+‡ )hwc-gppOH)2me

- i (芸 .(n･‡)hwc-g- )

-hwc f･(塑 )
2me

この式 を用いると(43)式の右辺 の分母 の wcはキャンセル して消える｡更に

Upi(nn+-･･Z)はラゲ-ルの多項式 LT･-脚 ､いて次の様 に表わされ

Uel(:+-器 Uel(nh.m:Z)-(I.,-(f2)号e-'e-,2, J4

>/~盲了
×

Jt(n+m)pp.II3~~Lm-.n(i2)
_2

ここで 2 -(41 /α )2- chei/(eH),､n>0,m>0,磁場 H-0のとき

e-2- --とな空 きUeiLnニ-‥Z) -OとfZ_?為- え 諭 ,Aw

は消える｡

㈱

㈹

§ 4 結 論 ノ

我 々は拡張された R.P｡A.により磁場中の電子気体のプラズマの分 散関係

に対する exchangescattering･の寄与を運動方程式の方法で調べ,長波長の極

限や波数 qが磁場Hに平行の場合は qの2次に寄与 し,垂直の場合はqの0次

に寄与することを見出 した｡後者の寄与は磁場が無い場合には現われなかった

ことである｡

この原稿を読み,議論 して下さった志水正男教授に感謝致 します｡
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長谷川武光
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