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§1. コヒー レン ト状 態お よび位相混合状態のエン トロピー

ボーズ粒子 の生成 ,消滅演算子 a十,aは交換関係

〔a,a十〕-1 (1)

をみたす｡これらの演算子 に よ ｡,個数演算子 をNop … a + a と定義すれば ,

Nopの固有状態として, in> が存在し･それ らは,
a+alri>- nln> -(2)

<nfm>= Sn,m (3)

をみ たす ｡演算子 aお よび a十の行列要素は, frrc,に よる表示,つま り,個数

表示 (occupationnumberrepresentation)を用いれば ,

<m回 n> - VT∂m,n- 1

<mla+tn> - ～/m 8m,n+1

と書 くことができる｡これ らの状態 In> の一次結合によ り, a,a十の固有状
1,2)

態 をっ くることができる｡すなわち,コヒー レン ト状態 とよばれる状態 ,

Jz≫ - 巨eiO≫ - exp(寸 zi2)芸｣ ㌢ 'n, (6a)
n=o (n日 2

お よび

は ,

. - (-Z米)∩

≪ zJ= ≪ reiel- ap(-‡･'zE2)n蔓o｢ <ni (6b､)

(n!)2

aIz≫-zlz≫ , ≪ zJa+- Z米≪ zl

≪zlz,3>- 1
(7)

とい う関係式 を満足 している｡ ただ し,Zは任意の複素数 である｡ 状態 Iz≫

紘 ,恒等式
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統計光学におけるコヒーレント表示について

i = ⊥ fwr｡,.r2芸o巨｡iO≫ ≪ r｡iel
7Z'o o

=⊥′d2zlz≫≪zi7T (8)

をみ た しているので,完備系 をな している と考 え られるが , 芦はすべ ての複 素

数 を取 るこ とがで きるので .過剰完備系 (overcompleteset)をなす ｡ また,

zキ z′とすれば

≪ zit≫ - ap ト ‡=zZ2+lz,l2)十izz,Lei(e'ie)) (9)

となるので直交 してはいな い ｡

密度演算子 ,

p 三 iz≫ ≪zI
Z (10)

紘,コヒー レン ト状態 とい う一つ の純粋状 態 をあ らわす密度演算子 と考 え られ

る ｡ n個 の粒子 を兄 いだす確率 は ,個数表示 による β の n番 目の対 角要素 ,
Z

･nlpzin> - ex｡ト izI2,f n> o (n-0,1,2,･･･… 1)

で与 えられ ,これ はポ ア ッソン分布 であ る ｡ β のエ ン トロピーは, もちろんゼ
Z

ロである ｡

sニ ーktr〔βzlogpz〕- 0･ (k :ボルツマ ン定数 ) (12)

次 に , aの位相 に不 定 さが ある状 態 を考 え る｡簡単 のた めに ,二つ の位相角

β1,β2 のいずれ か を取 る状態 を考 える と,この状意 をあ らわす密度 演算子 は,

27T 1

p(1･2)-fdO･i-i∂(O-01)+♂(0-021ilz≫ ≪Z｡ C1キ 02)ロ
1
2

-1 .
暮zl≫ ≪zll+-iz2二参≪Z2i2

ただ し,

zl-reiOl, Z2- reiC2

で ある｡この状感 のエ ン トロ ピーは , 〟(1,2)の固有値 を
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とすれば,

r(A-‡(1封 ≪ Z.Ez2≫ ｡

さニーkir(+)logr(+)+ r(- ) logγ(｣ l>o

(14)

(15)

とな って ,当然 のこ となが ら純粋状態 βZ よ りも大 きくなる ｡ しか し, (15)

の Sの大 きさは ,位相 角 β1,β2の値 に よ り非常 に異 な っている 0

01= 02であれば , Sは小 さいが, C2～～ 01+7Tでは大 き くなる ｡ す なわち

Sの大 きさは ,位相 角 の分布 によって異 な る｡これ か ら, さらに一 般に ,消滅

演算子 aの位相 が n個混 ってい る状態 のエ ン トロ ピーは , β1= 02= 05～～

～～ On で あれ ば , Sは小 さ く, n個 の位相 角 が,一様 に分布 していれば ,Sは

S= klogn

とな ることがわか るで あろ う｡

さ らに ,位相角が ,ラ ンダムに分布 す る状態 の密度演算子 は ,

27T

pr-去Ir. d畑 Z≫≪zl
で与 え られ.るので, これ を用いてエ ン トロピー を計算すれば ,

SニーklzI2(loglzJ2-1)+kexp(-izl2)

㍗.｡Xp(lzl2｡白t)-1

1-e-t

(16)

(17)

ーt

+ Izi2｡Ⅹp(izJ2)〉3-dt
t

(18)

とな る｡ このオーダー を当ってみ る と,

Izl2logJzl2<S<届 2(1+izJ2-logiz否

で あ ることがわか る｡ (17)によ り,粒子 の個数 の平均 値 を求 めれ ば ,

云- trprNop- lz12

とな るので, Sは個数 の平均値 だけに よることがわか る ｡
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§2.真空 中の電磁坂 に関す る密度演算 子
I
これまでは, jzfが一定 と一い う状態 をあらわす密度演算子だけ を論 じて来た

が ,以下では, βだけでな く‡Z‖)変化す る場合 を考え る｡ 単一 モー ドの真空
中の電磁場の状態 をあ らわす密度演算子は,コヒー レン ト状態 の過剰完備性 を

1,2)

用 いて, "対角型 "演算子 としてあ らわ され る｡

p- ′d2Z¢(zHz≫ ≪ zi

∞ ≡ β(n,n′〕(n!n′!)
¢(Z)-∑ ∑

ただし,

n-On′- 0 (n+n′〕!27Tr
exp (r2+i(n/-n)0)

(21)

･ ｡ 一芸 )n'n' 8 (川 ( 22)

対 角型密度演算子 (21)の重要な性質 は,ノーマル ･オーダーに並 べ られ た生

成消滅演算子 か らなる任意 el演算子 の統計的平均 を計算す る場合 , aは Zに,

a+は Z米に置 きかえて計算できることである｡ たとえば ,

tr(p(a十)nan)- tr〔/d2Z¢(Z)iz≫ ≪ zf(a+)nam〕

- ./d2Z¢(Z)(Z米)n zm (23)

以 上の議論は,多重 モー ドの電磁場 の場合 にも容易に一般化 できる｡

密度演算子 (21),(22) を用 いて ,たとえば ,真空 中の電磁場 の相関関数 /

を計算する場合 ,電磁場 の演算子 が C-数 に置きかえ られるので,相関 関数 は,

見かけ上古典論によるものと一致 する ｡ このことか ら, E.C.G.Sudarshanは ,

コヒー レンスの理論 にお ける量子力学的記述 と,古典論的記述の同等性 を主張
2)

しているが,このよ うな同等性 は,一般には成立 しない ｡ (22)の ¢(Z)は,

8(r)を含むので, izi- oだけ を取 るこ とにな り, め(Z)は古典 的な Zの分

布 関数 とは考 えられない ｡ また, n, n′についての和が あるので,光子 の概

念 を離れて計算 を行 うことはできな い ｡

しか し,ある種 の統計的状感にある電磁場に対 しては ,そ の古典的お よび量

子力学的記述が全 く同等 であると考 え られる ｡ 以下 に,このような同等性 が成
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り立っ例を示す ｡ 電磁場 の統計的状態 をあらわす密度演算子 が個数表示 におい

て対角化 され る場合を考 える ｡

∞

pD- ∑β(∩,n) ln><nl
n三〇

ここで,さらに,対角要素 p(n,n)が

12

p̀ n,n)=･t Anダ ス̀)dA (0<パ < 12く 1'-

(241

(25)

とあらわ され ると仮定す る ｡ ここで, g(日 は正値 の関数 とす る｡ このような

演算子 βDは ,コヒー レン ト状態 を用 いて,対角型 にあ らわす ことができる｡

pD-′ d2Z ¢I) ( L芦 H z≫ ≪ z l

ス2

め,(Z)-I dl旦建 expiizi2(1-‡ )i
11 7T

(26)

(26)における ¢D(Z) は,非負の関数 であ り,また, (22)と異 なって光子の

数 についての和 を含 まない｡ したが って ,光子 とい う概念 を全 く無視 して,古

典的 な Zの分布関数 と考 えることもできる ｡ 他方 , ¢D(Z)は Z の位 相 には よ

らず , lzl2だけを含 んでいるO (20)によ り tzi2は光子 の平均個数 の分布 を

与 えているとも考 え られ る ｡ すなわち, βD であらわ され る電磁場 の状態にお

いては,た とえば,相関関数等 を計算 す る場合 ,古典論的記述 と,量子論的記

述 は完全に同等であ る. このよ うな状態 にある電磁場ーの具体的な例 として,空
2,5)

洞福射 (Blackbody Radiation)がある｡
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