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§2. 臨界現象

｢ 相 転 移 現 象 ｣ Ⅱ

九大理 森 肇

2.0･序

臨界旦の存在は, §1の〔亜〕Bで論 じたように, 相転移の基本的な性質の一つであ

る｡臨界点は熱力学的不安定点であり,熱力学関数の特異点となる｡(一次の相転移点

は熱力学関数の特異点ではない｡ )この臨界点の近傍では諸種の異常現象が現われ,そ

れらを "臨界現象〝と称して,最近実験,理論の両面から活発に研究されている｡その

基本的問題は何かを考えてみよう｡

a)古典論の破綻

相転移の古典論と-して,良く知られているように,

1.0気体一液体転移に関する寸anderWaalsの理論 (1873)

2.0強磁性に関するWeissの理論 (1907)

3.0合金の秩序無秩序転移に関するBragg-Williamsの理論 (1934)

がある｡合金の秩序無秩序転移は反強磁性転移に対応しており, orderparameterに

共役な外場 H酎 ヒ学ポテンシャルである｡従って §1の 〔∬〕Bで論じたように,20と

30とは本質的に同等な現象を議論 しているといえる｡また,loでは分子間の引力だけ

でなく分子が大きさ,つまりhardcoreの効果を, 格子模型を導入し一つの格子点に

は一つの分子しかこれないとすることによって表現すれば,つまり格子気体を導入すれ

ば,20の理論は,相転移の側面に関する限り, 10のvanderWaalsの理論に含まれ

てしまうといえる｡このように上記 3つの理論は同じ性格をもっものであり,これらの

理論が臨界点附近で共通にもつ,自由エネルギーの解析的性質を抽象 したものとして

Landauの現象論 (1937)がある｡

古典論は,このように,､相転移に関して統一的な観点と結果とを与える｡臨界現象を

特徴づけるものとして,まず,a,P,Tという臨界指数 (critical,index,既pOnent)

を導入する｡強磁性転移を例にとれば,臨界点T｡の近傍で零磁場比熱を

-206-



森 肇

cH=0-6-a, (e≡lT-T｡1/Tc),

自発磁化 (磁化密度の Z成分MOの平均値 )を

詠 ～ SP,(T<Tc)I

等温帯磁率を

x～8-T

とする｡ βは下図に示した共存領域の,Tc近傍での

T

共存O
a) 強磁性転移

存

b) 気体一液体転移

(1)

(2)

(3)

形をきめる指数である｡b)図の一点鎖線は共存領域の中心線を表わしp-T相図におけ
ヽ

る気体一液体転移線の傾きに対応して傾きをもっ｡定磁場比熱および等温帯磁率はそれ

ぞれェネルギーおよびorderparameterの揺ぎに比例し,

CH
-kBT2V

< (LU-<LU>)2>,

1

I-両 耳 <(MO-<MO>)2>,

(4)

(5)

ェネルギー〟,orderparameterMOの揺ぎの強さを表わす｡気体一液体転移の場合

には定積比熱･粒子密度 (〟-pc),等温圧縮率をとればよいoこれらの指数はまた臨界

点近傍におけるorderingの様子を表わすと考えてよい｡つまり,αはshortrange

orderの揺ぎの相関成長を,βはT｡の下でlongrangeorderの消失を,rはlong
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｢相転移現象｣Ⅱ

orderの揺ぎの相関の成長を表わすといえる｡

古典論は模型によらず次のように同一の値を与えるO

α-0, β- 宛, γ-1｡ (6)

(α-O は発散がなく,定磁場比熱が不連続に変わることを意味する.),特に重要な

ことはこれら臨界指数の値が,

[1] 次元によらない｡

[2] IsingかHeisenbergスピンか,また, 格子模型か連続体模型かによらない.

つまり相互作用の対称性によらない｡

[3] 相互作用の forcerangeおよび強さによらない｡

ということである｡しかし, 1次元では相転移 しない模型が可能であり, [1]は古典論

の欠陥であることが古くから知られていた｡また,最近, Isingスピンと等方的Hei-

senbergスピン系とでは臨界指数の値が異るだけでなく, 相転移の様相も異ることが

明らかとなった｡例を挙げれば

表 1

次元~ α β γ

3D Ⅰsing 鰭 A % 級数展開法

_2D Ⅰsing Q+ ■% 7左J 厳密解
Heisenberg LRO な し

1D Ⅰsing Jij-1/Rl+S(1>S>0)のときには相転移あり.
Heisenberg LRO な し

o十は対数発散 Pneを意味するo

気体一液体転移に関する格子気体模型と連続体模型とはそれぞれ強磁性転移に関する

Ising模型 と等方的 Heisenberg模型とに対応すると考えられる｡実際,気体一液

体転移の実験値は等方的Heisenberg模型が良く成立つと考えられる反強磁性体の

実験値 (上記の表 )と殆んど同じ値を与える｡実験としては,気体一液体の場合がは
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るかにきれいなものがでる｡液体はきれいに出来やすく,また異方性の問題が少ないか

らである｡上記の表のように,古典論の特徴 [1],[2],[3]､のいずれもが準定的に破

綻 した｡重要なことは,臨界指数の値が(6)からずれたということやはなく,古典論の

もつ統一性が破れた,ということにある｡

b)統一的理論の可能性=========±±==…

古典論に代る,新しい統一的理論は現在いろいろの観点から探求されている｡そのよ

うな理論の可能性を示唆する事実もいくつか見つかっている｡(6)および表 1の臨界指

数の値は,いずれの場合も

α+2β+r-2 (7)

の関係を満す｡その他後で述べるように,臨界指数の間に,模型によらない諸種の関係

式が見出された｡このような簡単で普遍的な関係式が成立っ基盤を明らかにするために

scalinglawとい う観点が捷案され, 現在それを中心または起点として諸種の研究が

展開されている｡

場所rにおける磁化密度の 主成分の揺ぎをSMO(r)≡ MOk)-<MO>とすれば,波

動ベクトルkをもつ不均一な磁場に対する帯磁率は

xk-志 I<8MOh'8MO(r′),ei･k.r′dr′,

顧 ‡<唖 2,,
1

(8)

(9)

とかける｡ここにM&は SMO吐)のフ-リェ成分であるok- 0の極限で,xkは通常

の一様な磁場に対する帯磁率xに一致する｡その収欽の様子は, 2.6節で示すように,

∬k=
(1/∫)十 B k2

(10)

で与えられる｡これは次のように解釈できる｡いま下図のように原点Oのスピンを仮想

的に固定すると,
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｢相転移現象｣ 丑

5iZI
e-(R/I)/R

F ニ ー全二重二 包=二
3

その隣 り1のスピンは交換相互作用のために上をむく傾向にあるが,熱運動のためにそ

の平均値は少レトさな値をとる｡その隣りのスピンの平均値は更に小さな値をとり,図

のように,次第に減少するスピンの平均値が得られる｡この曲線は原点から十分に離れ

た所ではS｡r｡｡n｡d｡oulombtypeIe-(R/f)/Rで表わせる｡ここにEは相関距離で

あるoこれは, ∂MOk)の値を固定したときのSMO(r')の平均値<8MO(r′)>SMOk)

を与えるから

<8MO(I)∂MO(r′)>-A｡-(R/E)/R (ll)

であることを意味する｡ここにR-Ir-r′tである｡(ll)のフ- リェ変換は良 く知

られているように(10)式のk依存性を与える｡臨界点Q)jE傍で,1/xが 8γに比例し

て零となること広 <IM&I2>がk2に逆比例して異常に大きくなることを意味する｡
また相関距離 Eの･温度依存性は

f～ ノア～ 8-y, (y-γ/2) (12)

で与えられ,Eは臨界点に近づくにつれて異常に大きくなることがわかる｡

臨界点の特徴は,このように,その近傍でorderparameterの長波長の揺ぎが異常

に大きくなることにある｡実際,強磁性体のキュリー点の近くで中性子線の磁気的散乱

が異常に大きくなったり,気体の臨界点の近 くで光の異常散乱 (臨界蛋白光 )がおこる

のは,それぞれ,磁化密度および粒子密度の長波長の揺ぎが異常に大きくなることによ

る｡蔽界現象は,このように,長波長の揺ぎが異常に大きくなることに起因し,したが

って,体系の詳細な構造には依存しない簡単な法則が成立っ可能性がある｡ここに種々

の体系のいろいろな臨界現象を塵二塾に取扱える可能性がひそんでいるといえる｡sca-

linglay,(および極 く最近の Wilsonの理論)は,臨界現象のこの特徴を具体的に捉
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えたものであり,本格的な理論をつくるための素地が用意されてきたと考えられる｡な

お,相転移が起るかどうかやTcの値を決めるもの払 §1〔Ⅳ〕で議論したように,基

本的に特connectivityであって体系の詳細な構造に依存する｡相転移が起るときには,

臨界点近傍における諸種の発散を決めるものは臨界変数の長波長の揺ぎである,という

ことである｡

C)動的臨界現象

大きな揺ぎが起るためには,既に起った揺ぎがdecayL難いことが必要である｡ 従

って,大きな揺ぎが起る臨界点の近傍では,非平衡状態の平衡-の緩和が異常に遅くな

る｡この現象をcriticalslowing-downとよぶ｡ 例 として磁化密度のZ成分の揺ぎ

を考えよう｡そのフ-リェ成分Miの時間変化?式は:,波長kが非常に小さいとき,

dM&/dtニーTkMi+fk(t) (13)

とかけも｡ここにfk(t)は揺動力であり,揺動散逸定理によって,減衰常数 γkはその

時間相関によって

1 ∞

/<fk(t)fi(0)>dt
< lM針 2 > Joγk (14)

と与えられる｡分母の< lM針2> は帯磁率 xkに他ならないので,臨界点に近づくに

つれて減衰常数 rkは異常に小さくなることになる｡ ただし揺動力の時間相関は帯磁率

に比べると弱い異常性しかもたないとした｡このようにcriticalslowing-down は

orderparameter(一般に臨界変数 )の臨界揺動の動的側面を表わす｡

lo輸送係数の臨界異常

実は揺動力の時間相関も,帯磁率ほど強くはないにしても,臨界異常を示す｡それは,

揺動力 fk(t)の中に･モー ド間相互作用によって例えば

-'雪vkpM純 一p (15)

の様に波動ベクトルの異るフ-リェ成分からなる非線型項が含まれているからである｡

ここにM±は磁化密度の横成分を表わす｡~波数pが小さいとき,この非線型項?揺ぎ

も異常に大きくなるため, (14)の分子からも臨界発散が現われる可能性A.;ある｡そこ

で揺動力を
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fk(t)=Rk(t)+qk(t)+ (干渉項 )

｢相転移現象｣ Ⅰ

(16)

の二つの部分に分けよう.ここにRk(t)は短波長成分だけからなる完全に randomな部

分で,臨界揺動を含まない部分であるo qk(t)はMgの長波長成分だけからなる非線型
部分であり,輸送係数の臨界異常を与える部分である｡第三項はそれら二つの部分の干

渉項である｡そのとき減衰常数は

γk=rK+サk

J'<qk(t)qi(o)>dt

(17)

とこつの部分に分れる｡ここに桟 は Rk(t)の時間相関で決る部分である｡サkは非線

型揺動力 qk(t)の時間相関によって決る部分であり,

1 ∝'

+k
< IMil2> Jo

(18)

と与えられる｡なおこのように簡単に分離されたのは,中間波長成分の寄与を問題にし

なかったからである｡ γkは中性子線散乱によって測定されるが, 最近の精密な実験に

よって･γkの温度依存性は<lMil2>の臨界発散だけを考慮したものより弱く,(18)
の分子も異常増大を示し分母からぐる異常を弱めることが明らかとなった｡

モー ド間相互作用により揺動力の臨界発散が顕著に現われる例として,超音波毅収の

臨界発散や反強磁性体のESRの巾の異常増大がある｡ これらの現象の特徴は,注目し

ているモー ド,例えば音波のモー ドa芸がorderparameterではないことである｡そ

のため(14)の分母は臨界異常を示さないが,揺動力 fk(t)の中には･モー ド間相互作用

によってorderparameterの長波長成分~が這入ってくる｡そのため(18)の分子だけ

が臨界発散を示し,それが超音波吸収やESRの巾の異常増大をもたらすこととなる｡

気体一液体転移の臨異点における熱伝導度の異常増大や臨界溶液における粘性係数の異

常増大も事情はいま述べたことと同じである｡

このように,緩和常数や輸送係数をきめる揺動力の中に臨界揺動を示す変数の長波長

長成分が含まれ,それが臨界異常の修正または臨界異常そのものをもたらすわけである｡

したがって,ここでは

[1] 臨界揺動を示す変数 (orderparameter,エネルギー密度等 )および粒子密度,

運動量密度など保存則を満すマクロな変数との間のモー ド間相互作用による非線型

項の柄ぎをとりいれること｡
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[2] これらの変数はいずれもslowly-varyingモードだから,例えば(18)の時間

積分にあたり,それらのモードの life-timeeffectsを正しくとりいれること｡

が必要であるといえる｡これはまた揺ぎの非線型動力学の問題に他ならないが,線型輸

送係数を決める揺動力の時間相関を問題とする限り,明確な基礎の上に議論できるはず

であり,今後の発展が期待される｡

なお金属強磁性体反強磁性体でみられる電気抵抗の温度微分の異常増大や強誘電体,

絶縁磁性体でみられる熱伝導度のdipも,高次の異常ではあるが,本質的には今述べた

ことと同様な問題である｡

20 dynamicscaling laws

動的臨界現象も,このように,臨界変数の長波長の揺ぎに起因する｡そこで

scaling lawを動的現象に拡張する試みがFerrelletalおよび Halperin&Ho-

benbergに¶よって行なわれた｡まず (10)式が

<IMkal2>-E(r/y)fa(kf) (19)

の形にかけることに注意しよう｡ここでαは0,士であり･T｡の下では関数 fα(Ⅹ)紘

Z成分と横成分とでは異る｡しかし一般に

fa(x)～
const, (x<1)
Ⅹ-(γ/y) , (Ⅹ≫ 1) (20)

なる性質をもつ｡つまり(19)はkと1/Eとの斉次関数であるO(19)を拡張して,時

間相関関数の long-timetailが

<Mka(t)Mka*>/<lMkal2>-Fα(tzk･kf) (21)

の形をもつと仮定しよう｡ここにzkは特性複素振動数であり, kと1/Eとのある斉

次関数

zk-E-0gα(kf) (22)

であるとする｡この仮定は波数 kを1/Eで,時間 tを1/zkでscaleすればもはや波

数にも温度にも依らない一定の関数 Fα(Ⅹ,y)がえられることを主張する｡しかも特性

振動数の次数βは臨界点の上下をとわず,またスピンの縦成分横成分をとわず一定の値

をもつと主張する｡臨界点の下ではスピン波が存在する､が,その振動数および臨界点の
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｢相転移現象｣ Ⅰ

下および上における縦成分の減衰常数はいずれも波数と温度の依存性が(22)の型をも

ちしかもβが同じというのである｡このような簡単な法則は通常の集団運動では見られ

ない興味深いものである｡なお強磁性体ではβ- 餐,反強磁性体ではβ- % がえら

れる｡これらの結果は中性子線乱の実験とよく一致し, scalingの仮定が正しいことを

示している｡この仮定の理論的研究も,関数 gα(x)およびFα(Ⅹ,y)を具体的にきめる

ことも含めて,いろいろの観点から研究されている｡この問題もまた長波長の揺ぎの罪

線型動力学の問題に他ならない｡

d) short-rangeorder効果

臨界変数の長波長の揺ぎによる臨界現象を眺めてきたが, しか し相転移の面白さは
､＼

short-rangeorderにあるともいえる｡相転移を起すのはconnectivityによる協力

性であり,それを的確に表現するものとして shor卜 rangeorderが必要だからである｡

希薄強磁性体の臨界濃度の問題はその典型的な例である｡とくに等方的Heisenbergス

ピンの場合には, connectivityによる協力性と長波長の集団モー ドによる揺ぎとの間

の競い合いで臨界濃度がきまると考えられる｡

長波長の揺ぎに対するshort-rangeotder の効果を正しく取 り入中ることは静的

又動的臨界現象のミクロな理論をつくるときにも必要であるが,そのためには,短波長

および中間波長のモー ドを順次繰 りこむ方法を見出さねばならない｡

2.1 orderparameters

種々の例におけるorderparameter甲とそれに共役な fieldH を表に示す｡

fer romag. ferro′mag.
JH> IJ⊥ l J⊥>IJrlt

甲 MZ MX

Antiferomag. Gas-Liquid

M′-MA-M昌 〟 -pc
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He Ⅱ 超 伝 導

++&) 可 吐)可 k)
(condensateのwaVefu.) (CooperpairのwaVefu.)

EXcitonicphase N 液晶

+a'&)+a(I)(.電子空孔対 ) P2(COSβ )

1atticedistortion 液体-U固体

SoftphononのCreationOp. 5体分布函数

この表でわかるようにorderparameterに対するconjugatefieldは磁性体の場

合などは物理的に明確だが,むしろまだはっきりしていない例の方が多い｡又必ずしも

orderparameterを使わない理論もある｡例えば二次元 IsingのOnsagerの厳密解

にはorderparameterの観点は使われていない｡ だから数学的に厳密であっても結

果の理解はむずかしいともいえる｡ §1の 〔∬〕Bで論じたように,orderparameter
とそれに共役な fieldを導入すれば,種々の相転移の間に際立った simi′larityが成立

つ｡そこでここではorderpar･ameterの観点を進ゆる立場をとる｡ そのために次に

orderparameterの性格を規定していくことにしよう｡

細 目L由エネルギー Gl(T,Ⅹ:甲)
Gibbsの自由エネルギーは intensiveな量を独立変数とする｡

dG-~SdT~与ⅩidXi~qdH

-215-

(1)



｢相転移現象｣ Ⅰ

ここでⅩiは｢駿に外場,圧力等を表わすものとする｡orderparameterを積極的に

取出すために,これにルジャンドル変換をほどこしたGlという量を定義する｡

Gl … G(T,Ⅹ;H)十 qH,

dG1 - -SdT-∑ⅩidXi十Hd甲
1

相転移の特徴は縮退した状態 (二相共存 )が現われるということである｡統計力学的に

いえば,位相空間はergodicでみなすべてつながった領域であるが,それが相転移にな

れば互いに独立なマクロな領域にわかれてしまうのである｡わかれてしまったこれらの

マクロな領域の一つ一つを区別する,すなわち縮退を区別するのがorderparameter

というわけである｡だから相転移の議論にはorderparameterの助けが必要である

といえる｡そのためにGlを導入したのである｡

㈱ phasediagram

Hをあたらしく座標軸にとれば臨界点の近 くでは一般に下図の様である｡

今,二重線の矢印に沿って共存線を横切るものとする｡そこでは firstordertra-

nsitionが起こる｡共存線の下側の量をtwodash,上側の量をdashをつけて表わす

ものとすれば,次のClausius-Clapeyronの式を得る｡共存線に沿って
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(漂 う｡-

臨界点ではAs,J佃 共に zeroになる.

(4)

紅)共存領域

でをとれば共存領域がひらいてくる｡簡単のために,以下H-T spaceでの共存線の

勾配が zeroの場合を考える｡ (適当な変換を行なえばいっでもそうもっていける｡)

A,Bでの甲の差が 加 であるoもちろんTcの近 くでAで→ 0となるo このとき次の

ようにβを定義する｡

Aで ～ (Tc-T)β, (β>0)

D) Isotherm (等温線)
での平衡値は次の式で決まる｡

(% )T,X- H

これを符について解いて

す- 袖 (T,Ⅹ)

-217′-
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｢相転移現象｣Ⅰ

ここで特にT=T｡curveの原点付近の曲率は重要な意味を持つ｡ そこで次のような

criticalindex∂を定義する｡

H ～ sgn†有)･凧 8, (T-Tc) (8)

(E)GI VersuS 甲

共存線上で班が0である場合を考える｡

Glを甲の関数として措くOその場合(i)homogeneityconditionを/課すか,(ii)二

相共存を許すかで,Gl曲線は違ったものになる｡

A ち

-2181
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(i)の場合二つの localminimaA,Bが現われ,(ii)の場合共存線ABが現われる｡(ii)

の場合をいろいろの温度で描けば,下図がえられる｡ここで斜線部は共存領硬であり,

2.2 熱力学的不安定性

その境界を示す点線の原点附近の曲率は,臨界

指数βで表わされているわけである｡

なお,気体一液体転移などの場合のように共

存線上のDfo(T,Ⅹ)がzeroでない場合には,

Glの代 りに,

【id
Gl …Gl(甲)一甲Ho

を考えれば,上と同様な図がえられる｡

臨界点は熱力学的不安定点であり,そこでは次の関係式が成立つ｡

(豊 )T,Ⅹ-(謬 T,Ⅹ-0

(9)

(10)

homogeneityconditionを課すことにして, vanderWaalsloopを措 くと, 一階

微分 zeroの条件からは下図のように二つの解が出る｡

B / ー

/ A

二階微分 zeroという条件は上の二つの極値が一致することを要求する｡ したが､つて

∂>2でなければならない｡
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｢相転移現象｣ 亜-

以上の議論はhomogeneityconditionを課すならば,いつでも成立っものであって,

決 して古典論に特有のものでもないし,近似理論に特有のものでもないことに注意すべ

きであるoなお有限系ではdomairの表面エネルギーの分だけhomogeneousstateの

自由エネルギーが低 く,このような条件なしにmetastablestateが現われうることに

なる｡

criticalindexを定義しておく｡

I- 1 - Lil-.(票

C斑- o ≡ - Lijm｡

)T,Ⅹ～Er(T>Tc)･Eγ′(T<Tc)
(ll)

･(32 )H',Ⅹ～ 8-a(T,Tc,I6- a′(T<Tc) (12,

′γ

吉

誓

､

T

｣

児
./′′′

＼ヽ

転移点の下から近づ くー場合にはdash

をっけて区別する｡

ここで実は大きな仮定が入っている｡それは zero磁場の帯磁率が定義できるというこ

とであるが,その保証はあるかという問題である｡確かにその保証がない場合がある｡

たとえば等方的な強磁性体の spin波領域では-様な帯磁率は定義できない｡磁場がな

いとき,波動ベクトルkの Fouriercomponentを持った sinusoidalな磁場に対す

る帯磁率は 1/kに比例する｡ (もちろん克 - 去 )o
このときには小さな波数の所で帯磁率は発散する｡Tcの近くではGre･en関数の方法

で計算 してみると,平行の磁場では1/kの発散を示している｡このように ordered

stateでは,必ずしもr′を定義できない可能性がある｡classicalの場合でもBerlin

-Kacの sphericalmodelの場合には結果は同じで,磁場に直すと一般に1/v/豆 の

発散がある｡この間題は実は symmetry-restoringcollectivemode の寄与 と関
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係 している問題で,等方的なHeisenbergmodelとか,Ⅹ′-Ymodelのときに現わ

れるわけである｡

2.3 criticalindices

理論および級数展開法による値を表にしておこう｡

T<㌔ T-Tc T>-Tc

α′ β γ′ 〝′ ♂ 甲 α γ 〟

古 典 論 0 -⊥不連続 2 1 12 3 00 不連続 I 12

3-dⅠsing(RPA) 12 1

3丁dHeisenberg(RPA) 0 2

2-dⅠsing 0+ ⊥8 _ヱ_14 1 15 ･⊥4 0+ エ4 ･1

(級数展開 ) 16 16 i盲 5 18 8 4 14

3-dH6isenb_erg(級数展開)S.-%S-cx3 0.080.0750+0+1.361.330..740.70

但 し 0十は対数発散を表わしている｡

ここで注意することとして, 2-dlsingではαとα′,rとγ′が同じであるが, 3

~dlsingではそうでないということがある｡なお 3-dHeisenberg でも級数展開に

･よる推測があるけれど, Isingの場合とは違って,長波長のゆらぎの寄与が重要だから

級数展開の結果はあまり信頼出来ない｡
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｢相転移現象｣i

2.4 臨界指数に対する不等式

臨界指数の間には一般に次の不等式が成立っことを証明出来る｡これは熱力学の範囲

のことなので,臨界指数が存在するということさえみとめれば,ごく一般的に証明でき

るし,又 modelにもよらない｡

α′ 十2β十γ′≧ 2,

criticalindexの表にあたってみるとわかるように,この式で等号が成立っている可

能性が強い｡

(1)仮 定

Cで-T(A )で--T(謡 う甲 ≧0･

x-1-(% )T-(% )T≧0

(15)

(16)

例えば磁性体のときに払 反磁性項を無視 して,すなわち-ミル トニアンにおいて磁場

について2次の項を無視した範囲で,いつでも帯磁率の逆数が正であるということを,

統計力学的に導くことが出来る｡というわけだが,一般にはこれは仮定である｡

(2)証 明

簡単のため(票 うO-恥 -0とする｡T<Tcを考えるo

一甲.(T) 0 %(T)
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共存線上では(すなわち I引 く 甲o(T)では )状態が縮退 しているから

Gl(T,7)-Gl(T,_0)≡ GIO(T)

共存線の近傍 (回 >～甲｡(T))では展開して

Gl(T,甲)-GIO(T).与x-1[ギーで.(T)]2十･･･
ここにJは零磁場帯磁率であり,またHα-0を使った｡

さて図のようなTl,T2,甲1,甲2を導入する｡

(17)

(18)



｢相転移現象｣ 亜

上の図でAQ≦A′Qだから,ただちに

Gl(T2,か1)≦Gl(Tl,甲1)- (T2- Tl)S(T1,で1)

同様にしてI

Gl(Tl, 72)≦Gl(T2,-甲2)-(T1-T2)S(T2,符2)

但し(∂Gl/∂T)で-⊥Sを用いたO共存領域ではGl(T,q)は orderparameter甲
に依らず温度のみの関数 となるから(例えば図のB点とC点ではGlの値は同じ)

Gl(Tl,甲1)とGl(Tl,72)とは等しい｡このことに注意 して,上の二つの不等式を

辺々加えると,次の不等式を得る｡

Gl(T2,71)-Gl(T2,で2)≦(T2-Tl)[S(T2,甲2)-S(Tl,甲1)]

状態の縮退を考慮すると

Gl(T2,で1)-G10(T2)≦(T2-Tl)[sO(T2)-SO(Tl)] (19)

これが基本となる不等式である｡

Gl(T2,で1)について 回 >～Q.(T)での展開式 (18)を代入し,(T2-Tl)2で辺々

割 り算すると

1 _1′甲1- 70(T2)
I-1(
2 ル ＼T2lTl

SO(T2)-SO(Tl)

T2-Tl

ここでT2-Tlの極限をとり,TlをあらためてTとすることにすれば,

i x-1 (普 )2≦i cH- . , (H-0)

両辺の対数を取って,辺々-Pne(>Ofore≪ 1)で割ってやると,

pnx-1 n Pn(篇 -)
- 2

PnE PnE

先に定義したcriticalindexを用いると

-r′-2(P-1)≦a′

伽 CH= ｡

Bn8
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すなわち(13)の不等式をうる.〟

今度は(19)においてTlをとめておいて(Tl-T),T2→㌔ とすると,

Gl(Tc,7.)-Gl｡≦(Tc-T)[sc-SO(T)]

左辺は

Gl(Tc･70,-GIC-f o (普 )Tcdq
符o

= I 甜Tc dq0

∝ qoS+1∝(TcニT)β(8十1)

但しqoが′J巧 い(TがTcに近い )場合について考えているo他方右辺は

sc-so(T,-,TTc(A)H=.dT
TccH-o
T T∫ dT∝(㌔ -T)

-α′+1

したがって不等式 (21)の両辺/の対数をとり,辺々-PnEで割 り算するならば

-β(8+1)≦-(-a′+2)

すなわち(14)の不等式をうる｡〟
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｢相転移現象｣ 井

もっとmicroな観点から明らかにすることは,特にdynamicな現象を考えるときに

必要で,そのときにはpair-correlationを考えなければならない｡しかし,critical

indexについて現在のところ確実に言えるのはこれら不等式だけである｡そこには㌔

の下に特有の量だけが入っている｡但 し,∂という量はT-Tcでの状態曲線からきま

る｡転移点の上でのα,γについては何も言えていない訳だが,これを言 うには仮説が

必要になる｡その考え方については次節で紹介する｡

2.5 新しい臨界状態方程式 (斉次性の仮定 )

臨界点の近傍を考える｡まずLandautheoryにならって自由エネルギーGl(T,甲)

をorderparameterで展開し,それをorderparameterで微分すると

H-bq[(T-Tc)十C甲2]十0(符5)

H-0のときだけ相転移が起こるので,かぎかっこの中をzeroとおけば

行∝Eβ , β-宛 ,

(24)

が求まる｡これは古典論の結果である｡ (24)の右辺の [ ]は E…汀-Tcl/Tcと

甲1/βとの一次の斉次関数である｡これを拡張して,一般に町 がまEと甲1/βとの,吹

数γの斉次函数であると仮定する｡

H- 岬 ( 8 , 7 1/P), (欽数 r) (25)

このγがすでに導入 したγと同じものであることはあとでわかる｡斉次函数であること

から

甲8γ as 甲- 0

71十T/P as e→ 0

eγをくくり出すと

王倉-甲Erf(甲/EP)

甲を斉次函数の中に編入して

H- er'β ¢(甲/EP)
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これが求める状態方程式である｡こうした仮定によれば,独立なパラメーターはβ,㍗

という二つである｡斉次性の仮定に加えて, Ⅲキ0のとき相転移が起らないことに対応

し,関数 ¢(Ⅹ)は共存線上を除けば臨界点Tcのまわりで解析的であると仮定しよう0

H-0でのorderparameterの値 (自発磁化等 )は¢(甲/EP)-Oから求められ

る｡これから

相 = 0 - 6β (T<Tc) (29)

でなければならないことがわかる｡等温帯磁率は,Hを甲で微分すれば求まる｡つまり

xi1-ErQ′(甲/EP)～ 8γ (30)

T-Tcでの臨界指数 8(Ⅱ～符8)は･ (28)において 8-0の極限を考えればただちに

∂-1十を (31)

定磁場比熱を計算するにはGibbsのfreeenergyを求めればよいのだが,(6)を積分
して(28)を入れれば

甲
Gl(T,q)-GIO(T)十IH (T,7)d甲,0

=GIO(T)+㌔+2β¢(甲/EP)

従って零磁場比熱は, (2)を使って,

cH- ｡ニーT(% )h = ｡ ～ Cr'2P-2

a-2-2p-T.

なお (30)および(33)は㌔ の上下に依らないo

以上の結果をまとめると

α′+2β+r′-2,

α′+β(♂+1)-2

α-α′, γ-r′

(32)

(33)

lrhH一
nrhr
phu

4

5

6

3

3

3

lヨ

iHu川U
IH相川U

これらは斉次性の仮定と解析性の仮定の下に導かれたものであるが,厳密解のある二次
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｢相転移現象｣耳

元 Isingでは完全に満たされている｡なお(34)は三次元 Isingでは満たされない可

能性がある(2･3節の蓑を参照 )｡

(28)式は,HをEP'γで scaleL,甲をeβでscaleすれば,H一甲の等温線が温

度に依存しない一つの曲線 y-め(x)上にmapされることを意味する｡ そのため状態方

程式 (28)およびそれから導かれる関係式をthermodynamicscalinglawsという｡

2.6 Correlationscalinglaws

臨界点近傍の特徴をorderparameterの揺ぎの相関というもっとミクロな観点から

考えてみよう｡強磁性体を例として考えるが,他の体系 (気体一液体の臨界点,反強磁

性体など)-の変形も可能である｡等温帯磁率および定磁場比熱は

I-責 了<SMO(I,SMO(r′D dr′,
1

cH=電車 J<SE(I)SE(r′)>dr′

(37)

(38)

とかける｡ここに積分は体系全体にわたって行なう｡被積分関数は二つの点(∫,r′)に

おける磁化密度またはエネルギー密度の揺ぎの相関である｡高温 (T≫㌔ )では異なる

点の間には相関はないが,臨界点Tcに近づくとき, xやCHが異常に大きくなること

紘,これら揺ぎの相関が longrangeとなり,巨視物に隔った部分の間にも相関が現わ

れることを意味する｡この長距離相関のため,(37)および(38)において,被積分関数

が0でない積分領域が順次拡がり,遂に臨界点では積分が発散するのである｡ (絶対零

度で発達するのはスピン自身の相関であり,塩界点で成長するのは "揺ぎ〝の相関であ

って,この二つは別物であることに注意｡)

この事情をもう少し詳しくみるため,平衡点の周 りの揺ぎを現象論的に考察しよう｡

自由エネルギーを磁化密度の揺ぎ∂MO(∫)およびその勾配 ▽∂MO(∫)で展開すれば,

2

Gl(T･u)-Gl(T･豆).I†忘 [∂MO(I)]2十号 [▽8MO(i,]idr (39)

ここでBはスピン間の交換相互作用できまる常数で,この項は磁化密度の不均一に伴 う

エネルギーの増加を表わす｡波動ベクトルkをもつフ-リェ成分
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M;-I8MO(I) exp(ik･r)dr

を使えば

･G王寺 妄‡(十 Bk2)M;MS･

(40)

(41)

磁化密度の揺ぎに対する確率分布は,ボルツマンの定理に従えば,この自由エネルギー

を使って exp[-β△Gl]で与えられる｡ これはガウス分布だから直ちに

<M; M;*>=
VkBT

(1/I)+ Bk2

これを座標空間に戻すと,良く知られたscreenedcoulombtypeの相関

<∂MO(∫)∂MO(r′)>-

p -1/√す㌃

kBT exp卜 Glr-r′1]
47TB 圧-r′～

(42)

がえられる0200 節の b)でふれたように･ (42)は臨界点 ㌔ の近傍で磁化密度の長

波長の揺ぎが異常に大きくなることを意味する｡この長波長の揺ぎが臨界点近傍の諸種

の発散をきめるわけだが,これはcorrelationlength

E≡ 1/N-√転

で規定されるマクロな長距離相関の出現と等価である｡相関距離 Eの臨界指数を

E～6-y(T>Tc)I 6-y'(T<Tc)

(45)

(46)

とする｡

臨界点の極く近傍では,実は,展開(39)が成立しない可能性があり, Ornstein

-zernikeform(43)からのはずれが予想される｡そのはずれを,R≡ Ir-r′lと

して

<SMO(I)SMO(r′)>-R-1~甲g(R/E),(甲>0) (47)

のように,パラメタ甲で表わすことにしよう｡これを(37)に代入すれば,(44)および
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｢相転移現象｣ 丑

(45)に代って

x～f2-符

したがって,(46)から

(2-甲)y-γ, (2-7)y'- γ′

の関係がえられる｡これに対応して, (42)は

<M;M;*>-E2~符 fo(kf)

(48)

(49)

(50)

と修正されること旦なる｡ (2.0節の(19),(20)を参照 )O

エネルギー密度の揺ぎ(38)についても同様の考察ができる｡ エネルギーと磁化は互

いに独立な,相加的な保存量である｡(37)と(38)はそれぞれ longrangeorderお

よびshortrangeorderの揺ぎの相関を表わす｡その他,もっと大きな clusterを含む

諸種の臨界変数がある｡しかしそれら臨界指数の長距離関数はすべて一つの特性距離

壁)で規軍耳を_垂と仮定しようo例えば

<Ek電>-E(a/y)fE(kE) (51)

この考えをさらに進めたものとしてKadanoffの理論を紹介しよう｡thermodynamic

scalingの仮説 (28)および(32)は,温度と磁場を独立変数にとれば

ワニEβや(BI/E△), (△≡P+γ)

G(E,H)-GO(T)+EP.△V(Ⅱ/E△)

とかけるが,これらも導き出されるのである｡

Ising模型を考え,その結晶格子 (格子間隔1の単純立方格子とする)を一辺の長 さ/

Lのマクロな立方捧blockに分割する｡ ただしLは特性相関距離Eより十分に小さい

とする｡すなわち

1+{L+{f (54)

系の性質は各 siteのスピン間の相互作用によってきまるが, 臨界異常はマクロなスケ

ールの長距離相関によってきまるから,これらのマクロなblock間の相関によってき

まると考えてよい｡従って塩界異常をきめるには,各 siteのスピンを要素として考え
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る代 りに,これらのマクロなblockのスピン要素として考えることができる筈である｡

つまり,臨界異常に関する限りでは, siteを要素とする元の体系はマクロなblockを

要素とする新しい体系-mapできる筈である｡block(体積 Ld)を要素とするときに

紘,Lを長さの単位とすることにし,その.単位で定義されたスピン密度,エネルギー密

度 をOL,EL,それらに共役な磁場･温度をhL･ELとLをつけて表わすことにしよう.

siteを要素とするときには, Lを削ってたんにO,E,h,Eとかくことにする｡さて,

siteまたはblockを要素とする二つの立場から特性相関距離 E(E,h)および Gibbs

の自由エネルギー密度の singularpartGS(E,h)を見るとき, これら二つの立場の

同等性は

E(6,h)- Lf(EL･hL),

GS(C,h)- L-dGS(EL･hL)

を与える｡ここにdは系の次元数を表わす｡なお右辺にL,L~dが掛けてあるのは,右

辺のE,GSはLを長さの単位として定義されているからである｡

いまsiteまたはblockを要素とする二つの立場の間の変換が

hL- LXh･ CL- LyE (57)

によって与えちれるとしよう｡ここでⅩ,yは体系の詳細な性質に依存するかも知れな

い数である｡この(57)を(55),(56)の右辺に入れれば｣

f(8,h)- Lf(LyE,LXh),

GS(C,h)- L-dGS(Lye,LXh)

ところで,Lは(54)の不等式の範囲内では任意だから,EおよびGSの関数形は右辺で

Lが互に打消しあうような関数形でなければならない｡このことから

f(6,h)- e-1/yP(h/EX/y),

GS(C,h)-cd/yg(h/edy)

がえられる｡(59)は(53)の第二項に相当するから
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の関係がえられる｡ (52)紘(53)を磁場で微分すればえられるから,thermodynamic

scalinglawsが導き出されたことになる｡

Kadanoffのblockpictureの特徴は諸種の相関関数の関数形をも決めうることに

ある｡ (56)および(57)から

Jh-L-dαLhL-L-d+Ⅹ♂Lh,

EE-L-dELEL-L-d+yELe

したがって,スピン密度およびエネルギー密度の変換規則として

0-LX-doLI

E-Ly-dEL

がえられる｡また(58)を(46)と比べることにより

y- y′-1/y

がえられる｡

スピン密度の相関関数

G(R,E,h)-< [0(rト<q>][q(r′)-<q>]>

(63)

(64)

を考えよう｡R≫Lのときに払 0(I)の代りにOL(I)を使ってもよいoblockpic-

ture-の変換

R- RL-R/L,

E→ EL･ h→ hL

に対して,Gの関数形が不変であることから

G(R,E,h)-L2(Ⅹ-d)G(R/L,SLY,hLX)

右辺でLが互に打消 しあわねばならないことから

G(氏,8,h)〒R2(Ⅹ-d)g(Rel/y, hEl△)

(60)および (52)から
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2(Ⅹ-d)--2βy- fy-d

さらに(63)および(49)を使って変形することにより

G(R,E,h)-R~(d~2+甲)g(R/E,h/E△) (65)

がえられる｡これは(50)をd次元で座標空間に直したものに等しい｡ 同様にしてエネ

ルギー密度の相関関数は

<[E(∫)⊥<E>][E(r′)-<E>]>

-R-(d-a/y)gE(R/E,h/ELA) (66)

とかける｡

n個のスピン密度の相関関数は,どのスピン密度対の距離もLより十分に大きいとき

には同様にして求まる｡スピン密度対はn(n-1)/2個あるが,それら対の距離の組を

‡Rrr寸 と表わせば

G(n)(fRrr′)･里 )-fh(Ⅹ-d)g(fRrr′/fI,h/8△) (67)

がえられる｡これらは動的臨界現象の研究において重要な役割を行なう｡

諸種の臨界指数をスピン密度の相関関数に特有な臨界指数yおよび甲で表わせば

P/y-(d-2+q)/2,
γ/y-2-甲,
α/y-(2/y)-d,

6-(d+2- 甲 )/(d-2十7)

ー
hHI
E-1JHt
E■ーhHI
E■.■ーノー

8

9

0

1

6

6

7

7

nr川ロ
イHlHU
Jq

iZq

がえられる｡yおよびでの値については, 2.3節の表を参照されたいO･なお a-3,

〟- 0のときには, 8-5となる｡ (63),(68)-(71)をcorrelationscaling

relationsという｡これらを導 くのに用いた仮定は thermodynamicscaling laws

を導くのに用いた仮定よりも強い仮定と考えられている｡なおある弱い仮定の下に

γ/y≦ 2-甲 (Fisher1969)

2-甲≦
d(♂-1)

a+1 (Buckingham-Gunton1969)
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2-甲 ≦
dγ′

2β+γ′
(Buckingham-Gunton1969)

なる不等式がえられることを附記しておく｡

最近のscalinglawsの解説として

大林康二,固体物理旦(1970)No,12,678.

鈴木増雄,物性 主星(1971)No.9,529.

を参照されたい｡

【追記】 極く最近K.G.Wilson(Phys.Rev.星室(1971)3174,3184_;Phys.

Rev.Letters些 (1972)240,548)は新 しい観点を導入してKadanoffのblock

pictureを発展させた｡ block間の有効相互作用を具体的に求めて変換法則 (55),

(56)を定め,ここでは未知数のままとした yおよび甲を決定する方法を見出した｡

現在古典的スピンで磁場零の場合に限られてはいるが,諸種の新 しい展開が予想され

る｡
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